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EXTRAIT DE LA PRÉFACE DE LA PREMIÈRE 
ÉDITION RUSSE 


Le présent tome du cours de Physique théorique est consacré 
à la mécanique quantique. Vu l'abondance des matériaux, il nous 
a semblé bon de les diviser en deux parties. La première, ici publiée, 
traite de la théorie non relativiste, la théorie relativiste constituant 
la deuxième. 

Par théorie relativiste nous entendons, au sens le plus large, la 
théorie de tous les phénomènes quantiques qui dépendent essentiel- 
lement de la vitesse de la lumière. Partant, elle impliquera non 
seulement la théorie relativiste de Dirac et les questions qui en 
relèvent, mais aussi la théorie quantique du rayonnement tout 
entière. 

Concurremment aux fondements de la mécanique quantique, nous 
avons exposé ses nombreuses applications avec beaucoup plus d'am- 
pleur qu'il n'est d’usage dans les cours généraux de mécanique 
quantique. Seules sont restées en marge les questions dont l'étude 
relève d’une analyse détaillée de données expérimentales, ce qui 
sortirait du cadre de ce livre. 

Nous nous sommes efforcés d’être le plus complets possible dans 
l'exposé des questions concrètes. Ceci étant, nous avons jugé super- 
flus les renvois aux ouvrages originaux, nous bornant à indiquer 
leurs auteurs. 

Ainsi que dans les tomes précédents, nous avons aussi cherché 
à exposer les questions générales de façon à dégager avec le maximum 
de clarté l'essence physique de la théorie et à édifier sur cette base 
l'appareil mathématique. Ceci a laissé sa marque sur les premiers 
paragraphes du livre, qui traitent des propriétés quantomécaniques 
générales des opérateurs. Contrairement au schéma d'exposition usuel 
partant de théorèmes mathématiques sur les opérateurs linéaires, nous 
déduisons les exigences mathématiques imposées aux opérateurs et 
aux fonctions propres en partant de la position physique de la 
question. 


Force est de remarquer que dans maints cours de mécanique 
quantique l'exposé s’est notablement compliqué en comparaison des 
ouvrages originaux. Bien qu’une telle complication soit habituelle- 
ment motivée par la généralité et la rigueur, un examen attentif 
montre que l’une et l’autre sont en réalité souvent illusoires à tel 
point qu’une bonne partie de ces théorèmes «rigoureux » est fausse. 
Une telle complication nous paraissant absolument injustifiée, 
nous avons, au contraire, tenu à la simplicité et souvent sommes 
revenus aux ouvrages d'origine. 

Certains renseignements purement mathématiques ont été repor- 
tés en appendice sous forme de «Compléments mathématiques» pour 
découper le moins possible l'exposé par des calculs. Ces «Complé- 
ments» poursuivent aussi un but documentaire. 


Moscou, mai 1947 L. Landau, E. Lifchitz 


AVANT-PROPOS DE LA TROISIÈME 
ÉDITION RUSSE 


L'édition précédente de ce tome est le dernier livre auquel il m'a 
été donné de travailler avec mon maître L. Landau. Un travail 
considérable a été fait alors pour remanier et compléter le livre en 
tous ses chapitres. 

Il est donc naturel que cette réédition ait exigé un remaniement 
moindre. Néanmoins, un volume important de matériaux nouveaux 
(en partie sous forme de problèmes) a été ajouté; ces matériaux 
concernent tant les résultats des dernières années que des résultats 
plus anciens qui sont ces derniers temps l'objet d’une attention 
accrue. 

La maîtrise phénoménale de l'appareil de la physique théorique 
que possédait Lev Landau lui permettait à tout instant .de se passer 
des travaux d'origine et de reproduire tels ou tels résultats par sa 
propre voie. Ceci peut expliquer l’absence dans le livre de certaines 
références nécessaires. Je me suis efforcé dans cette édition de les 
ajouter. Dans le même temps, j'ai ajouté les références à L. Landau 
là où sont exposés les résultats ou les méthodes qui lui appartien- 
nent en personne et qui n'étaient pas publiés indépendamment. 

Ainsi que dans mon travail de réédition des autres tomes de ce 
Cours, j'ai joui de l’aide de mes nombreux camarades, qui m'ont 
indiqué les défauts d’exposé auparavant commis et suggéré d’intro- 
duire tels compléments. Un certain nombre d'indications utiles, dont 
j'ai tenu compte dans ce livre, m'ont été fournies par A. Brodski, 
G. Droukarev, I. Kaplan, V. Kraïnov, I. Lévinson, P. Némirovski, 
V. Pokrovski, I. Sobelman, I. Chapiro; à tous j'exprime ici ma 
gratitude. 

Le travail tout entier de la nouvelle édition de ce tome a été 
fait par moi avec la participation immédiate de L. Pitayevski. J'ai 
eu la chance de trouver en sa personne un compagnon de travail 
formé à l’école de Lev Landau et inspiré par les mêmes idéaux 
scientifiques. 


Moscou, novembre 1973 E. Lifchitz 


QUELQUES NOTATIONS 


Les opérateurs sont désignés par un accent circonflexe : *. 

Elément de volume: de l’espace, dV; de l’espace de configura- 
tion, dg; de l'espace des impulsions, d'p. 

Eléments de matrice d'une grandeur f (voir définition p. 44): 
fra Où <n|f|my. 

Fréquences de transitions: o,,=(E,—Es)h. 

Commutateur de deux opérateurs: {}, 8} =f8 —gf. 

Hamiltonien: H. 

Déphasages des fonctions d'onde: 6.. 

Unités atomiques et coulombiennes— voir définition p. 142. 

Les indices vectoriels et tensoriels sont désignés par les lettres 
latines i, k, L. 

Tenseur unité antisymétrique: eu. 


Les renvois aux autres tomes de ce Cours sont spécifiés par les chiffres : 
1 («eMécanique», 1969), II («Théorie des champs», 1970), IV 
(«Théorie quantique relativiste», 1972). 


CHAPITRE PREMIER 


NOTIONS FONDAMENTALES 
DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 


$ 1. Principe d'incertitude 


La mécanique et l’électrodynamique classiques conduisent, lors- 
qu’on essaie de les appliquer à l'explication des phénomènes atomi- 
ques, à des résultats en contradiction flagrante avec l'expérience. 
Cette contradiction se manifeste le plus clairement lorsqu'on ap- 
plique l’électrodynamique ordinaire au modèle atomique représentant 
les électrons en mouvement autour du noyau sur des orbites classi- 
ques. Dans un tel mouvement, comme dans tout mouvement accéléré 
de charges, les électrons devraient rayonner continfment des ondes 
électromagnétiques. Rayonnant, les électrons perdraient leur énergie, 
ce qui conduirait finalement à leur chute sur le noyau. Ainsi, con- 
formément à l’électrodynamique classique, l'atome serait instable, 
ce qui ne correspond en aucune mesure à la réalité. 

Une contradiction si profonde entre la théorie et l’expérience 
prouve que l'édification d’une théorie applicable aux phénomènes 
atomiques—à des phénomènes où interviennent des particules de 
masse très petite et localisés dans de très petites régions de l’espace — 
exige une refonte des conceptions et lois classiques fondamentales. 

Pour faire le jour sur ces changements, il est commode de prendre 
comme point de départ le phénomène, observé expérimentalement, 
de diffraction des électrons. Lorsqu'on fait passer un faisceau homo- 
gène d'électrons dans un cristal, on observe dans le faisceau après 
passage une figure de maxima et de minima d'intensité successifs, 
tout à fait analogue à la figure de diffraction des ondes électro- 
magnétiques. Ainsi, dans certaines conditions, on dénote dans le 


1 Le phénomène de diffraction des électrons a été découvert en fait après 
la création de la mécanique quantique. Dans notre exposé, toutefois, nous ne 
suivrons pas le fil de l'évolution historique de la théorie, nous efforçant de 
l'édifier de manière à montrer le plus clairement possible comment les principes 
fondamentaux de la mécanique quantique sont liés avec les phénomènes observés 
expérimentalement. 
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comportement de particules matérielles —des électrons —des traits 
propres aux processus ondulatoires. 

On voit le mieux à quel point ce phénomène heurte les concep- 
tions usuelles du mouvement en faisant par la pensée l'expérience 
suivante, qui est une idéalisation de l’expérience de la diffraction 
des électrons par un cristal. Soit un écran opaque comportant deux 
fentes. Observant le passage d’un faisceau d'électrons! à travers 
une des fentes, l’autre étant fermée, nous obtenons sur un écran placé 
derrière une certaine figure de distribution de l’intensité ; de la même 
manière, on obtient une autre figure en ouvrant la deuxième fente 
et fermant la première. Observant le passage du faisceau simultané- 
ment dans les deux fentes, nous devrions, conformément à nos con- 
ceptions usuelles, obtenir une figure qui serait une simple superpo- 
sition des deux figures précédentes: chaque électron, se mouvant 
sur sa trajectoire, traverse une des fentes, n’exerçant aucune influence 
sur les électrons traversant l’autre fente. Le phénomène de diffraction 
électronique prouve, toutefois, qu'on a en réalité une figure de dif- 
fraction qui, par suite de l’interférence, ne se réduit nullement à la 
somme des figures données séparément par chaque fente. Il est clair 
que ce résultat ne peut d'aucune manière s’accorder avec la con- 
ception du mouvement des électrons sur une trajectoire. 

Ainsi, la mécanique régissant les phénomènes atomiques — dite 
mécanique quantique ou ondulatoire— doit être fondée sur des con- 
ceptions du mouvement essentiellement différentes des conceptions 
de la mécanique classique. En mécanique quantique la notion de 
trajectoire d’une particule n'existe pas. Cette circonstance trouve 
son expression dans le principe d'incertitude, découvert par W. Hei- 
senberg en 1927*, qui est l’un des principes fondamentaux de la 
mécanique quantique. 

Réfutant les conceptions usuelles de la mécanique classique, le 
principe d'incertitude possède, peut-on dire, un contenu négatif. 
Naturellement, il est tout à fait insuffisant par lui-même pour servir 
de base à la nouvelle mécanique des particules. Une telle théorie 
doit, bien sûr, être fondée sur certaines propositions positives, qui 
seront examinées plus bas ($ 2). Cependant, pour pouvoir formuler 
ces propositions, il faut préalablement expliciter le caractère de la 
position des problèmes de la mécanique quantique. Pour cela, arrê- 
tons-nous en premier lieu sur le caractère particulier de la corréla- 
tion entre la mécanique quantique et la mécanique classique. 


1 Fe faisceau est supposé si raréfié que l'interaction de ses particules ne joue 
aucun rôle. . 

3 Il est intéressant de remarquer que l'appareil mathématique complet de la 
mécanique quantique a été créé par W. Heisenberg et E. Schrôdinger en 1925-1926, 
a) la Decpuver e du principe d'incertitude, révélant le contenu physique de 
cet appareil. 
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D'ordinaire, une théorie plus générale peut être formulée de 
manière logiquement fermée indépendamment d’une théorie moins 
générale qui en est un cas limite. Ainsi, la mécanique relativiste 
peut être érigée sur ses principes fondamentaux sans faire appel à la 
mécanique newtonienne. Quant à la formulation des principes fon- 
damentaux de la mécanique quantique, elle est foncièrement impos- 
sible sans l’intervention de la mécanique classique. 

L'absence pour l'électron! d’une trajectoire déterminée le prive 
également de toutes autres caractéristiques dynamiques *. Aussi est-il 
clair que pour un système constitué exclusivement par des êtres 
quantiques on ne pourrait construire aucune mécanique logiquement 
fermée. La possibilité de la description quantitative du mouvement 
de l'électron exige également l'existence d'êtres physiques obéissant 
avec une précision suffisante à la mécanique classique. Si un élec- 
tron entre en interaction avec un «être classique», alors l’état de 
ce dernier change en général. Le caractère et la grandeur de ce 
changement dépendent de l’état de l’électron et peuvent donc lui 
servir de caractéristique quantitative. 

Ceci étant, l’«être classique» est appelé ordinairement «appa- 
reil », et on parle de son processus d’interaction avec l’électron comme 
d’une «mesure». Il convient toutefois de souligner qu'on n'a alors 
nullement en vue un processus de « mesure » où participe un physicien 
observateur. Par mesure on entend en mécanique quantique tout 
processus d'interaction d’un être classique et d’un être quantique, 
se déroulant, par ailleurs, indépendamment de tout observateur. 
On doit à Niels Bohr d’avoir élucidé le rôle profond de la notion 
de mesure en mécanique quantique. 

Nous avons défini l'appareil comme un être physique obéissant 
avec une précision suffisante à la mécanique classique. Tel est, par 
exemple, un corps doué d’une masse assez grande. Mais il ne faut 
pas en déduire que la macroscopicité soit une propriété obligatoire 
de l'appareil. Dans certaines conditions, le rôle d'appareil peut 
être également tenu par un être microscopique, puisque la notion 
«avec une précision suffisante» dépend du problème concret posé. 
Ainsi, le mouvement d’un électron dans la chambre de Wilson 
s'observe par la trace de brouillard qu’il laisse, d'épaisseur grande 
en comparaison des dimensions atomiques; pour un tel degré de 
précision de la détermination: de la trajectoire, l’électron est un être 
parfaitement classique. 


1 Dans ce paragraphe et le suivant, nous parlons pour être bref de l'électron, 
ayant généralement en vue n'importe quel être quantique, c’est-à-dire une par- 
ticule ou un système de particules obéissant à la mécanique quantique et n'obéis- 
sant pas à la mécanique classique. 

3 1] s'agit des quantités caractérisant le mouvement de l'électron, et non 
pas de celles caractérisant l’électron en tant que particule (charge, masse), qui 
sont des paramètres. 
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De la sorte, la mécanique quantique occupe une position très 
originale dans le rang des théories physiques —elle contient la 
mécanique classique en tant que cas limite et, en même temps, elle 
a besoin de ce cas limite pour pouvoir être fondée. 

Nous sommes maintenant en mesure de formuler la position du 
problème de la mécanique quantique. La position typique du pro- 
blème consiste à prédire le résultat d’une nouvelle mesure connais- 
sant le résultat de mesures antérieures. En outre, nous verrons par 
la suite que la mécanique quantique limite en général, en comparai- 
son de la mécanique classique, le choix des valeurs que peuvent pren- 
dre différentes grandeurs physiques (par exemple l'énergie), c'est-à- 
dire des valeurs qui peuvent être trouvées en mesurant la grandeur 
envisagée. La mécanique quantique doit permettre la détermination 
de ces valeurs permises. 

Le processus de mesure jouit en mécanique quantique d’une par- 
ticularité très essentielle : il exerce toujours une action sur l’électron 
qui lui est soumis et cette action ne peut, en principe, pour une pré- 
cision de mesure donnée, être rendue arbitrairement petite. Plus 
la mesure est précise, plus forte est son action, et seules des mesures 
très peu précises peuvent exercer une action faible sur l’objet de 
mesure. Cette propriété des mesures résulte logiquement de ce que 
les caractéristiques dynamiques de l’électron n'apparaissent qu'à 
l'issue de la mesure elle-même ; il est clair que si l’action du proces- 
sus de mesure sur l’objet pouvait être arbitrairement affaiblie, cela 
signifierait que la grandeur mesurée a une valeur intrinsèque, indé- 
pendamment de la mesure. 

Entre autres mesures, celle des coordonnées de l’électron joue 
un rôle fondamental. Dans les limites de la validité de la mécanique 
quantique, on peut toujours effectuer : la mesure des coordonnées de 
l’électron avec la précision voulue. 

Soient effectuées dans des intervalles de temps déterminés At 
les mesures successives des coordonnées de l’électron. En général, 
leurs résultats ne viendront pas matérialiser une courbe régulière. 
Au contraire, plus les mesures sont précises, plus les résultats révè- 
lent un cours chaotique, des ressauts, la notion de trajectoire 
n'existant pas pour l'électron. Une trajectoire plus ou moins 
continue ne s'obtient que si l’on mesure les coordonnées de l’élec- 
tron avec un faible degré de précision, par exemple par condensa- 
tion des gouttelettes de vapeur dans la chambre de Wilson. 

Mais si, tout en conservant la précision des mesures, l’on réduit 
les intervalles Af, des mesures voisines donneront, bien entendu, 
des valeurs voisines des coordonnées. Toutefois, les résultats d’une 


1 Soulignons encore une fois que par emesure effectuée» l’on entend 
l'interaction de l'électron avec l'appareil «classique», ne supposant nullement 
la présence d'un observateur étranger. 
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série de mesures successives, bien que situés dans une petite région 
de l’espace, seront dispersés dans cette région d’une manière absolu- 
ment chaotique, ne s’alignant pas sur une courbe régulière. Notam- 
ment, faisant tendre Af vers zéro, les résultats de mesures voisines 
n'auront nullement tendance à s’aligner sur une droite. 

Cette dernière circonstance prouve qu'il n'existe pas en mécanique 
quantique de notion de vitesse pour une particule dans le sens classi- 
que de ce terme, c’est-à-dire comme limite vers laquelle tend le quo- 
tient de la différence des coordonnées à deux instants par l'inter- 
valle A! entre ces instants. Mais nous verrons néanmoins par la 
suite que l’on peut donner en mécanique quantique une définition 
sensée de la vitesse d’une particule à un instant donné, se rédui- 
sant à la vitesse classique lorsqu'on passe à la mécanique clas- 
sique. 

Mais alors qu'en mécanique classique une particule possède 
à chaque instant des coordonnées et une vitesse déterminées, il en va 
tout autrement en mécanique quantique. Si, par suite d’une mesu- 
re, l’électron s’est vu conférer des coordonnées déterminées, il n’aura 
pas alors de vitesse déterminée. Inversement, possédant une vitesse 
déterminée, l’électron ne pourra avoir une position déterminée dans 
l'espace. En effet, l'existence simultanée à tout instant des coordon- 
nées et de la vitesse signifierait l’existence d’une trajectoire déter- 
minée, que l’électron ne possède pas. Par conséquent, en mécanique 
quantique les coordonnées et la vitesse de l’électron sont des gran- 
deurs ne pouvant être mesurées exactement simultanément, c’est- 
à-dire ne pouvant avoir simultanément des valeurs déterminées. 
On peut dire que les coordonneës et la vitesse de l’électron sont des 
grandeurs n'existant pas simultanément. Nous établirons par la 
suite une relation quantitative permettant une mesure imprécise 
des coordonnées et de la vitesse à un seul et même instant. 

La description complète de l’état d’un système physique est 
réalisée en mécanique classique par la connaissance à un instant donné 
de toutes ses coordonnées et des vitesses ; d’après ces données ini- 
tiales, les équations du mouvement déterminent complètement le 
comportement du système à tous les instants ultérieurs. En méca- 
nique quantique une telle description est impossible en principe, 
puisque les coordonnées et les vitesses correspondantes n'existent 
pas simultanément. Ainsi, la description de l’état d’un système 
quantique est réalisée par un plus petit nombre de grandeurs qu’en 
mécanique classique, c'est-à-dire qu'elle est moins détaillée. 

Il en résulte une conséquence très importante relativement au 
caractère des prédictions faites en mécanique quantique. Alors que 
la description classique suffit pour prédire le mouvement d'un 
système mécanique dans l’avenir d’une manière parfaitement exacte, 
la description moins détaillée en mécanique quantique est évidem- 
ment insuffisante pour cela. Cela signifie que si l’électron se trouve 
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dans un état de description la plus complète possible en mécani- 
que quantique, sa conduite aux instants suivants n’en est pas 
moins, par principe, non univoque. Aussi la mécanique quantique 
ne peut-elle faire de prédictions rigoureuses en ce qui concerne 
la conduite ultérieure de l’électron. Pour un état initial donné de 
l’électron, une mesure ultérieure peut donner des résultats diffé- 
rents. La tâche de la mécanique quantique consiste seulement dans 
la détermination de la probabilité d’avoir tel ou tel résultat à l’issue 
de cette mesure. Bien entendu, dans certains cas, la probabilité d’un 
certain résultat de mesure déterminé peut être égale à l'unité, 
c'est-à-dire qu’on peut avoir une certitude, de sorte que le résul- 
tat de la mesure envisagée est univoque. 

Tous les processus de mesure en mécanique quantique peuvent 
être divisés en deux catégories. Dans l’une, embrassant la plupart 
des mesures, entrent les mesures qui pour aucun état du système ne 
conduisent avec certitude à un résultat univoque. Dans l’autre en- 
trent les mesures dont il existe pour chaque résultat un état dans 
lequel la mesure conduit avec certitude à ce résultat. 

Ce sont précisément ces dernières mesures, que l’on peut appeler 
prévisibles, qui jouent en mécanique quantique un rôle fondamen- 
tal. Les caractéristiques quantitatives d'état déterminées par de 
telles mesures sont ce qu’on appelle en mécanique quantique des 
grandeurs physiques. Si, dans un certain état, la mesure donne avec 
certitude un résultat univoque, nous dirons que dans cet état la gran- 
deur physique correspondante a une valeur déterminée. À l'avenir, 
nous comprendrons partout l’expression «grandeur physique» dans 
le sens indiqué ici. 

Nous aurons à maintes reprises par la suite l’occasion de nous 
convaincre qu’en mécanique quantique plusieurs grandeurs physi- 
ques arbitraires ne peuvent être mesurées simultanément, c’est-à- 
dire avoir simultanément des valeurs déterminées (nous avons déjà 
parlé de l’exemple de la vitesse et des coordonnées de l’élec- 
tron). 

Un rôle important est joué en mécanique quantique par les choix de 
grandeurs physiques possédant la propriété suivante: ces grandeurs 
sont simultanément mesurables, et si elles ont simultanément des 
valeurs déterminées, alors nulle autre grandeur physique (qui n’est 
pas une fonction de ces grandeurs) ne peut avoir dans cet état de 
valeur déterminée. Nous dirons de ces choix de grandeurs physiques 
que ce sont des choix complets. 

Toute description de l'état d’un électron résulte d’une mesure. 
Nous allons dire à présent ce qu’on entend par description complète 
d'un état en mécanique quantique. Les états complètement décrits 
proviennent de la mesure simultanée d’un choix complet de gran- 
deurs physiques. D’après les résultats d’une telle mesure, on peut, 
notamment, déterminer la probabilité des résultats de chaque mesure 
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suivante, quoi qu’il soit arrivé à l’électron avant la première 
mesure. 

Nous entendrons partout par la suite (excepté le $ 14) par états 
d'un système quantique précisément des états de ce genre, de des- 
cription complète. 


$ 2. Principe de superposition 


Le changement radical des concepts physiques du mouvement en 
mécanique quantique en comparaison de la mécanique classique 
exige naturellement un changement tout aussi radical de l’appa- 
reil mathématique de la théorie. Dès lors, la question se pose 
avant tout du procédé de description des états en mécanique quan- 
tique. | 

Convenons de désigner par g l’ensemble des coordonnées d'un 
système quantique et par dg le produit des différentielles de ces 
coordonnées (dg est appelé élément de volume de l’espace de con- 
figuration du système); pour une seule particule, dg coïncide avec 
l'élément de volume dV de l’espace ordinaire. 

L'appareil mathématique de la mécanique quantique repose sur 
l'affirmation que l’état d’un système peut être décrit par une fonc- 
tion déterminée (en -général complexe) des coordonnées Y (q), le 
carré du module de cette fonction définissant la distribution des pro- 
babilités des valeurs des coordonnées: |W{*dg est la probabilité 
que la mesure faite sur le système découvrira les valeurs des 
coordonnées dans l'élément dg de l’espace de configuration. La 
fonction Y est dite fonction d'onde du système1. 

La connaissance de la fonction d'onde permet également en 
principe de calculer les probabilités de différents résultats pour 
n'importe quelle mesure (non forcément des coordonnées). Alors 
toutes ces probabilités sont déterminées par des expressions 
bilinéaires en W et W*. Leur forme la plus générale est 


FO Y (D P* a") (a, g') dq da’, (2,1) 


la fonction y (q, qg') dépendant du genre et du résultat de la mesure, 
et l'intégration étant étendue à tout l’espace de configuration. La 
probabilité elle-même YWY* des différentes valeurs des coordonnées 
est aussi une expression de ce type. 

L'état du système, et la fonction d’onde avec, varie en géné- 
ral au cours du temps. En ce sens, on peut considérer que la fonc- 
tion d'onde dépend également du temps. Si la fonction d’onde est 
connue à un certain instant initial, d’après le sens même de la notion 


1 Elle a été introduite en mécanique quantique par E. Schrôdinger en 1926. 

# Elle se déduit de (2,1) pour @(q, qg')—6(q9—@q0) 6(q9 —@o), 6 étant 
la fonction définie au à 5; qo désigne la valeur de la coordonnée dont nous 
cherchons la probabilit 
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de description complète de l’état, elle sera, en principe, définie à 
tous les instants ultérieurs. La dépendance effective de la fonction 
d'onde par rapport au temps est donnée par des équations qui seront 
déduites par la suite. 

La somme des probabilités de toutes les valeurs possibles des 
coordonnées du système doit, par définition, être égale à l'unité. 
Aussi faut-il que le résultat d'intégration de | #{|* dans tout l’espa- 
ce de configuration soit égal à l'unité: 


[IV Pdg=1. (2,2) 


Cette égalité représente la condition de normalisation des fonctions 
d’onde. Si l'intégrale de | Ÿ |? converge, on peut toujours, en mul- 
tipliant par un coefficient constant convenable, normaliser la fonc- 
tion W. Nous verrons par la suite que l'intégrale de | |? peut 
diverger, et alors W ne peut être normalisée par la condition (2,2). 
Dans de tels cas | W{|* ne détermine plus, certes, les valeurs abso- 
lues de la probabilité des coordonnées, mais le rapport des carrés | Y |? 
en deux points différents de l’espace de configuration donne la 
probabilité relative des valeurs correspondantes des coordon- 
nées. 

Puisque toutes les quantités calculées au moyen de la fonction 
d'onde et ayant un sens physique direct ont la forme (2,1), où Y 
est multipliée par W*, il est clair que la fonction d’onde norma- 
lisée n’est définie qu’à un facteur de phase constant près de la 
forme ef“, où & est un nombre réel quelconque. C'est là une mul- 
tivocité de principe qui ne peut être éliminée ; mais elle n’est pas 
essentielle, car elle n’affecte aucun résultat physique. 

Le contenu positif de la mécanique quantique repose sur plu- 
sieurs affirmations relatives aux propriétés de la fonction d'onde 
consistant en ce qui suit. 

Supposons que dans un état de fonction d'onde W, (q) une mesure 
conduise avec certitude à un résultat déterminé, résultat 7, et dans 
l’état Y,(q) à un résultat 2. On admet alors que toute combinaison 
linéaire de W, et Y,, c'est-à-dire toute fonction de la forme c,Y, + 
+ c P, (cet c, étant des constantes), décrit un état pour lequel la 
même mesure donne soit le résultat 7, soit le résultat 2. En 
outre, on peut affirmer que si l’on connaît les états en fonction du 
temps, soit W,(g, {) pour le premier cas et Ÿ,(g, {) pour le second, 
alors n’importe quelle combinaison linéaire de ces fonctions donne 
également une dépendance possible de l’état par rapport au temps. 

Ces propositions représentent le contenu du principe dit de super- 
position des états, principe positif fondamental de la mécanique 
quantique. Il en résulte en particulier que toutes les équations 
vérifiées par les fonctions d'onde doivent être linéaires par rap- 
port à Y. 
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Envisageons un système constitué par deux parties et supposons 
l'état de ce système donné de telle manière que chacune des parties 
soit complètement descriptible’. On peut alors affirmer que les pro- 
babilités des coordonnées g, de la première partie sont indépendantes 
des probabilités des coordonnées g, de la seconde partie, et donc la 
distribution des probabilités pour le système tout entier doit être 
égale au produit des probabilités de ses parties. Cela signifie que la 
fonction d'onde W,, (q,, q,) du système peut être mise sous la forme 
de produit des fonctions d'onde Ÿ,(g,) et Y,(q,) de ses parties: 


Wis(Qus 9) = Vi (gr) Vs (g3)- (2.3) 


Si les deux parties n’interagissent pas, alors une telle relation entre 
les fonctions d'onde du système et de ses parties se conserve aux 
instants ultérieurs: 


Yis(Q Qs t)=Y,(q, l) P;(qs t). (2,4) 


$ 3. Opérateurs 


Considérons une certaine grandeur physique f caractérisant l’état 
d’un système quantique. A strictement parler, nous devrions considé- 
rer dans les raisonnementes suivants non pas une seule grandeur, 
mais simultanément tout un choix complet. Toutefois, aucun des 
raisonnements n'étant altéré de ce fait, pour être laconique, nous 
parlerons dans la suite d'une seule grandeur physique. 

Les valeurs que peut prendre une grandeur physique donnée 
sont appelées en mécanique quantique ses valeurs propres, leur 
ensemble étant le spectre des valeurs propres de cette grandeur. En 
mécanique classique, les grandeurs parcourent en général un ensemble 
continu de valeurs. En mécanique quantique aussi il existe des gran- 
deurs physiques (par exemple les coordonnées) dont les valeurs pro- 
pres remplissent un ensemble continu; on dit alors qu'on a un 
spectre continu de valeurs propres. Concurremment à ces grandeurs, 
il existe aussi en mécanique quantique d'autres grandeurs dont les 
valeurs propres forment un ensemble discret ; on dit alors qu’on a 
un spectre discret. 

Nous admettrons d’abord pour la simplicité que la grandeur f 
envisagée a un spectre discret; le cas du spectre continu sera 
examiné au $ 5. Nous désignerons les valeurs propres de f par f,, 
l'indice n parcourant les valeurs 0, 1, 2, 3... Désignons ensuite 
la fonction d'onde du système dans l’état où f a la valeur f, par Y,. 


1 Par là, bien entendu, on a la description complète de l'état du système 
tout entier. ‘Soulignons, toutefois, que la réciproque n'est nullement vraie : 
la description complète de l’état d'un système considéré comme un tout ne dé- 
termine encore pas, en général, d’une manière complète les états de ses diverses 
parties (voir également $ 14). 


2-0 
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Les fonctions d'onde Y, sont dites les fonctions popres de la gran- 
deur physique f donnée. Chacune de ces fonctions est supposée 
normalisée, de sorte que 


IT, Pdg=1. (3,1) 


Si le système se trouve dans un état arbitraire de fonction d'on- 
de Ÿ, alors la mesure de sa grandeur f donne une des valeurs propres f,.. 
En vertu du principe de superposition, nous pouvons affirmer que 
la fonction d'onde Y doit être une combinaison linéaire des fonc- 
tions propres W, correspondant aux valeurs f, susceptibles d’une 
probabilité non nulle lors de la mesure du système dans l’état con- 
sidéré. Aussi, dans le cas général d’un état arbitraire, la fonction Y 
peut-elle être représentée par une série: 


Y=ÿa,Y, (3,2) 


la sommation portant sur tous les net les a, étant certains coefficients 
constants. 

Ainsi, nous sommes conduits à ce résultat que toute fonction 
d'onde peut être développée en série de fonctions propres de n’im- 
porte quelle grandeur physique. Un système de fonctions permettant 
une telle représentation est dit complet. 

Le développement (3,2) permet de déterminer la probabilité de 
trouver (à l’aide d’une mesure) pour le système dans l’état de fonc- 
tion d'onde Y telle ou telle valeur f, de f. En effet, en vertu 
de ce qui a été dit au paragraphe précédent, ces probabilités doivent 
être déterminées par certaines expressions bilinéaires en Ÿ et Y, 
et elles doivent donc être bilinéaires en a, et a. Ensuite, il est 
bien entendu que ces expressions doivent être positives. Enfin, la 
probabilité de la valeur f, doit être égale à un lorsque le système 
se trouve dans l’état de fonction d'onde Ÿ=Y,, et elle doit s’an- 
nuler si le développement (3,2) de la fonction d'onde Ÿ ne contient 
pas Ÿ,. La seule quantité essentiellement positive satisfaisant à 
cette condition est le carré du module du coefficient a,. Nous sommes 
conduits ainsi à ce résultat que le carré du module |a,[? de chacun 
des coefficients du développement (3,2) détermine la probabilité de 
la valeur correspondante f, de f à l’état de fonction d'onde Y. 
La somme des probabilités de toutes les valeurs possibles f, doit 
être égale à l’unité; en d’autres termes, on doit avoir la relation 


Zlalr=1. (8,3) 


Si la fonction Y n'était pas normalisée, la relation (3,3) n'aurait 
pas lieu non plus. La somme Ÿ]|a,|* devrait alors être déterminée 
n 


par une certaine expression bilinéaire par rapport à W et W° et 
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prendre la valeur un en normalisant Y. Seule l'intégrale ( Yy-4q 
est telle. On doit donc avoir l'égalité 


ZXaa:= ww" 44. (3,4) 


Par ailleurs, multipliant par Y le développement Y°= Xa;w; 
n 
de la fonction Ÿ° complexe conjuguée de Ÿ et intégrant, on obtient : 


\ wydq= > ax | Y:Y dg. 
Comparant avec (3,4), il vient: 
Z'aas=X a | V:w dq, 


d'où l’on déduit la formule suivante déterminant les coefficients 
a, du développement de Ÿ en les fonctions propres Y, : 


a,=\ ET: dg. (8,5) 
Substituant dans cette dernière (3,2), il vient: 
An = Za \ PV, Padg, 


“ qui montre que les fonctions propres doivent satisfaire aux con- 
itions : 


LE e dg = Eu (3,6) 


avec 6,,=1 pour n=m et 6, —=0 pour nm. L'’annulation des 
intégrales de produits W,W; avec mn traduit l’orthogonalité des 
fonctions W,. Ainsi, l’ensemble des fonctions propres Ÿ, forme un 
système complet de fonctions normalisées et orthogonales (dites, 
pour abréger, fonctions orthonormées). 

Introduisons la notion de valeur moyenne f de la grandeur f dans 
l’état donné. Conformément à la définition usuelle des valeurs 
moyennes, définissons f comme la somme de toutes les valeurs pro- 
pres f, de la grandeur donnée multipliées par les probabilités respec- 


tives |a,|*: L 
F=2f | da P. (3,7) 


Recopions f sous une forme contenant non pas les coefficients a, 
du développement de la fonction W, mais cette fonction elle-même. 
Puisque (3,7) contient les produits a,a;, il est clair que l'expression 
cherchée doit être bilinéaire en Y et Y°. Nous allons définir main- 
tenant un certain opérateur mathématique que nous désignerons 


2° 
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par f.1 Désignons par (fP) le résultat de l'application de l'opérateur 

à la fonction Y. Nous définirons / de sorte que l'intégrale du produit 

de (f#) par la fonction complexe conjuguée #”* soit égale à la valeur 
moyenne f: 

F= À w° FU dg. (3,8) 

Il est facile de voir qu'en général Î est un opérateur intégral 


linéaire. En effet, utilisant l’expression (3,5) de a,, nous pouvons 
recopier la définition (3,7) de la valeur moyenne sous la forme: 


F=Zfai= [w (Z Gnln Fa) dg- 


Comparant avec (3,8), on voit que le résultat de l'application de 
l'opérateur f à la fonction W a la forme: 


FE) =ZofVr (3,9) 


Si l’on substitue ici l'expression (3,5) de a,, on trouve que f est 
un opérateur intégral de la forme: 


PE)= TK (a, 9°) Ft')da", (3,10) 
la fonction X(q, qg’) (dite noyau de l'opérateur) étant : 
K (a, 9) = Zn Va (q') Ya (a). G,11) 


De cette façon, à chaque grandeur physique en mécanique 
quantique correspond un opérateur linéaire déterminé. 

(3,9) montre que si W est remplacée par une fonction propre 
Y, (de sorte que tous les a,, sauf un, sont nuls), si on lui applique 
l'opérateur f, cette dernière se trouve simplement multipliée par 
la valeur propre correspondante f, ?: 


FF, = (3,12) 


Ainsi, les fonctions propres de la grandeur physique donnée f sont 
solutions de l'équation : 
ÎFY=FY, 


1 Nous conviendrons de désigner partout les opérateurs par des chapeaux. 
. + Un opérateur est dit linéaire s'il jouit des propriétés suivantes: 
FCYi+ Va) = fVi+ fa, F(@YF)=afT, où Yi et W, sont des fonctions arbitraires 
et a une constante arbitraire. 

3 Par la suite, quand il n'y aura pas équivoque, nous omettrons les paren- 
thèses dans l'expression (fŸ), étant bien entendu que l'opérateur agit sur l'ex- 
pression écrite à sa suite. 
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f étant une constante, et les valeurs propres sont les valeurs de f 
pour lesquelles l'équation écrite a des solutions satisfaisant aux 
conditions. exigées. Comme nous le verrons par la suite, la . forme 
des opérateurs pour diverses grandeurs physiques peut être déter- 
minée par des considérations physiques directes, et alors la pro- 
priété indiquée des opérateurs permet de trouver les fonctions et les 
valeurs propres en résolvant les équations Fr =fY. 

Les valeurs propres d’une grandeur physique réelle ainsi que 
ses valeurs moyennes dans n'importe quel état sont réelles. Cette 
circonstance impose une certaine restriction aux propriétés des 
opérateurs correspondants. Egalant l'expression (3,8) à son ex- 
pression conjuguée, on obtient la relation 


Que Puy da = (Ge) ag, (8,13) 


f* désignant l'opérateur conjugué complexe de f*. Dans le cas d'un 
opérateur linéaire quelconque, une telle relation n’a pas lieu en 
général, de sorte qu'elle représente une certaine restriction imposée 
à la forme possible des opérateurs f. À chaque opérateur f on peut 


mettre en correspondance son {ransposé } défini de sorte que 


Lo fr)d= 1 v FO) 49, (3,14) 


Y et © étant deux différentes fonctions. Si l’on choisit en qualité 
de © la conjuguée Y* de W, la comparaison avec (3,13) montre 
que l'on doit avoir , 

Î=F. (3,15) 
Les opérateurs satisfaisant à cette condition sont dits hermitiques*. 
De la sorte, les opérateurs correspondant dans l'appareil mathéma- 
tique de la mécanique quantique à des grandeurs physiques réelles 
doivent être hermitiques. 

Formellement, on peut envisager aussi des grandeurs physiques 
complexes, c'est-à-dire des grandeurs dont les valeurs propres sont 
complexes. Soit f une telle grandeur. On peut alors introduire sa 
conjuguée complexe f* dont les valeurs propres sont les conjuguées 
complexes des valeurs propres de f. Désignons par f* l'opérateur 
correspondant à f*. Il est dit l'adjoint de f, et il convient, en géné- 
ral, de le distinguer de l'opérateur de conjugaison complexe f*. 
En effet, d’après la définition de l'opérateur f*, la valeur moyen- 


1 Par définition, si l'opérateur f est tel que fF =, alors l'opérateur con- 
jugué f* sera tel que f* W*=@°. 

# Pour un opérateur intégral linéaire de la forme (3,10), la condition d'her- 
miticité signifie que le noyau de l'opérateur doit être tel que K (g,q')=K"® (q', q). 
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ne de la grandeur f* dans un état W est 
F= (fra. 
Par ailleurs, on a 
De = [Sera] = pre ag = (yefeyag. 
Egalant les deux expressions, il vient 


Frais (3,16) 
ce qui montre qu’en général f* ne coïncide pas avec f*. La con- 
dition (3,15) peut à présent s’écrire sous la forme 

FF; (3,17) 
c'est-à-dire que l’opérateur d’une grandeur physique réelle coïncide 
avec son adjoint (les opérateurs hermitiques sont également dits 
auto-adjoints). 

Montrons de quelle façon on peut directement établir l’orthogo- 
nalité des fonctions propres correspondant à des valeurs propres 
différentes d’un opérateur hermitique. Soient f, et f, deux diffé- 
rentes valeurs propres de la grandeur réelle f, et Y,, Y,, les fonc- 
tions propres correspondantes : 


L'ATA A RACIA Pe 

Multipliant les deux membres de la première de ces égalités par 
VA, l'égalité conjuguée complexe de la seconde par Y, et retran- 
chant membre à membre ces produits, il vient: 


L'ETL PE Aie + = (Fa — fx) VV. ” : 
Intégrons les deux membres de cette égalité sur dg. Puisque f* = f, 
en vertu de (3,14), l’intégrale du premier membre de l'égalité s’an- 
nule, de sorte qu’on a: 
Fa Fu) Ÿ YF dg = 0, 

d'où, vu que f,=Æf,,, l'on déduit la propriété d'orthogonalité des 
fonctions Y, et 

Nous parlons tout le temps ici d’une seule grandeur physique f, 
alors qu’on devrait parler, comme on l’a spécifié au début de ce 
paragraphe, d’un système complet de grandeurs physiques simulta- 
nément mesurables. On trouverait alors qu'il correspond à chacune 
de ces grandeurs f, g, ... son opérateur f, g,... Les fonctions 
propres Ÿ, correspondent à des états tels que toutes les grandeurs 
envisagées ont des valeurs déterminées, c’est-à-dire qu’elles corres- 
pondent à des choix déterminés de valeurs propres f,, g,, ..., et 
sont les solutions simultanées du système d’équations 


TE =fY, gY=gY, …… 
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$ 4. Addition et multiplication des opérateurs 


Si f et g sont des opérateurs correspondant à deux grandeurs 
physiques f et g, à la somme f+g correspond l'opérateur f+g. 
Le sens de l'addition de diverses grandeurs physiques en mécanique 
quantique est, toutefois, essentiellement différent suivant que ces 
grandeurs sont simultanément mesurables ou non. Si les grandeurs 
f et g sont simultanément mesurables, les opérateurs f et g ont 
des fonctions propres communes qui sont simultanément fonctions 
propres de l'opérateur }+g, et les valeurs propres de celui-ci 
sont égales aux sommes f, +g,. 

Mais si les grandeurs f et g ne peuvent avoir simultanément 
des valeurs déterminées, leur somme a un sens plus restreint. On 
peut seulement affirmer que la valeur moyenne de cette grandeur 
dans un état arbitraire est égale à la somme des valeurs moyennes 
de chaque terme séparément : 


F+e=f+eg. (4,1) 
En ce qui concerne les valeurs et les fonctions propres de l'opé- 


rateur Î+ &, elles n’auront ici, en général, rien de commun avec 
les valeurs et fonctions propres de f et g. Il est évident que si 
les opérateurs À et g sont hermitiques, il en sera de même de 
l'opérateur f+g, de sorte que ses valeurs propres sont réelles et 
représentent les valeurs propres de la nouvelle grandeur f+g ainsi 
définie. 

Indiquons le théorème suivant. Soient f,, g, les plus petites va- 
leurs propres de f et g, et (f+g), la plus petite valeur de f+g. 
On peut alors affirmer que 


EF +8) > fo + Lo- (4,2) 


L'égalité a lieu lorsque f et g sont simultanément mesurables. La 
démonstration résulte du fait évident que la valeur moyenne d’une 
grandeur est Rue plus grande ou égale à sa plus petite valeur 
propre. Dans l’état où la grandeur (f+g) a la valeur (f+g),, on 


a(f+a=(f+8, et puisque, par ailleurs, (+8) =f+8> fo+8o 
nous sommes conduits à l'inégalité (4,2). 

Soient encore à présent f et g deux grandeurs simultanément 
mesurables. Parallèlement à leur somme, on peut introduire la 
notion de leur produit en tant que grandeur dont les valeurs 
propres sont égales aux produits des valeurs propres de f et g. 
Il est facile de voir qu’il correspond à une telle grandeur un opé- 
rateur dont l’action consiste en l'application successive à la fonc- 
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tion de l’un et l'autre opérateur. On représente mathématiquement 
un tel opérateur comme le produit des opérateurs f et g. En effet, 
si les #, sont les fonctions propres communes des opérateurs 
Î et &, on a: 


ÎeY, =F(EeY,)=Îe.%, =£ FT, CIRE 


(le symbole ?g désigne un opérateur dont l’action sur la fonction F 
consiste dans l'application successive de g sur Y, puis de sur la 
fonction £Y). Nous aurions pu aussi bien envisager au lieu de l’opéra- 
teur Îe l'opérateur gi, qui s’en distingue par l'ordre des facteurs. 
Il est éviécnt qu’on arrive au même résultat appliquant l'un ou 
l’autre de ces opérateurs aux W,. Or, toute fonction d'onde Y pou- 
vant être représentée par une combinaison linéaire de Y,, il en 
résulte que l’action des opérateurs Îe et gf est la même sur n’im- 
porte quelle fonction. C’est ce qu'on traduit par l'égalité symbo- 
lique f2=gf, ou 

fg—gf-0. (4,3) 

On dit que deux tels opérateurs f et g commutent entre eux. 

Nous sommes ainsi conduits à cet important résultat: si deux 
grandeurs f et g peuvent avoir simultanément des valeurs déter- 
minées, leurs opérateurs sont commutatifs. 
. La réciproque est aussi vraie (voir $ 11): si les opérateurs 
f et g sont commutatifs, toutes leurs fonctions propres peuvent 
être choisies communes, ce qui signifie que les grandeurs physiques 
correspondantes sont simultanément mesurables. Ainsi, la commu- 
tativité d'opérateurs est la condition nécessaire et suffisante pour 
que des grandeurs physiques soient simultanément mesurables. 

On a un cas particulier du produit d’opérateurs en élevant un 
opérateur à une certaine puissance. En vertu de ce qui a été dit, 
on conclut que les valeurs propres de l'opérateur f? (p entier) sont 
égales aux valeurs propres de f élevées à la p-ième puissance. Plus 
généralement, on peut définir une fonction arbitraire d'’opérateur 
p(f) en tant qu'opérateur dont les valeurs propres sont égales 
à cette même fonction q (f) des valeurs propres de l'opérateur Î. Si la 
fonction @(f) est développable en série de Taylor, l’action de l’opé- 
rateur œ(f) est ramenée par ce même développement à l'action des 
diverses puissances f?. 

En particulier, l'opérateur f-: est dit l'inverse de Î. Il est évi- 
dent que si l’on agit successivement avec les opérateurs Î et f-1 
sur une fonction arbitraire, cette dernière reste inchangée, c'est-à- 
dire que ff-1=f-if= 1. 
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Si les grandeurs f et g ne sont pas simultanément mesurables, 
leur produit n’a pas le sens direct ci-dessus mentionné. Ceci s'ex- 
prime dans le fait que l'opérateur fg n'est plus hermitique, et il 
ne saurait correspondre à une grandeur physique réelle. En effet, 
par définition de l'opérateur transposé, on a: . 


S'yfeo da = | wf (80) d9 = (©) (PV dg. 
Ici l'opérateur Î n'agit que sur Ÿ et l'opérateur g sur ®, de sorte 


qu'on a sous le signe somme un produit de deux fonctions : g® et 


f#. Appliquant encore une fois la définition d’opérateur transposé, 
nous écrirons : 


[ef go da = | (Fr) GO) da = | Fr dg. 
Nous avons ainsi obtenu une intégrale dans laquelle, en com- 
paraison de la première, les fonctions # et ® ont échangé leurs 
places. En d’autres termes, gf est le transposé de fg, et l'on a: 


fe=ef, (4,4) 
ce qui s'énonce: le transposé du produit Îg est le produit des 


transposés écrits dans l'ordre inverse. Appliquant la conjugaison 
complexe aux deux membres de (4,4), il vient: 


fat=8tf. (4,5) 


Si chacun des opérateurs f et g est hermitique, alors (}g)* =gf. 
Il en résulte que l'opérateur fg n'est hermitique que si ? et g sont 
commutatifs. 


Notons qu'avec les produits Î £ et £ Î de deux opérateurs hermiti- 
ques non commutatifs on peut former un opérateur également her- 
mitique, leur produit symétrisé 


Î an PES 
ZzUe+gf). (4,6) 
I1 est également facile de s'assurer que la différence fg—gf 
est un opérateur antihermitique, c'est-à-dire que son transposé est 


égal à son complexe conjugué changé de signe. Il peut être rendu 
hermitique en multipliant par à; ainsi, 


i (fe — ef) (4,7 
est aussi un opérateur hermitique. 
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Par la suite, nous utiliserons parfois, pour abréger l'écriture, 


la notation RO 

{F, g=Îg—ct (4,8) 
pour ce qu’on appelle commutateur de deux opérateurs. On véri- 
fiera aisément que 


(fe, À 4{f he+fle, À. (4,9) 
Notons que si {f, #}=0 et {g, À}=0, il n'en résulte, en général, 
aucunement la commutativité de f et g. 


$ 5. Spectre continu 


Toutes les relations déduites aux $ 3, 4 sur les propriétés des 
fonctions propres du spectre discret peuvent être généralisées sans 
difficulté dans le cas du spectre continu de valeurs propres. 

Soit £ une grandeur physique douée d’un spectre continu. Nous 
désignerons ses valeurs propres par la même lettre f sans indice, 
et les fonctions propres correspondantes par W,. De même qu’une 
fonction d’onde arbitraire W peut être développée en série (3,2) 
de fonctions propres de la grandeur à spectre discret, elle peut, 
dans le cas du spectre continu, être représentée —cette fois-ci par 
une intégrale—par le système complet de fonctions propres de la 
grandeur douée de spectre continu. On a la représentation 


Y(q)= (a;y,(g)df, (5,1) 


l'intégration étant étendue à tout l’ensemble des valeurs que peut 
prendre f. 

Plus complexe que dans le cas du spectre discret est la question 
de la normalisation des fonctions propres du spectre continu. Nous 
verrons tout à l’heure que la condition d’égalité à l’unité de l’inté- 
grale du carré du module de la fonction est ici irréalisable. Au 
lieu de cela, nous nous fixerons pour tâche de normaliser les fonc- 
tions W, de façon que |a,/*df représente la probabilité que la 
grandeur physique envisagée ait, dans l’état décrit par la fonction 
d'onde Y, sa valeur dans l’intervalle donné entre f et f+df. 
Puisque la somme des probabilités de toutes les valeurs possibles 
de f doit être égale à l’unité, on a 


fla;Paf=1 (5,2) 


(qui est l’analogue de (3,3) pour le spectre discret). 
Procédant exactement de la même manière que pour la déduc- 
tion de la formule (3,5) et utilisant les mêmes considérations, nous 
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écrirons, d’une part, 
uv ag=[layl'af 
et, d'autre part, 
ygag= (( a w;y dj dg. 


De la comparaison de ces deux expressions, on déduit la for- 
mule des coefficients de la représentation 


ay= | Y (4) Y; (g) da, (5,3) 
parfaitement analogue à (3,5). 
Pour déduire la condition de normalisation, substituons à pré- 
sent (5,1) dans (5,3): 
q= (ar ({ V;Y;dq) df'. 


Cette relation devant avoir lieu pour n'importe quel a, elle doit 
être une identité. Il faut tout d'abord, à cet effet, que le coefficient 


de aç. sous le signe d'intégration (c'est-à-dire l'intégrale \ ÿ,Y; dq) 


s'annule pour tous les f’Æf. Ce coefficient doit devenir infini 
lorsque f” —f (sinon l'intégrale sur df’ serait tout simplement nulle). 
De sorte que l'intégrale (VW; dg est une fonction de la différence 


f—F', s'annulant lorsque cette différence n'est pas nulle et deve- 
nant ne lorsqu'elle est nulle. Désignons cette fonction par 


[Yi dg=8(—P. (5,4) 


La manière dont la fonction ô (f°—f) devient infinie lorsque 
f—f—0 est déterminée par le fait que 


\ ô (F —f) a; df = a. 
H est clair qu'on doit avoir à cet effet 
[8U—Haf =1. 


La fonction ainsi définie est appelée fonction 61. Recopions les 
formules qui la définissent. On a 


ô(x)=0 pour xÆ#0, &(0) = 00, (5,5) 
de telle sorte que 


6(x)dx=1. (5,6) 


1 La fonction 6 a été introduite en physique théorique par P. À. M. Dirac. 
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On peut prendre pour limites d'intégration n'importe quelles autres 
limites renfermant le point x=0. Si f(x) est une fonction continue 
au point x=0, on a 


À 50 Fe dx =f (0. 6.7 


Sous une forme plus générale, cette formule s’écrit 
[5 (x—a) f(x) dx =f(a), (5,8) 


où le domaine d'intégration contient le point x—a et f(x) est 
continue au point x=a. Il est évident aussi que la fonction 6 est 


paire, c'est-à-dire que 
Ô(—x) = 6 (x). (5,9) 


Enfin, écrivant 
[sente (sw. 


nous déduisons que 
6 (ax) = 7 6 (x) (5,10) 


a étant une constante arbitraire. 

La formule (5,4) représente la règle de normalisation des fonctions 
propres du spectre continu; elle remplace la condition (3,6) du 
spectre discret. Nous voyons que les fonctions Y, et W,, avec 
f:.:f", sont, comme avant, orthogonales. Pour ce qui est des in- 
tégrales des carrés |W,{* des fonctions du spectre continu, elles 
divergent. 

Les fonctions W;,(q) vérifient encore une relation semblable à 
(5,4). Pour l’établir, substituons (5,3) dans (5,1), il vient: 


F= TE) (S 5 a) Er) df)de", 
d'où l'on déduit immédiatement : 
À (a°) Fr (a) df= 6 (g— 9°). (5.11) 


Une relation analogue peut, évidemment, être déduite pour le spec- 
tre discret, ayant la forme 


2%: (g°) Fa (g)= 8 (g° —g). (5,12) 


Comparant le couple de formules (5,1), (5,4) avec le couple (5,3), 
(5,11), nous voyons, d'une part, que les fonctions W;,(4) donnent 
une représentation de la fonction Y (q) avec des coefficients a; et, 
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d'autre part, que la formule (5,3) peut être considérée comme une 
représentation tout à fait analogue de la fonction a;== a (f) par les 
fonctions W;(q), la fonction (q) jouant le rôle des coefficients. 
La fonction a(f), ainsi que W(q), détermine complètement l'état 
du système; on l'appelle fonction d'onde dans la représentation-f 
(la fonction Y(g) étant alors la fonction d’onde dans la représen- 
lation-q). De même que | Ÿ (g)|* donne la probabilité que le système 
ait ses coordonnées dans l'intervalle donné dg, |a(f)|* détermine 
la probabilité des valeurs de f dans l'intervalle df. Quant aux 
fonctions Y,(q), elles sont, d’une part, les fonctions propres de 
la grandeur f dans la représentation-g et, d'autre part, leurs conju- 
guées complexes Y/}(q) sont les fonctions propres de la coordon- 
née qg dans la représentation-f. 

Soit p(f) une fonction de la grandeur f telle que la correspon- 
dance entre œq et f soit biunivoque. Chacune des fonctions Ÿ,(q) 
peut être alors considérée aussi comme une fonction propre de ®. 
Mais force sera de changer la normalisation de ces fonctions. 
En effet, les fonctions propres W,(q) de q doivent être normali- 
sées par la condition 


\ Four You dg = 6 [p(F)—œ(P1, 


alors que les fonctions W, sont normalisées par la condition (5,4). 
L'argument de la fonction ô s’annule lorsque f’ =f. Lorsque la 
valeur de f” est voisine de f, on a: 


pU)—9 (= (7 —p. 
En raison de (5,10), on peut écrire! 
6 [PUI—PPI= mr 9 0 —P- (5.13) 
“d 


Comparant ceci avec (5,4), on voit à présent que les fonctions 
Y, et Y, sont liées entre elles par la relation 


Po = ——> Ve (5,14) 


1 En général, si q(x) est une fonction uniforme (son inverse pouvant être 
multiforme), on a la formule 


6 (g G)] > ET 8 (x), (5,133) 


les a; étant les racines de l'équation q (x) =0. 
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Il existe des grandeurs physiques possédant un spectre discret 
dans un certain domaine de leurs valeurs et un spectre continu 
ailleurs. 11 va sans dire que toutes les relations déduites dans ce 
paragraphe et dans les précédents subsistent pour les fonctions 
propres d'une telle grandeur. Il faut seulement noter que le système 
complet de fonctions est constitué par l'ensemble des fonctions 
propres des deux spectres. Aussi la représentation d’une fonction 
d'onde arbitraire par les fonctions propres d’une telle grandeur 


s'écrit-elle : 
Fo=Zar, (+ arF;(o)df, (5,15) 


la sommation étant étendue au spectre discret et l'intégrale au 
spectre continu tout entier. 

Un exemple de grandeur douée de spectre continu est la coor- 
donnée q. Il est facile de voir que l’opérateur correspondant est 
une simple multiplication par g. En effet, la probabilité des diverses 
valeurs de la coordonnée étant donnée par le carré | W(q){', sa 
valeur moyenne 


q=(alVlhdqæ( Way da. 


Rapprochant cette expression de la définition (3,8) des opérateurs, 
on voit que! L 
q=q. (5,16) 


Les fonctions propres de cet opérateur doivent être définies, selon 
la règle générale, par l’équation 9, = Y4. où l'on désigne provi- 
soirement par qg, les valeurs concrètes de la coordonnée pour les 
distinguer de celles de la coordonnée variable q. Cette égalité étant 
vérifiée soit pour W,,=0, soit pour g=,, il est clair que les fonc- 
tions propres satisfaisant à la condition de normalisation sont 


Vo, = 0 (9 —q)- (5,17) 


$ 6. Passage à la limite 


La mécanique quantique contient la mécanique classique en 
tant que cas limite. La question se pose de savoir de quelle façon 
se réalise ce passage à la limite. 


1 Par la suite, pou simplifier les notations, nous désignerons partout un 
opérateur se réduisant à la multiplication par une certaine quantité simplement 
par cette quantite elle-même. 

3 Les coefficients de la representation d'une tonction arbitraire Ÿ par ces 


fonctions propres sont ag= | W(q) 0 (9 — Go) dg = Y(go). La probabilité des 
valeurs de la coordonnée dans l'intervalle donné dg, est, comme il se doit, 


1ags l° dgo= | Ÿ (go) [* do- 
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En mécanique quantique, l’électron est décrit par une fonction 
d'onde déterminant les diverses valeurs de sa coordonnée; nous 
savons seulement de cette fonction pour l'instant qu'elle est solu- 
tion d’une certaine équation aux dérivées partielles linéaires. En 
mécanique classique, l'électron est assimilé à une particule maté- 
rielle se mouvant sur une trajectoire complètement déterminée par 
les équations du mouvement. Une corrélation en un certain sens 
analogue à celle entre la mécanique quantique et la mécanique 
classique se retrouve en électrodynamique entre l’optique ondulatoire 
et l'optique géométrique. En optique ondulatoire, les ondes électro- 
magnétiques sont décrites par les vecteurs champs électrique et ma- 
gnétique satisfaisant à un système déterminé d'équations différen- 
tielles linéaires (équations de Maxwell). L'optique géométrique, 
elle, considère que la lumière se propage sur des RE déter- 
minées, appelées rayons. Une telle analogie permet de conclure que 
le passage à la limite de la mécanique quantique à la mécanique 
classique s’effectue de la même façon que le passage de l'optique 
ondulatoire à l'optique géométrique. 

Rappelons de quelle façon ce dernier passage est réalisé mathé- 
matiquement (cf. II $ 53). Soit u une quelconque des composantes 
du champ dans l'onde électromagnétique. On peu l'écrire sous la 
forme u =ae®, a et œ étant l'amplitude et la pue réelles (la 
phase y est appelée en optique géométrique eikonale). Le cas limite 
de l’optique géométrique correspond aux petites longueurs d’onde, 
ce qui s'exprime mathématiquement par le fait que la phase y 
varie beaucoup sur de petites distances; cela signifie, notam- 
ment, qu’on peut la supposer grande en valeur absolue. 

Ceci posé, nous partirons de l’hypothèse qu’il correspond en 
mécanique quantique au cas limite de la mécanique classique des 
fonctions d’onde de la forme Ÿ = &9, a étant une fonction variant 
lentement et @ prenant de grandes valeurs. Comme on le sait, en 
mécanique la trajectoire d’une particule peut être déterminée à 
partir d’un principe variationnel qui stipule que l’action S d’un 
système mécanique doit être minimum (principe de moindre action). 
En optique géométrique, la marche des rayons est déterminée par 
le principe de Fermat, qui stipule que le «chemin optique», 
à savoir la différence de phase à la fin et au début du chemin, 
doit être minimum. 

Partant de cette analogie, on peut affirmer que la phase @ de la 
fonction d'onde dans le cas limite classique doit être proportionnelle 
à l’action mécanique S du système physique envisagé, c’est-à-dire 
que S—const-p. Le coefficient de proportionnalité est appelé 
constante de Planck et se désigne par la lettre 1. Elle a les 


1 Elle a été introduite en physique par M. Planck en 1900. La constante h 
dont nous nous servons partout dans ce livre est, à proprement parler, la cons- 
tante de Planck h divisée par 2x (notstion de Dirac). 
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dimensions de l’action (puisque q est sans dimension) et vaut 
h=—1,054-10-* erg-s. 


De cette façon, la fonction d'onde d'un système physique quasi 
classique a la forme: 


Ls 
Y—aœh . (6.1) 


La constante de Planck joue un rôle fondamental dans tous les 
phénomènes quantiques. Sa grandeur relative (en comparaison des 
autres grandeurs de mêmes dimensions) détermine le « degré de quan- 
ticité» de tel ou tel système physique. Le passage de la mécanique 
quantique à la mécanique classique, correspondant aux grandes 

hases, peut être formellement décrit comme le passage à la limite 
—0 (de même que le passage de l'optique ondulatoire à l'optique 
géométrique correspond à la limite À— 0). 

Nous avons explicité la forme limite de la fonction d'onde, mais 
reste encore la question de savoir de quelle manière elle est liée 
avec le mouvement classique sur une trajectoire. Dans le cas général 
le mouvement décrit par la fonction d'onde ne se réduit nullement 
au mouvement sur une trajectoire déterminée. Son lien avec le mou- 
vement classique consiste en ce que si, à un certain instant initial, 
la fonction d'onde, et donc la distribution des probabilités des 
coordonnées, est donnée, cette distribution se «déplacera» par la 
suite comme l’exigent les lois de la mécanique classique (voir les 
détails sur cette question à la fin du $ 17). 

Pour obtenir un mouvement sur une trajectoire déterminée, il 
faut partir d’une fonction d'onde particulière, notablement diffé- 
rente de zéro seulement dans une très petite région de l’espace 
(dite paquet d'ondes), on peut faire tendre les dimensions de cette 
région vers zéro en même temps que À. On peut alors affirmer que, 
dans le cas quasi classique, le paquet d'ondes se déplace dans l’es- 
pace sur la trajectoire classique de la particule. 

Enfin, les opérateurs de la mécanique quantique doivent, à la 
limite, se réduire tout simplement à la multiplication par la gran- 
deur physique correspondante. 


$ 7. Fonction d'onde et mesures 


Retournons de nouveau au processus de mesure, dont les pro- 
priétés ont été qualitativement examinées au $ 1, et montrons de 
quelle manière ces propriétés sont liées à l'appareil mathématique 
de la mécanique quantique. 

Envisageons un système constitué de deux parties: d’un appareil 
classique et d’un électron (considéré comme un être quantique). 
Le processus de mesure consiste en ce que ces deux parties entrent 
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en interaction, l'appareil passe de son état initial à un autre état, 
et de ce changement d'état nous pouvons juger de l'état de l'élec- 
tron. On distingue les états de l'appareil par les valeurs d’une 
certaine grandeur physique (ou de plusieurs grandeurs) qui le carac- 
térise—« les indications de l’appareil ». Convenons de désigner cette 
grandeur par g et ses valeurs propres par g,; l'appareil étant 
classique, les g, parcourent, en général, un spectre continu de 
valeurs, mais nous supposerons le spectre discret, dans le seul but 
de simplifier les formules ci-après. La description des états de 
l'appareil est réalisée par des fonctions d'onde quasi classiques que 
nous désignerons par ®,(E), l'indice n correspondant à l'«indica- 
tion» g, de l'appareil, et où l’on a convenu de désigner par & 
l’ensemble de ses coordonnées. Le caractère classique de l'appareil 
s'exprime dans le fait que, à chaque instant, on peut affirmer avec 
certitude qu’il se trouve dans un des états connus ®, avec une 
certaine valeur déterminée de g; pour un système quantique, une 
telle affirmation serait, bien entendu, erronée. 

Soient ®,(£) la fonction d'onde de l'état initial de l'appareil 
(avant la mesure) et Y(qg) une certaine fonction d'onde initiale 
arbitraire normalisée de l’électron (q désignant ses coordonnées). 
Ces fonctions décrivent indépendamment les états de l'appareil et 
de l'électron, et donc la fonction d'onde initiale du système tout 


entier est le produit 
Y (g)®, (E). (7,1) 


Puis, l’appareil et l’électron entrent en interaction. Appliquant les 
équations de la mécanique quantique, on peut, en principe, suivre 
les variations de la fonction d'onde du système dans le temps. 
Après le processus de mesure, il est bien entendu qu'elle ne sera 
plus un produit de fonctions de E et de qg. En la développant selon 
les fonctions propres ®, de l’appareil (constituant un système 
complet de fonctions), nous obtenons une somme de la forme 


ZA, (90, @), (7,2) 


les À,(q) étant certaines fonctions de gq. 

C'est alors qu'entrent en scène le eclassicisme» de l'appareil 
et la dualité de la mécanique classique, comme cas limite et, en 
même temps, fondement de la mécanique quantique. Comme on 
l'a déjà dit, grâce au caractère classique de l'appareil, la quan- 
tité g (l’ «indication de l'appareil») a, à chaque instant, une 
valeur déterminée. Ceci permet d'affirmer que l'état du système 
appareil + électron après la mesure sera décrit en fait non par la 
somme (7,2) tout entière, mais par un seul terme correspondant 
à l’«indication» g, de l’appareil, à savoir : 


À, () ®, (6). (7,3) 


3-50 
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Il en résulte que la fonction À4,(q) est proportionnelle à la fonction 
d'onde de l’électron après la mesure. Ce n'est pas là encore la 
fonction d'onde, ce que l’on voit déjà du fait que la fonction 4, (q) 
n'est pas normalisée. Elle contient aussi bien les informations sur 
les propriétés de l’état de l’électron survenu que sur la probabilité 
d'avoir la n-ième «indication» de l'appareil déterminée par l'état 
initial du système. 

En vertu de la linéarité des équations de la mécanique quan- 
tique, le lien entre À, (q) et la fonction d’onde initiale de l'élec- 
tron W(q) s'exprime, en général, par un certain opérateur intégral 
linéaire : 


A @=\K,(Q, 9°) Y(a')da' (7,4) 


de noyau K,(q, q’) caractérisant le processus de mesure donné. 

Nous supposons la mesure considérée telle qu’elle aboutit à une 
description complète de l’état de l’électron. En d’autres termes 
(voir $ 1), dans l'état survenu les probabilités de toutes les gran- 
deurs doivent être indépendantes de l’état précédent de l’électron 
(avant la mesure). Mathématiquement, cela signifie que la forme 
des fonctions 4, (g) doit être déterminée par le processus de mesure 
lui-même et ne doit pas dépendre de la fonction d’onde initiale 
W(g) de l’électron. 

Ainsi donc, les 4, doivent être de la forme: 


A,(g)=a,p,(q), (7,5) 


les p, étant des fonctions déterminées, que nous supposerons nor- 
malisées, et seules les constantes a, dépendant de l'état initial 
Y(q). Dans la relation intégrale (7,4), ceci se traduit par le fait 
que le noyau K,(q, g), se décompose en produit de fonctions 
séparément de q et de q 


K, @ g')=,() #;(q"), (7,6) 


et alors la relation linéaire entre les constantes a, et la fonction 
Y (g) est donnée par des formules de la forme: 


= À Y (9) F3 (9) da, 7,7 


les W,(q) étant certaines fonctions déterminées dépendant du pro- 
cessus de mesure. 

Les fonctions æ,(q) sont les fonctions d'onde normalisées de 
l’électron après la mesure. Ainsi donc, nous voyons que le forma- 
lisme mathématique de la théorie reflète la possibilité d'obtenir 
par voie de mesure l'état de l’électron décrit par une fonction 
d’oride déterminée. 

Si la mesure s'effectue sur un électron de fonction d'onde Y (q) 
donnée, les constantes a, ont un sens physique simple: conformé- 
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ment aux règles générales, |a,|* est la probabilité que la mesure 
donnera le n-ième résultat. La somme des probabilités de tous les 
résultats est égale à un: 


Zlal=1. (7,8) 


La légitimité des formules (7,7) et (7,8) pour une fonction Y(q) 
arbitraire (normalisée) est équivalente (comparer $ 3) à l’affirma- 
tion qu’une fonction arbitraire W(g) peut être développée en 
fonctions Y,(q). Cela signifie que les W,(q) forment un ensemble 
complet de fonctions orthonormales. 

Si la fonction d'onde initiale de l’électron coïncide avec une 
des fonctions W,(q), il est évident que la constante correspon- 
dante a, est égale à l'unité, toutes les autres étant nulles. En 
d’autres termes, la mesure effectuée sur l’électron à l’état Y,,(g) 
donnera avec certitude un résultat déterminé (le n-ième). 

Toutes ces propriétés des fonctions Y,(g) prouvent qu'elles 
sont les fonctions propres d’une certaine grandeur physique (soit f) 
caractérisant l’électron, et l’on peut dire que la mesure considérée 
est celle de cette grandeur. 

Il est très essentiel que, en général, les Y,(q) ne coïncident 
pas avec les @,(g) (celles-ci ne sont en général même pas orthogo- 
nales et ne constituent pas un système de fonctions propres d'un 
opérateur quel qu'il soit). Cette circonstance exprime, en premier 
lieu, le fait que les résultats de mesures ne peuvent être repro- 
duits en mécanique quantique. Si l’électron se trouvait dans l’état 
Y,(q), la mesure de la grandeur f dont il fait l’objet donne avec 
certitude la valeur f,. Mais après la mesure l’électron se retrouve 
dans un état q,(g) distinct du précédent, dans lequel f n’a plus 
de valeur déterminée. Aussi, soumettant l’électron consécutivement 
à deux mesures, nous obtiendrons la deuxième fois pour f une 
valeur ne coïncidant pas avec le résultat de la première mesure!. 
Pour prédire (dans le sens du calcul de la probabilité) le résultat 
d'une seconde mesure connaissant le résultat d'une première mesure, 
il faut de la première mesure prendre la fonction d’onde q,(q) de 
l'état créé par cette mesure, et de la seconde la fonction d’onde Ÿ, (g) 
de l'état dont on cherche la probabilité. Voici ce que cela veut 
dire. Des équations de la mécanique quantique on détermine la 


1 Le fait que les mesures ne puissent être reproduites admet, toutefois, 
une exception importante : la seule grandeur dont on puisse reproduire la mesure 
est la coordonnée. Deux mesures de la coordonnée de l'électron effectuées dans 
un intervalle de temps suffisamment petit doivent donner des valeurs voisines ; 
le contraire signifierait que l'électron a une vitesse infinie. Au point de vue 
Le LS ceci est dû à ce que la coordonnée commute avec l'opérateur 
d'énergie d'interaction de l’électron avec l'appareil, qui est (en théorie non 
relativiste) fonction des seules coordonnées. 


3e 


38 NOTIONS FONDAMENTALES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE {CH. 1 


fonction d’onde ®,(g, {), égale à w,(qg) à l'instant de la première 
mesure. La probabilité du m-ième résultat de la seconde mesure, 
effectuée à l’instant {, est donnée par le carré du module de l’intégrale 


À pa (a, 1) Wa (9) da. 

Nous voyons que le processus de mesure en mécanique quan- 
tique présente un double aspect: son rôle est distinct selon qu'il 
s’agit du passé ou de l’avenir. Vis-à-vis du passé, la mesure vérifie 
les probabilités des divers résultats possibles prédites d’après l’état 
créé par la mesure précédente. Vis-à-vis de l'avenir, elle crée un 
nouvel état (voir également $ 44). De par sa nature, le processus 
de mesure est donc foncièrement irréversible. 

Cette irréversibilité est primordiale. Comme nous le verrons par 
la suite (voir fin $ 18), les équations fondamentales de la méca- 
nique quantique sont douées de symétrie relativement à l’inver- 
sion du signe du temps; sous ce rapport, la mécanique quantique 
ne se distingue pas de la mécanique classique. Mais l'irréversi- 
bilité du processus de mesure introduit dans les phénomènes quan- 
tiques une non-équivalence physique des deux sens d’écoulement 
du temps, c'est-à-dire qu'elle fait apparaître une différence entre 
l’avenir et le passé. 


CHAPITRE Il 
ÉNERGIE ET IMPULSION 


$ 8. Hamiltonien 


La fonction d'onde Y détermine complètement l'état d’un 
système physique en mécanique quantique. Cela signifie que la 
donnée de cette fonction à un certain instant non seulement décrit 
toutes les propriétés du système à cet instant, mais encore déter- 
mine son comportement à tous les instants ultérieurs (bien entendu, 
cette description n’est complète qu'autant que faire se peut en 
mécanique quantique). Mathématiquement, cette circonstance se 
traduit par le fait que la valeur de la dérivée dW/0f de la fonc- 
tion d'onde par rapport au temps doit, à chaque instant, être 
déterminée par la valeur de la fonction Ÿ elle-même à cet instant 
et, en vertu du principe de superposition, cette dépendance doit 
être linéaire. Sous la forme la plus générale, on peut écrire 


+ 0 L 
hr = AY, (8,1) 


À étant un opérateur linéaire; le facteur iñ a été introduit ici 
dans un but qui apparaîtra par la suite. 


L'intégrale ( y+Y dg étant de grandeur constante indépendante 
du temps, on a: 


+ ivirdg= [SE w'ag+ [ue D dg=0. 


Substituant ici (8,1) et appliquant dans la première intégrale la 
définition de l'opérateur transposé, nous écrirons (omettant le 
facteur général i/h): 


Lytegedg —( vf ag = ee ag — 


— (vf y dg = pee RH) 49=0. 
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Cette égalité devant être observée quelle que soit la fonction W, 
on en déduit que À= Â*, c'est-à-dire que l'opérateur À est her- 
mitique. 

Voyons à quelle grandeur physique il correspond. À cet effet, 
servons-nous de l'expression limite de la fonction d'onde (6,1) et 
écrivons : 

CL 4 i os 

GET 
(on peut ne pas dériver l'amplitude a lentement variable). Rap- 
prochant cette égalité de la définition (8,1) on voit que dans le 
cas limite À se réduit à une simple multiplication par —6S/ôt. 
Cela signifie que cette dernière quantité est la grandeur physique 
en laquelle se transforme l'opérateur hermitique H. 

Or, la dérivée —OS/0{ n'est rien d’autre que la fonction d’'Ha- 
milton H d’un système mécanique. Par conséquent, H est l’opéra- 
teur correspondant en mécanique quantique à la fonction d'Hamil- 
ton. On l'appelle opérateur hamiltonien ou, simplement, hamiltonien 
du système. Si l’on connaît la forme de l’hamiltonien, alors l’équa- 
tion (8,1) détermine les fonctions d'onde du système physique 
donné. Cette équation fondamentale de la mécanique quantique 
est dite équation d'onde. 


$ 9. Dérivation des opérateurs par rapport au temps 


La notion de dérivée d’une grandeur physique par rapport au 
temps ne peut être définie en mécanique quantique dans le même 
sens qu’en mécanique classique. En effet, la définition de la 
dérivée en mécanique classique est liée à l'examen des valeurs de 
la grandeur à deux instants voisins mais différents. Or, en méca- 
nique quantique, une grandeur ayant une valeur déterminée à un 
certain instant ne peut aucunement avoir une valeur déterminée 
aux instants suivants; nous en avons parlé en détail au $ 1. 

Aussi, la notion de dérivée par rapport au temps doit-elle être 
définie en mécanique quantique autrement. Il est naturel de définir 
la dérivée f de f comme une grandeur dont la valeur moyenne est 
égale à la dérivée par rapport au temps de la moyenne f. On 
a donc par définition 


F=f. (9,1) 
A partir de cette définition, il n’est pas difficile de déduire 
l'expression de l'opérateur f correspondant à f: 


Ft futva-| veilyag+ (2 wa+ [ef a 
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Ici 0f/ôt est un opérateur déduit en dérivant par rapport au temps , 
qui peut en dépendre comme d’un paramètre. Substituant aux déri- 
vées dW/0t, OW*/0t leurs expressions (8,1), il vient : 


= (y Æwag++( ne) PV 49 —+ (weF (AY) dq. 
Puisque À est hermitique, 
(hey) (ÂY) dq = yeÂ fY da: 
on a donc: 
F= (we (SAT —2LTR) # d9. 

Puisque, par ai lleurs, on doit avoir, d’après la définition de la 
valeur moyenne, f—= \ Ye fY dq, on voit que l'expression entre pa- 
renthèses sous le signe somme représente l'opérateur cherché f1: 

+ à CSS : 
= +R). (0,2) 
Si l'opérateur f ne dépend pas explicitement du temps, alors 


Î se réduit, à un facteur près, au commutateur de f et de l’ha- 
miltonien. 
Une catégorie très importante de grandeurs physiques est celle 


1 En mécanique classique, on a pour la dérivée totale par rapport au 
temps d'une grandeur f qui est fonction des coordonnées généralisées g; et des 
impulsions p; du système : 


df __ ôf of. , of : ) 
a=At2 ETREL - 
Substituant, conformément aux équations d’Hamilton, a =. Pi=— =— 


df _ of of 0H of dH\. 
LL, n 14 ne Z( ARR RES ): 


il vient : 


Oqi Opi dpi Ôqi 


[H, F1 étant le crochet de Poisson de f et AH (cf. Î $ 42). Comparant avec 
l'expression (9,2), on voit que lors du passage à la limite classique l'opérateur 


i (HF —FA) se réduit, en première approximation, comme il se doit, à zéro, 
et à l’approximation suivante (relativement à À) à %[H,/f]. Ce résultat est 


aussi vrai pour deux grandeurs arbitraires f et g: l'opérateur i (} &—£ h) se ré- 
duit à la limite à È [f, gl, (F, gl étant le crochet de Poisson : 


Og Ôf ôg ôf ) 
0 ee 2 (dx ar) 
Ceci résulte du fait que nous pouvons toujours, formellement, nous représenter 
un système dont l’hamiltonien coïncide avec g. 
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dont les opérateurs ne dépendent pas explicitement du temps et 
qui, en outre, commutent avec l’hamiltonien, de sorte que Î=0. 


De telles grandeurs sont dites conservatives. Pour elles, f=f, soit 
f=const. En d'autres termes, la valeur moyenne de la grandeur 
reste constante dans le temps. On peut également dire que si, 
dans l'état donné, la grandeur f a une valeur déterminée (c'est-à-dire 
si la fonction d'onde est fonction propre de l'opérateur f), elle 
aura aussi aux instants ultérieurs une valeur déterminée (la 
même). 


$ 10. Etats stationnaires 


L'hamiltonien d'un système fermé (et celui d’un système placé 
dans un champ extérieur constant, mais non variable) ne peut 
contenir explicitement le temps. Cela résulte du fait que tous les 
instants sont équivalents par rapport à un tel système physique. 
Puisque, par ailleurs, n’importe quel opérateur commute assuré- 
ment avec lui-même, on peut conclure que la fonction d'Hamilton 
se conserve dans le cas de systèmes non plongés dans un champ 
extérieur variable. On sait que la fonction d'Hamilton conserva- 
tive est appelée énergie. La loi de conservation de l'énergie en 
mécanique quantique a le sens suivant: si, dans l’état donné, 
l'énergie a une valeur déterminée, cette valeur restera constante 
dans le temps. 

Les états dans lesquels l'énergie d’un système a des valeurs 
déterminées sont dits éfats stationnaires. Ils sont décrits par des 
fonctions d'onde Y, qui sont des fonctions propres de l'opérateur 
d'Hamilton, c'est-à-dire qu'elles satisfont à l'équation HW, —E,Y,, 
les E, étant les valeurs propres de l'énergie. Dès lors, l'équation 
(8,1) pour la fonction Y, 


ES 


AQU ue 
ih ae = AV: = EVA 


s'intègre aussitôt par rapport au temps, et elle donne 


LE 
Yi=e h 7 4,(q), (10,1) 


Ÿ, étant fonction des seules coordonnées. Telle est l'expression des 
fonctions d’onde des états stationnaires en fonction du temps. 

Nous désignerons par les fonctions d'onde des états station- 
naires sans facteur temporel. Ces fonctions, ainsi que les valeurs 
propres de l'énergie, sont détermineés par l'équation 
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L'état stationnaire dont la valeur de l'énergie est la plus petite 
parmi toutes celles possibles est appelé état normal ou fondamental 
du système. 

Le développement d’une fonction d’onde arbitraire Y en fonc- 
tions d’onde des états stationnaires s'écrit : 


SE t 
Y=Zae h 7 ,(q). (10,3) 


Les carrés |a,[* des coefficients du développement représentent, 
comme d'habitude, les probabilités des diverses valeurs de l'énergie 
du système. 

La distribution des probabilités des coordonnées à l'état station- 
naire est donnée par le carré |W,|?={|1,/; on voit qu’elle ne 
dépend pas du temps. Il en est de même des valeurs moyennes 


F=\ vf, da = \ vifp, da 


de n'importe quelle grandeur physique f (dont l'opérateur ne 
dépend pas explicitement du temps). 

Comme on l'a dit, l'opérateur de n'importe quelle grandeur 
conservative commute avec l’hamiltonien. Cela signifie que n’im- 
porte quelle grandeur physique conservative peut être mesurée 
simultanément avec l'énergie. 

Parmi différents états stationnaires, il peut en être qui corres- 
pondent à une seule et même valeur propre de l’énergie (ou, comme 
on dit, à un niveau énergétique du système) tout en se distinguant 
par les valeurs d'autres grandeurs physiques. Les niveaux auxquels 
correspondent plusieurs états stationnaires différents, sont dits 
dégénérés. Physiquement, la possibilité de l'existence de niveaux 
dégénérés est due à ce que, en général, l'énergie ne constitue pas 
par elle-même un système complet de grandeurs physiques. 

Les niveaux d'énergie du système sont, en général, dégénérés 
si l’on a deux grandeurs physiques conservatives f et g d’opéra- 
teurs non commutatifs. En effet, soit 1 la fonction d’onde d’un 
état stationnaire où, en même temps que l'énergie, f a une valeur 
déterminée. On peut alors affirmer que, à un facteur constant 
près, la fonction gb ne coïncide pas avec ; le contraire signifie- 
rait que g aussi a une valeur déterminée, ce qui est impossible, 
puisque f et g ne sont pas simultanément mesurables. Par ailleurs, 
la fonction gw est fonction propre de l’hamiltonien correspondant 
à la même valeur de l’énergie E que : 


À @Ÿ)=gÂv = E (gw). 
De la sorte, on voit qu'il correspond à l'énergie E plus d’une 
fonction propre, c’est-à-dire que le niveau est dégénéré. 
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Il va de soi que toute combinaison linéaire de fonctions d’onde 
correspondant à un seul et même niveau énergétique dégénéré est 
aussi fonction propre de cette même valeur de l'énergie. En d’autres 
termes, le choix des fonctions propres d’une valeur dégénérée de 
l'énergie n’est pas univoque. Des fonctions propres arbitrairement 
choisies d’un niveau dégénéré ne sont pas, en général, orthogonales. 
Mais on peut toujours, en formant des combinaisons linéaires con- 
venables de telles fonctions, obtenir un ensemble de fonctions 
propres orthogonales (et normalisées) 1. 

Ces affirmations relativement aux fonctions propres d’un niveau 
dégénéré concernent, bien entendu, non seulement les fonctions 
propres de l'énergie, mais aussi les fonctions propres de n'importe 
quel opérateur. Ainsi, seules sont automatiquement orthogonales 
les fonctions correspondant à diverses valeurs propres d’un opéra- 
teur donné; quant aux fonctions correspondant à une seule et 
même valeur propre dégénérée, elles ne sont pas, en général, 
orthogonales. 

Si l’hamiltonien d'un système est la somme de deux (ou plu- 
sieurs) parties: À = À, +, dont l’une contient seulement les coor- 
données 9, et l’autre g,, alors les fonctions propres de l’opérateur 
peuvent être écrites sous forme de produits de fonctions propres 
des opérateurs H, et H,, et les valeurs propres de l'énergie sont 
égales aux sommes des valeurs propres de ces opérateurs. 

Le spectre des valeurs propres de l’énergie peut être aussi bien 
discret que continu. Un état stationnaire du spectre discret corres- 
pond toujours à un mouvement fini du système, c’est-à-dire tel 
que le système, ou l’une quelconque de ses parties, ne s'éloigne 
pas à l'infini. En effet, pour les fonctions propres du spectre discret, 
l'intégrale [1 Y lag étendue à tout l’espace est finie. Ceci signifie, 
en tout cas, que le carré | W{? décroît suffisamment vite et s'annule 
à l'infini. Autrement dit, la probabilité des valeurs infinies des 
coordonnées est nulle, c’est-à-dire que le système accomplit un 
mouvement fini, et on dit qu’il se trouve dans un état lié. 

Pour les fonctions d'onde du spectre continu l'intégrale \ |Ÿ |? dg 
diverge. Le carré de la fonction d'onde | #}? ne donne plus ici 
directement la probabilité des diverses valeurs des coordonnées et 
doit seulement être considéré comme une grandeur proportionnelle à 


cette probabilité. La divergence de l'intégrale (iy ldg est toujours 
due à ce que |Ÿ}' ne s’annule pas à l'infini (ou ne s’annule pas 


1 Et cela d'une infinité de manières, car le nombre de coefficients indépen- 
dants dans une transformation linéaire de nr fonctions est égal à n°, et le nom- 
bre de conditions de normalisation et d’orthogonalité de n fonctions à n (n+1)/2, 
c'est-à-dire qu'il est inférieur à ni. 
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suffisamment vite). Aussi est-il vrai que l'intégrale NL 1 |? dg calculée 
à l'extérieur d’une surface fermée arbitrairement grande, mais 
finie, divergera quand même. Cela signifie que, dans l’état considéré, 
le système (ou l'une de ses parties) se trouve à l'infini. Pour une 
fonction d'onde qui est la superposition de fonctions d’onde de 
divers états stationnaires du spectre continu, il se peut que l’intégrale 


NE |*dg converge, de sorte que le système se trouve dans une région 
finie de l’espace. Toutefois, avec le temps, cette région se déplace 
indéfiniment et, à la longue, le système va à l'infini. 

En effet, une superposition arbitraire de fonctions d'onde du 
spectre continu est de Îa forme: 


— Et 
Y—= \ age Ÿs(g) dE. 


Le carré du module de Y peut être écrit sous forme d’intégrale 
double : 


is + (E’-E)t £ 5 
1YF—= f \ agar € Ÿe(q) ŸE.(q) dE dE”. 


Si l’on prend la moyenne de cette expression dans un certain 
intervalle de temps T et si l’on fait tendre ensuite T vers l'infini, 
la valeur moyenne des facteurs oscillants ef(£-E)#/h, et avec elle 
l'intégrale, tend à la limite vers zéro. De la sorte, la moyenne 
par rapport au temps de la probabilité de présence du système en 
un lieu quelconque donné de l’espace de configuration s’annule; 
mais cela n'est possible que si le mouvement s'effectue dans 
l’espace infini tout entieri. Si bien que les états stationnaires 
du spectre continu correspondent à un mouvement infini du système. 


$ 11. Matrices 


Supposons, pour la commodité, que le système considéré ait 
un spectre énergétique discret (toutes les relations déduites plus 
bas se généralisent immédiatement au cas du spectre continu). Soit 
Y=— Sa,W, le développement d’une fonction d’onde arbitraire en 
fonctions d’onde W, d'états stationnaires. Si l'on substitue ce 


1 Notons que pour la fonction Ÿ, qui est la superposition des fonctions du 
spectre discret, on aurait 


(FF = Z Zac; exp {+ (En — En) t } Pts, = À Ian () P, 


c'est-à-dire que la probabilité cherchée reste finie lorsqu'on en prend la moyen- 
ne dans tout le temps. 
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développement dans l'expression (3,8) de la valeur moyenne d’une 
grandeur f, il vient: 

F= ZE oanfan(#) (1,1) 
les fam(t) désignant les intégrales 


Fan(0)= Ÿ YA da. (11,2) 


L'ensemble des quantités f,n({), avec n, m arbitraires, est appelé 
matrice de f, et on dit que chaque f,..,(f) est un élément matriciel 
correspondant à la éransition de l’état m à l'état n.! 

La dépendance des éléments matriciels Fam (£) du temps est déter- 
minée (si l'opérateur f ne contient pas { explicitement) par la 
dépendance des fonctions W, du temps. En leur substituant leurs 
expressions (10,1), il vient 


| Fam ()= Fame nn! (11,3) 


où 


Can = ER (11,4) 


est la fréquence de transition entre les états n et m, et les quan- 
tités 


Fam = Ÿ ifbn da (11,5) 
forment la matrice, indépendante du temps, de la grandeur f. 
C'est habituellement à cette matrice que l’on a affaire*. 


Les éléments matriciels de la dérivée f s’obtiennent en dérivant 
par rapport au temps les éléments matriciels de f. Ceci résulte 


directement du fait que la moyenne f est égale à f, soit 


F= ZE ainfan (0). (11,6) 
En raison de (11,3), on a donc pour les éléments matriciels de f: 
fn (0) =i0;nf nm (£) (11,7) 


1 La représentation matricielle des grandeurs physiques a été introduite par 
W. Heisenberg en 1925, avant l'apparition de l’équation d'onde de Schrôdinger. 
La «mécanique matricielle» fut ensuite développée par M. Born, W. Heisen- 
berg et P. Jordan. 

# Par suite de l'indétermination du facteur de phase dans les fonctions 
d'onde normalisées (voir $ 2), les éléments matriciels f,x (et Fam (t)} aussi ne 
sont déterminés qu'à un facteur près de la forme e{(%=%n). Mais là encore cette 
indétermination ne se reflète sur aucun des résultats physiques. 
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ou (supprimant de part et d'autre le facteur temporel e“’ra') pour 
les éléments matriciels indépendants du temps: 


(Pam = 1O nf na =+(En—En) Fans (1 1,8) 


Afin de simplifier les notations dans les formules, nous déduirons 
ci-dessous toutes les relations pour les éléments matriciels indépen- 
dants du temps, des relations identiques ont lieu pour les matrices 
dépendant du temps. 

Pour les éléments matriciels de la grandeur f* complexe conju- 
guée de f, on a, compte tenu de la définition de l'opérateur adjoint : 


an = | vafrbada = | pfspa da = (paies da, 
c’est-à-dire 
Fam =(fan)*. (11,9) 


On a donc pour les grandeurs physiques réelles, les seules que nous 
envisageons habituellement : 


Pen = Fa (11,10) 


[fm au lieu de (f,:)*]. De telles matrices, ainsi que les opérateurs 
correspondants, sont dites hermitiques. 

Les éléments matriciels tels que 7—m sont dits diagonaux. 
Ces éléments ne dépendent pas du temps, et (11,10) prouve qu'ils 
sont réels. L'élément f,, est la valeur moyenne de la grandeur f 
à l’état +,. 

On établit sans peine la règle de multiplication des matrices. 
À cet effet, remarquons préalablement qu’on a la formule 


Îpe= ZEnn bar (11,11) 


Ceci n'est rien d’autre que le développement de la fonction f+, en 
fonctions w,,, les coefficients étant donnés par la règle générale 
(3,5). Eu égard à cette formule, nous écrirons pour le résultat de 
l’action du produit de deux opérateurs sur %,: 


nn" 


FEŸa = Gi (gb.) =À Z'eube = Zerfts = À Ernf nr bar 
Mais puisque, par ailleurs, l’on doit avoir 
Îgb, Te 2 (FS)anŸaæ 


nous sommes amenés à ce résultat que les éléments matriciels du 
produit fg sont déterminés par la formule 


Ban = Zara (11,12) 
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On retrouve ainsi la règle de multiplication des matrices utilisée 
en mathématiques: les lignes de la première matrice du produit 
sont multipliées par les colonnes de la deuxième. 

La donnée d’une matrice équivaut à la donnée de l’opérateur 
lui-même. Notamment, elle permet, en principe, de déterminer les 
valeurs propres de la grandeur physique envisagée et les fonctions 
propres correspondantes. 

Nous considérerons les valeurs de toutes les grandeurs à un 
instant déterminé et développerons une fonction d’onde arbitraire W 
(à cet instant) en fonctions propres de l’hamiltonien, c'est-à-dire 
en fonctions d'onde +,,, indépendantes du temps, des états station- 


naires : 
F= Ya je (11,13) 


où l'on a désigné par c, les coefficients du développement. Substi- 


tuons ce développement dans l'équation fp—/f# déterminant les 
valeurs et fonctions propres de f. Il vient: 


Z Ca (Pa) =f 2 Cm: 


Multiplions cette équation de part et d’autre par Ÿ; et intégrons 
sur dq. Chacune des intégrales Cor, dq du premier membre est 
l'élément matriciel correspondant f,,. À droite, toutes les intégrales 
Fr, dgq telles que mn s'évanouissent en vertu de l’orthogona- 


lité des fonctions Ÿ,., et Lpb, dq = 1 vu qu’elles sont normalisées! : 


2 fan£a = FCns (11,14) 
ou 


> (Fm — Fônm) Ca = 0, 


0, L 
6 = À ts 
1, n=m. 


1 Conformément à la règle générale ($ 5), l'ensemble des coefficients c, du 
développement (11,13) peut être considéré comme une fonction d'onde dans la 
«représentation énergétique» (la variable étant l'indice n numérotant les valeurs 
propres de l'énergie). La matrice f,, joue alors le rôle de l'opérateur f dans 
cette représentation, dont l’action sur la fonction d'onde est _définie par l'expres- 
sion du premier membre de l'équation (11,14). La formule f— DE (fnmCm) 
correspond alors à l'expression générale de la valeur moyenne de la grandeur 
d’après son opérateur et la fonction d'onde de l'état donné. 
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Nous avons donc obtenu un système linéaire d'équations algé- 
briques homogènes (d'inconnues c,). On sait qu'un tel système 
admet des solutions non nulles seulement si le déterminant formé 
avec les coefficients est nul, à savoir: 


| Fm — Fonm | = 0. (11,15) 


Les racines de cette équation (où f est considérée comme l'inconnue) 
sont les valeurs possibles de la grandeur f. L'ensemble des quantités 
c, Satisfaisant aux équations (11,14), f étant égale à l’une quelconque 
de ces valeurs, détermine la fonction propre correspondante. 

Si, dans la définition (11,5) des éléments matriciels de la gran- 
deur f, l'on prend en qualité de 1, les fonctions propres de f 
elle-même, alors, en vertu de l'équation fp,=f,#,, on aura: 


fs \ Ve 9 = fu [pv da. 


Les fonctions #, étant orthonormalisées, ceci donne f,,=0 pour 
nm et f,n—=fh Ainsi donc, seuls les éléments matriciels diago- 
naux ne sont pas nuls, chacun d'eux étant égal à la valeur propre 
correspondante de f; on dit d’une telle matrice qu'elle a été réduite 
à sa forme diagonale. Notamment, dans la représentation ordinaire 
où les #, sont les fonctions d'onde des états stationnaires, la matrice 
de l'énergie est diagonale (et il en est de même des matrices de 
toutes les autres grandeurs physiques ayant des valeurs déterminées 
dans les états stationnaires). On dit en général de la matrice d’une 
grandeur f déterminée au moyen des fonctions propres d'un opéra- 
teur g qu'elle est la matrice de f dans la représentation où la 
matrice de g est diagonale. Partout, sauf mention spéciale, on 
entendra par la suite par matrice d'une grandeur physique la matrice 
dans la représentation ordinaire, l'énergie étant alors diagonale. 
Tout ce qui a été dit plus haut sur la dépendance des matrices 
du temps concerne, bien entendu, seulement cette représentation 
ordinaire 1. 

On peut maintenant démontrer le théorème du $ 4 au moyen 
de la représentation matricielle des opérateurs: si deux opérateurs 
commutent, ils possèdent le même système complet de fonctions 
propres. Soient f et g deux tels opérateurs. On déduit de fg = gf et 
de la règle de multiplication des matrices (11,12) que 


ZFarEin rs 2 Emtftor 
Prenant pour système de fonctions , au moyen desquelles on cal- 


1 Vu que la matrice de l'énergie est diagonale, il est facile de s'assurer que 
l'égalité (11,8) est la relation opératorielle (9,2) écrite sous forme matricielle. 
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cule les éléments matriciels les fonctions propres de l'opérateur f, 
on aura fx = 0 pour mÆk, de sorte que l’égalité écrite se réduit 


à fnm£mn = — En nà ou 
Ean En — fn) = 0. 


Si toutes les valeurs propres f, de f sont différentes, on aura f,,— 
—f,#0 pour tous les mn, de sorte que g,,—=0. Par consé- 
quent, la matrice g,, aussi est diagonale, ce qui prouve que les 
+, sont aussi fonctions propres de la grandeur physique g. Mais si 
l’on trouve parmi les f, des valeurs égales (c'est-à-dire s’il existe 
des valeurs propres auxquelles correspondent plusieurs fonctions 
propres), les éléments matriciels g,, correspondant à chacun des 
groupes de fonctions , de ce genre sont, en général, différents de 
zéro. Or, les combinaisons linéaires des fonctions Ÿ, correspondant à 
une même valeur propre de f sont aussi des fonctions propres de f; 
on peut toujours choisir ces combinaisons de sorte qu'elles annu- 
lent les éléments matriciels non diagonaux correspondants g,., et 
nous obtenons cette fois encore un système de fonctions qui sont 
simultanément fonctions propres des opérateurs f et g. 

Indiquons une formule utile dans les applications: 


(TL). =, (11,16) 


À étant un paramètre dont dépend l'hamiltonien À, et donc avec 
lui les valeurs propres de l'énergie E,. En effet, dérivant l'équation 


(H—E,)#,=0 par rapport à À et la multipliant ensuite à gauche 
par vw, il vient: 


AE) De = (eV 4. 


Lorsqu'on intègre sur dg, le premier membre de cette égalité 
s’annule, puisque 


[ei —E > De ag = | De (AE) vi de, 


en raison de l’hermiticité de l'opérateur H. Le second membre, 
lui, donne l'égalité cherchée. 

Dans la littérature moderne est d’un usage courant le système 
de notations de Dirac, où les éléments matriciels f,, sont notés: 


<n|flm» (11,17) 


De par sa construction, ce symbole peut être considéré comme 
étant «composé» de la notation de la grandeur f et des symboles 


1 Nous nous servirons dans ce livre des deux notations des éléments de 
matrice. La notation (11,17) est particulièrement commode quand chacun des 
indices doit être écrit sous forme d'un ensemble de plusieurs lettres. 
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|m> et <n|, qui désignent respectivement les états initial et final 
en tant que tels (indépendamment de la représentation où sont 
utilisées les fonctions d'onde des états). À l’aide de ces mêmes 
symboles «se composent » les notations pour les coefficients du déve- 
loppement des fonctions d'onde: si l’on a un choix complet de 
fonctions d’onde correspondant aux états|n,»,|n,>, ..., les coeffi- 
cients du développement, d’après ces états, de la fonction d’onde 
d'un certain état |m> sont notés <n;|m»: 


cnlm>= | pbadg. (11,18) 


$ 12. Transformation des matrices 


Les éléments matriciels d’une seule et même grandeur physique 
peuvent être déterminés vis-à-vis de divers ensembles de fonctions 
d'onde. Telles peuvent être, par exemple, les fonctions d'onde des 
états stationnaires décrits par différents choix de grandeurs physi- 
ques, ou les fonctions d'onde des états stationnaires d’un seul et 
même système plongé dans différents champs extérieurs. Ceci étant, 
le problème se pose de la transformation des matrices lorsqu'on 
passe d’une représentation à une autre. 

Soient w#,(q) et w,(g)(n=1, 2,...) deux systèmes complets 
de fonctions orthonormées. Elles sont liées les unes aux autres par 
une certaine transformation linéaire 


hi D Sara (12,1) 


qui est simplement le développement des fonctions w; selon le 
système complet de fonctions #,. C'est ce qu’on peut écrire sous 
la forme condensée 


ps = Sp. (12,2) 


L'opérateur $ doit être soumis à une condition déterminée pour 
assurer l’orthonormalité des fonctions #, dès qu’il en est ainsi des 


v,. En effet, substituant (12,2) dans la condition À pb d7 = 8 nn 


et tenant compte de la définition de l'opérateur transposé (3,14), 
on obtient : 


Pour que cette égalité ait lieu pour tous les m, n, on doit avoir 
S"S—1, ou _ 

S= $+ 5-1, (12,3) 
c'est-à-dire que l'opérateur inverse coïncide avec l'opérateur adjoint. 


4-50 
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Les opérateurs jouissant d’une telle propriété sont dits unitai- 


res. En vertu de cette propriété, la transformation p,=$-#;, 
inverse de (12,1), est donnée par la formule 


= D Srnbn. (12,4) 


Ecrivant l'égalité S+5— 1 ou SS+=1 sous forme matricielle, 
on trouve les conditions d'unitarité sous la forme 


EL SinS in = 8m (12,5) 
l 


ou 
ESS nt = Ban: (12,6) 
l 


Considérons à présent une grandeur physique quelconque f et 
écrivons ses éléments matriciels dans la «nouvelle» représentation, 
c'est-à-dire relativement aux fonctions w#,. Ils sont donnés par les 
intégrales 


Corfosda= | (Smps) PS.) da = Vv5,8"FSb, dq= 1 b2S -1FS4, da. 


Ceci montre que la matrice de l'opérateur f dans la nouvelle 
représentation coïncide avec celle de l'opérateur 


Fr =$-1fs (12,7) 
dans l'ancienne. 
La somme des éléments diagonaux d’une matrice ou frace* est 


notée Tr f: 
Trf=Y fon. (12,8) 


Notons tout d’ahord que la trace du produit de deux matrices ne 
dépend pas de l’ordre des facteurs : 


Tr (fe) = Tr (gf). (12,9) 


1 Si {f, g}= —ihc est la règle de commutation de deux opérateurs f et g, 
la transformation (12,7) donne {[f', g']=— ihc', c'est-à-dire que la règle de commu- 
tation est la même. Il a été dit dans la note de la page 39 que c est l'analo. 
gue quniqe du crochet de Poisson classique {/, g}. Or, en mécanique classi- 
que les crochets de Poisson sont invariants par rapport aux transformations 
Pt AE tes des variables (des coordonnées généralisées et des impulsions), cf. I 
$ 45. En ce sens, on peut dire que les transformations unitaires jouent en mé- 
canique quantique un rôle analogue à celui des transformations canoniques en 
mécanique classique. 

3 Bien entendu, l’utilisation de la trace d'une matrice suppose la conver- 
Que de la somme sur nr. (On utilse également la notation Sp provenant de 

pur (allem.).) 
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En effet, d'après la règle de multiplication des matrices, on a: 
T8) = LL fouin = LL Exafan = Tr (8h). 


D'une manière analogue, on vérifie aisément que la trace du pro- 
duit de plusieurs matrices n'est pas altérée par une permutation 
circulaire des facteurs; ainsi, 


Tr (fgh) = Tr (kfg) = Tr (ghf). (12,10) 


Une propriété extrêmement importante de la trace c’est qu’elle 
ne dépend pas du système de fonctions relativement auxquelles 
sont déterminés les éléments matriciels. En effet : 


Trf = Tr (S"1fS) = Tr (SS-1f) = Tr f. (12,11) 


Notons de même que les transformations unitaires conservent 
la somme des carrés des modules des fonctions. En effet, il vient 
compte tenu de (12,6): 


Liv = Z SapSivi = ZE vatiôu = Zi. (12,12) 
4 Lo 
Tout opérateur unitaire peut se mettre sous la forme 
ê =eiR (12,13) 
R étant un opérateur hermitique : en effet, on déduit de Ê+ = À: 
te Re RS, 

Indiquons le développement 

2 BuTé  FSit :? L,,F :$ ñ 

F=S}fS =f+{f, iR} + {{l iR}, iR}+..., (12,14) 
que l’on vérifie aussitôt en développant les facteurs exp (+ iR) 
d'après les puissances de À. Ce développement peut être utile lors- 
que k est proportionnel à un petit paramètre, auquel cas (12,14) 
est le développement en puissances de ce paramètre. 


$ 13. Opérateurs en représentation d’Heisenberg 


Dans l'appareil mathématique de la mécanique quantique exposé 
ici, les opérateurs correspondant à diverses grandeurs physiques 
agissent sur des fonctions des coordonnées et ne dépendent pas 
explicitement du temps. La dépendance des valeurs moyennes des 
grandeurs physiques vis-à-vis du temps n'apparaît que dans la 
dépendance temporelle de la fonction d'onde de l’état conformé- 
ment à la formule 


T0 = Ye (4, PE (a, Pda. (13,1) 
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L'appareil de la mécanique quantique peut, toutefois, être for- 
mulé sous une forme un peu différente, mais équivalente, où la 
dépendance du temps a été reportée des fonctions d'onde aux 
opérateurs. Bien que, dans ce livre, nous n'ayons pas à nous servir 
d'une telle représentation (dite d’Heisenberg à la différence de 
celle de Schrôdinger) des opérateurs, nous la formulerons ici, ayant 
en vue les applications ultérieures dans la « Théorie relativiste». 

Introduisons l'opérateur unitaire (cf. (12,13)) 


Ê = 
se (13,2) 


À étant l'hamiltonien du système. Par définition, ses fonctions pro- 
pres coïncident avec les fonctions propres de l'opérateur H, c'est- 


à-dire avec les fonctions d'onde des états stationnaires ÿ,(q), de 
sorte que 


[4 
Sp, (g) =e F *" p, (@). (13,3) 


Il en résulte que le développement (10,3) d'une fonction d'onde 
arbitraire W en fonctions d'onde des états stationnaires admet la 
transcription opératorielle : 


Y(g, t)=$Y(q, 0), (13,4) 


c'est-à-dire que l'opérateur S a pour action de faire passer la 
fonction d'onde du système à l'instant initial donné à sa valeur 
à un instant arbitraire. 

Introduisant, conformément à (12,7), l'opérateur dépendant du 
temps 


Ft =$-1fs$, (13,5) 


on aura 
FO = % (a, OF Y (a, 0)da, (13,6) 


c'est-à-dire qu'on a mis la formule de la valeur moyenne de f (qui 
est la définition des opérateurs) sous une forme telle que la dépendan- 
ce du temps a été entièrement reportée sur l'opérateur. 

Il est évident que les éléments matriciels de l'opérateur (13,5) 
relativement aux fonctions d'onde des états stationnaires coïncident 
avec les éléments f,,(f), dépendant du temps, donnés par la for- 
mule (11,3). 

Enfin, dérivant l'expression (13, 5) par rapport au temps (suppo- 
sant alors que les opérateurs f et À eux-mêmes ne contiennent pas f), 
on obtient l'équation 


è ; Lo pt en E 
0 = EH — Ê&@ HI, (13,7) 
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analogue à la formule (9,2), mais ayant un sens quelque peu diffé- 
rent : l'expression (9,2) représente la définition de l'opérateur Î de 
la grandeur physique correspondante f, alors qu’on a dans le pre- 
mier membre de l'équation (13,7) la dérivée par rapport au temps 
de l'opérateur de la grandeur f elle-même. 


$ 14. Matrice de. densité 


La description d'un système à l’aide de la fonction d’onde 
correspond à la description la plus complète possible en mécani- 
que quantique, dans le sens indiqué à la fin du $ 1. 

Nous nous heurtons à des états qui ne se prêtent pas à une 
telle description lorsque nous envisageons un système faisant partie 
d'un système fermé plus large. Supposons que le système fermé 
tout entier se trouve dans un état décrit par la fonction d’onde 
Y(q, x), où x désigne l’ensemble des coordonnées du système consi- 
déré et g les autres coordonnées du système fermé. En général, 
cette fonction ne se décompose nullement en produits de fonctions 
de x et de fonctions de g, de sorte que le système n'a pas sa fonc- 
tion d'onde. 

Soit f une certaine grandeur physique relative à notre système. 
Donc, son opérateur agit seulement sur les coordonnées x, mais 
non sur g. La valeur moyenne de cette grandeur dans l’état consi- 
déré est : 


F = [we (9,2 FŸ (9,2) da dx. (14,1) 
Introduisons la fonction p(x,x’) déterminée par 
p(x, x’)= \ W(q, x) #°(q, x’)dq, (14,2) 


l'intégration étant faite seulement sur les coordonnées g; cette fonc- 
tion est appeléé matrice de densité du système. Il est évident de 
la définition (14,2) qu’elle jouit de la propriété d’«hermiticité »: 


p°(x, x’)=p(x", x). (14,3) 
Les «éléments diagonaux» de la matrice de densité 


ptx, x)= (1 Y (4, x)l'dg 


déterminent la distribution de la probabilité des coordonnées du 
système. 


1 Pour que la fonction W(g, x) se décompose (à l’instant donné) en un tel 
produit, la mesure qui a donné naissance à l’état donné doit décrire complète- 
ment le système considéré et le reste du de fermé séparément. Pour que 
Y (q, x) conserve cette forme par la suite, il faut, en outre, que ces parties du 
système fermé n'interagissent pas (voir $ 2). Ni l’une ni l'autre de ces condi- 
tions n'est à présent supposée remplie. 


54 ÉNERGIE ET IMPULSION (CH. Il 


À l'aide de la matrice de densité, la valeur moyenne f peut 
s'écrire sous la forme: 


Fe CrGx)l dx. (14,4) 


Ici Î agit seulement sur les variables x de la fonction p (x, x’) ; après 
avoir calculé le résultat de l’action, il faudra poser x’ =x. Nous 
voyons que, connaissant la matrice de densité, nous pouvons cal- 
culer la valeur moyenne de n'importe quelle grandeur caractérisant 
le système. Il en résulte qu’on peut aussi déterminer avec p (x, x’) 
les probabilités des diverses valeurs des grandeurs physiques du 
système. Ainsi donc, l'état d’un système ne possédant pas de 
fonction d’onde peut être décrit au moyen de la matrice de den- 
sité. La matrice de densité ne contient pas les coordonnées g étran- 
gères au système donné, bien qu’elle dépende en fait de l’état du 
système fermé tout entier. 

La description au moyen de la matrice de densité est la forme 
de description quantomécanique du système la plus générale. La 
description avec la fonction d'onde, elle, est un cas particulier répon- 
dant à une matrice de densité de la forme p(x,x’)=Y (x) #°{(x'). 
Il y a entre ce cas particulier et le cas général cette importante 
différence: pour un état doué de fonction d'onde (un tel état est 
dit pur), il existe toujours un système complet de processus de 
mesures conduisant avec certitude à des résultats déterminés (ma- 
thématiquement, cela signifie que Y est fonction propre d’un certain 
opérateur). Mais pour des états possédant seulement une matrice 
de densité (états dits mixtes), il n'existe pas de système complet 
de mesures conduisant à des résultats pouvant être prédits d’une 
manière univoque. 

Supposons que le système envisagé soit fermé ou qu'il soit de- 
venu tel à partir d'un certain instant, nous allons déduire l’équa- 
tion déterminant la variation de sa matrice de densité en fonction 
du temps, équation analogue à l'équation d'onde de la fonc- 
tion Y. Le raisonnement peut être simplifié si l’on remarque que 
l'équation différentielle linéaire cherchée pour p(x, x’, {) doit être 
vérifiée dans le cas particulier où le système possède une fonction 
d'onde, soit: 


px, x’, t)= (x, t) P°(x’, #). 


Dérivant par rapport au temps et utilisant l'équation d’onde (8,1), 
il vient : 


he hre(, DEEE HV (x, D 
= Ver, DAY(X, D—Y (x, D AY (x, 0), 
À étant l'hamiltonien du système agissant sur les fonctions de x, 


dY* (x", 2) _ 
ot Æ 
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et À’ le même opérateur agissant sur les fonctions de x’. Les fonc- 
tions W°(x’, t) et Wi(x, {) peuvent être respectivement introduites 
sous les opérateurs H et H”, et on obtient l'équation cherchée 


ik 2 Er D _(H— Fo (x, x’, t). (14,5) 


Soient Y,(x, {) les fonctions d'onde des états stationnaires du 
système, c’est-à-dire les fonctions propres de l’hamiltonien. Déve- 
loppons la matrice de densité selon ces fonctions ; le développement 
est une série double: 


p(x, x, 1D=DSanti(x, 1 (x, t)= 


‘ 
—(En-Em)t 


= » D aan la Ya (deñ 


Ce développement joue pour la matrice de densité un rôle analo- 
gue à celui du développement (10,3) des fonctions d'onde. Au lieu 
de l’ensemble des coefficients a,, nous avons ici un ensemble de coef- 
ficients à deux indices a. Ces quantités sont, évidemment, ainsi 
que la matrice de densité elle-même, douées d’hermiticité : 


Om = Apn: (14,7) 


Pour la valeur moyenne d’une grandeur f, il vient, substituant 
(14,6) dans (14,4): 


T= ZE a Vi, 0 [Va (x, de, 


(14,6) 


ou 
L(E,-Emt 


= ZX Gnnfnn () = 22 anne * , (14,8) 


les f,n étant les éléments matriciels de f. Cette expression est ana- 
logue à la formule (11,1):. 

Les a, doivent satisfaire à certaines inégalités. Les «éléments 
diagonaux» p(x, x) de la matrice de densité, déterminant la dis- 
tribution de la probabilité des coordonnées, doivent, évidemment, 
être des quantités positives. Par conséquent, il résulte de l'ex- 
pression (14,6) (avec x’ = x) que la forme quadratique 


ZE annbñëm 
nm 
construite au moyen des coefficients a, (les &, étant des quantités 


1) Les quantités a,, constituent la matrice de densité dans la représentation 
énergétique. La description des états d'un système à l’aide de cette matrice a 
été introduite, indépendamment, par L. Landau et F. Bloch en 1927. 
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complexes quelconques) doit être définie positive. Ceci assujettit 
les a, à des conditions connues dans la théorie des formes qua- 
dratiques. Notamment, tous les éléments diagonaux doivent, évi- 
demment, être positifs : 


Ayn > 0, (14,9) 
et on doit avoir pour chaque «trio» 4, Gun mn l'inégalité 
lrnûmm z [l Ann Le (14, 10) 


Au cas «pur», la matrice de densité se réduisant à un produit 
de fonctions, correspond une matrice a, de la forme: 


Ann = Ann: (14,11) 


Indiquons un critère simple permettant de dire si la matrice a,, 
définit un état «pur» ou un état «mixte». Dans le cas purona: 


(aan = 2 Gnxtra = D Gtanaiar = nd Dal = Antk 


ou 
(an = Zn (14, 12) 


c'est-à-dire que la matrice de densité coïncide avec son carré. 


$ 15. Impulsion 


Envisageons un système fermé de particules ne se trouvant pas 
dans un champ extérieur. Puisque toutes les positions d’un tel 
système, considéré comme un tout, sont équivalentes dans l’espace, 
on peut affirmer que l’hamiltonien du système ne change pas 
dans une translation arbitraire. Il suffit d'exiger que cette condi- 
tion soit remplie pour n'importe quelle translation infiniment 
petite, pour qu'elle le soit pour des translations finies arbitraires. 

Dans une translation infiniment petite arbitraire ôr les rayons 
vecteurs r, de toutes les particules (a étant le numéro de la par- 
ticule) prennent le même accroissement 6ôr: r,—+r,+ôr. Une 
fonction arbitraire des coordonnées de la particule w(r,, r,, ...) 
devient dans une telle transformation 


pr, +ôr, r,+ôr, ...)=v(r,r,, …)+6r 2 Vab= 
=(1+6r 2%) PAT) 


(v, est l'opérateur de dérivation par rapport à r,). L'expression 


1+6r2v 
a 
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est un opérateur de translation infinitésimale transformant 
dr, r, -..) en pr, +ôr, r,+ôr, ...). 

Dire qu ‘une transformation n’altère pas l'hamiltonien, c'est 
dire que, effectuant cette transformation sur la fonction Hw, on 
arrive au même résultat que si on l'effectuait d'abord sur la fonc- 
tion p et qu'on appliquait ensuite l'opérateur À. Mathématique- 
ment, on transcrit cette propriété comme suit. Soit Ô l'opérateur 
réalisant cette transformation. On a alors Ô (Hp) = À (0), d'où 

ÔÂ—A0=0, 
c'est-à-dire que l’hamiltonien doit commuter avec Ô. 

Dans notre cas, l'opérateur Ô est l'opérateur de translation 
infinitésimale envisagé plus haut. L'opérateur unité (opérateur 
de multiplication par 1) commutant, bien entendu, avec n'importe 
quel opérateur, et le facteur constant ôr pouvant être sorti de sous 
le signe H, la condition ÜA—ÂÔ—0 se réduit ici à la condition 


(Zv.) H—A(Zv.)=0. (15,1) 


Comme on sait déjà, la commutation d'un opérateur (ne con- 
tenant pas le temps explicitement) avec l'hamiltonien signifie 
que la grandeur physique correspondant à cet opérateur est con- 
servative. La grandeur dont la conservation pour un système fer- 
mé résulte de l’homogénéité de l'espace est l'impulsion du sys- 
tème (cf. I $ 7). De la sorte, la relation (15,1) exprime la loi de 
la conservation de l'impulsion en mécanique quantique; l'opéra- 
teur >, doit correspondre, à un facteur constant près, à l’impul- 
sion totale du système, et chacun des termes de la somme à 
l'impulsion d'une particule. . 

Le coefficient de proportionnalité entre l'opérateur p impulsion 
et l'opérateur Y peut être déterminé en passant à la limite à la 
mécanique classique et vaut —ik: 


— ihY, (15,2) 

ou en composantes : 

" 4 À + À + Ô 

P,=—ihs, Py=— gg P=—ihs. 
En effet, utilisant l'expression limite de la fonction d'onde 
(6,1), on a: : 

PY=—ih = WVS=WVS, 

c'est-à-dire qu’à l’approximation classique, l’action de l'opérateur 


p se réduit à la multiplication par VS. Or, le gradient de l'action 
est précisément l'impulsion classique de la particule p (cf. I $ 43). 
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Il est facile de s'assurer que l'opérateur (15,2) est, comme 
il se doit, hermitique. En effet, on a pour des fonctions #(x) et 
(x) arbitraires s'annulant à l'infini: 


Sonpdr=—it (y dr= h (y dr= (vpiodx, 


ce qui est la condition d’hermiticité de l’opérateur. 

Le résultat de la dérivation des fonctions par rapport à deux 
différentes variables ne dépendant pas de l'ordre de la dérivation, 
il est clair que les opérateurs des trois composantes de l'impulsion 
commutent entre eux: 


Ps Py—PyPx = 0, PaPr— PP; =0, PyP:—P; Py=0. (15,3) 
Cela signifie que toutes les trois composantes de l'impulsion de la 
particule peuvent avoir simultanément des valeurs déterminées. 


Trouvons les fonctions et les valeurs propres des opérateurs 
d’impulsion. Elles sont définies par l'équation vectorielle 


— ihVh = ph. (15,4) 
Ses solutions sont de la forme: 
4 = const -eipr/h. (15,5) 


La donnée simultanée des trois composantes de l’impulsion déter- 
mine complètement, ainsi que nous le verrons, la fonction d’onde 
de la particule. En d'autres termes, les quantités p,, p,, p, cons- 
tituent pour la particule un des choix complets possibles de 
grandeurs physiques. Leurs valeurs propres forment un spectre 
continu s'étendant de — à co. 

En vertu de la règle de normalisation des fonctions propres 
du spectre continu (5,4), l'intégrale RA Ÿ,dV prise dans 
l'espace tout entier (dV— dx dy dz) doit être égale à la fonction ô: 
ô(p’—p}'. Pour des raisons que l’on comprendra lors des appli- 
cations ultérieures, il sera toutefois plus naturel de normaliser les 
fonctions propres de l’impulsion de la particule à la fonction 6 de 
la différence des impulsions divisées par 2xh : 


” = ÿ{P=P 
[bte dv (me) 
ou, ce qui est la même chose: 


Love dV = (2xh)° 8 (p'—p) (15,6) 


1 La fonction 8 d'un argument vectoriel a (la fonction à tridimensionnelle) 
est par définition le produit de fonctions à de chacune des composantes du 


vecteur : 
à (a) = 6 (ax) Ô (a) 8 (az). 
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(puisqu'on a pour chacun des trois facteurs en lesquels se décom- 
pose la fonction 6: 6((p:—p,)/2xh) = 2nh6 (p;—p,), etc. 
L'intégration se fait à l’aide de la formule: 


1 ( e 
= Fest di = 6 (a). (15,7) 
Elle montre que pour la normalisation selon (15,6) il faut poser * 
dans les fonctions (15,5) const = 1: 
Po = e/Pr/h, (15,8) 
La décomposition d'une fonction d'onde arbitraire v(r) en 


fonctions propres de son impulsion n’est pas autre chose que le 
développement en intégrale de Fourier : 
dp 


p(r)= f a (p) (r) 5 E (p) etpr/h ra 


(d’p=dp,dp, dp,). Conformément à la formule (5,3), les coeffi- 
cients du développement valent : 


a(p)=T pb = vp(ne-v7hdv. (15,10) 


La fonction a(p) peut être considérée (cf. $ 5) comme la fonc- 
tion d'onde de la particule en représentation des impulsions : 


à _dp 
la(p)l Cry 
est la probabilité pour que l'impulsion prenne ses valeurs dans 
l'intervalle d'p. 

De même que l'opérateur p correspond à l'impulsion, détermi- 
nant ses fonctions propres en représentation des coordonnées, on 
peut introduire l'opérateur r des coordonnées d’une particule en 
représentation des impulsions. Il doit être défini de telle sorte 


(15,9) 


1 Le sens conventionnel de cette formule est que la fonction du premier 
membre de l'égalité possède la propriété de la fonction 6 exprimée par l'éga- 
lité (5,8). En effet, substituant la fonction 6 (x—a) écrite sous la forme (15,7) 
dans (5,8), on trouve la formule intégrale connue de Fourier : 


(a) =f let und À. 


? Notons que pour une telle normalisation la densité de probabilité 
lpl?=1, c'est-à-dire que la fonction est normalisée à eune particule dans le 
volume unité». Cette coïncidence en une normalisation de deux significations 
n'est pas, bien entendu, fortuite (cf. nota p. 205). 
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que la valeur moyenne des coordonnées puisse s’écrire sous la 
forme 


= f a* (p)Fa(p) LP (15,11) 


TS 


Par ailleurs, cette même valeur moyenne est déterminée d’après 
la fonction d'onde w(r) par la formule 


r= (prb dv. 
Substituant w (r) sous la forme (15,9) et intégrant par parties, il vient : 


di ipr/h 24 (P) 2) _Pp_ 
rp(r)= = [re (p)e pa= [ife à cp 
Utilisant cette expression et LS compte de (15,10), on trouve: 
e = . 20 tpr/h dp = fi (ny %(P) _dp 
r [fv (r) 8 TE" e dure pare iha* (p) æ ip 


Rapprochant de our on voit que l'opérateur rayon vecteur en 
représentation des impulsions est 


= 4 Ô 
r— UE (15,12) 


L'opérateur impulsion dans cette représentation se réduit à la 
multiplication par p. 

Enfin, nous allons déduire une formule exprimant d'après p 
l opérateur de translation spatiale d'une distance arbitraire finie a, 
non forcément infinitésimale. De par la définition d'un tel opé- 


rateur (noté T,), on doit avoir 
Tab(r)=v%(r+ a). 
Développant la fonction ÿ(r+a) en série de Taylor, il vient: 


ptr+a)= pr) +a +... 


ou en introduisant l'opérateur p=—iñv: 
i =  1/i -\? 
ve+a)= [145 ab+g (gap) +... ] vo. 
L'expression entre crochets représente l'opérateur 
Ta=enph, (15,13) 
qui est précisément l'opérateur de translation finie. 
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$ 16. Relations d'incertitude 


Etablissons les règles de commutation entre les opérateurs 
d’impulsion et de coordonnées. Le résultat de la dérivation par 
rapport à une des variables x, y, z et de la multiplication par 
une autre de ces variables ne dépendant pas de l’ordre de ces 
opérations, on a: 

P:ÿ—YP;=0, P,;z—2p,;=0, (16,1) 
et des relations analogues pour P,, p.. . 
Pour déduire la règle de commutation de p, et x, nous écrirons: 


= = + Ô - . 
Br xp) = — 8 À (ob) + x = —ihy. 
Nous voyons que le résultat de l'action de l'opérateur p,x—xp, 


se réduit à la multiplication de la fonction par —ih ; il en est évi- 


demment de même de la commutation de p, avec y et de p, avec z. 
De sorte que1: 


PX—xp,=—ih, Py—yP,=—ih, p,2—2p,=—ih.(16,2) 

Les relations (16,1 et 2) peuvent s’écrire ensemble sous la forme: 
Para Pr= — IR x G, k=x, y, 2). (16,3) 

Avant de dégager le sens physique de ces relations et leurs 


conséquences, nous allons donner deux formules qui nous seront 
utiles par la suite. Soit f(r) une fonction des coordonnées; alors 


PF (r)—f(r)p=—iühvf. (16,4) 
En effet : 


(PF — Fp) = — ih [V (Fb)— F9 D] = — ihv vf. 


Une relation analogue a lieu pour la commutation de r avec une 
fonction de l’opérateur impulsion : 


FOr—rf @)=— it À. (16,5) 


On peut la déduire de la même manière que (16,4), si l’on fait les 
calculs dans la représentation d’impulsion utilisant pour les 
opérateurs des coordonnées l'expression (15,12). 

Les relations (16,1 et 2) montrent que la coordonnée de la parti- 
cule le long d’un des axes peut avoir une valeur déterminée en même 
temps que les composantes de l’impulsion sur les deux autres axes; 
mais coordonnée et composante de l’impulsion ne peuvent exister 


1 Ces relations, découvertes sous forme matricielle par Heisenberg en 1925, 
ont servi de point de départ à la création de la mécanique quantique. 
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simultanément le long d’un même axe. Notamment, la particule ne 
peut se trouver en un point déterminé de l’espace et avoir en même 
temps une impulsion p déterminée. 

Posons que la particule se trouve dans une région finie de l’espace, 
dont les dimensions suivant les trois axes sont de l’ordre de Ax, Ay, Az. 
Soit encore p, la valeur moyenne de l’impulsion de la particule. 
Mathématiquement, cela signifie que la fonction d’onde est de la 
forme w#p—u(r)e#er/h, où ur) est une fonction notablement 
différente de zéro seulement dans la région indiquée de l’espace. 

Développons la fonction y suivant les fonctions propres de l’opéra- 
teur d’impulsion (c’est-à-dire en intégrale de Fourier). Les coeffi- 
cients a(p) de ce développement sont déterminés par les intégra- 
les (15,10) de fonctions de la forme u(rje‘-»)r/h, Pour qu'une 
telle intégrale soit notablement différente de zéro, les périodes du 
facteur oscillant e‘(w-»r/h doivent être non petites en comparaison 
des dimensions Ax, Ay, Az de la région où la fonction u(r) n'est 
pas nulle. Cela signifie que a (p) sera notablement différent de zéro 
seulement pour des valeurs de p telles que (p,,—p,) Ax/h«l, 
Puisque |a(p)|* détermine la probabilité des diverses valeurs de 
l'impulsion, les intervalles des valeurs p,, p,, p, où a(p) n'est pas 
nul ne sont pas autre chose que les intervalles de valeurs pouvant 
contenir les composantes de l’impulsion de la particule dans l’état 
considéré. Désignons-les par Ap,, Ap,, Ap,; on a donc: 


Ap,Ax=h, ApAy-h, Ap,Az-h. (16,6) 


Ces relations d'incertitude ont été déduites par Heisenberg en 1927. 

Nous voyons que plus est grande la précision sur la coordonnée 
de la particule (c’est-à-dire plus Ax est petit), plus est grande l’incer- 
titude Ap, sur la valeur de la composante de l’impulsion sur le 
même axe, et vice versa. En particulier, si la particule se trouve 
en un point bien déterminé de l’espace (Ax=Ay—Az=0), alors 
Ap,;=Apy=AP;=00. Cela signifie que toutes les valeurs de 
l'impulsion ont la même probabilité. Au contraire, si la particule 
a une impulsion p rigoureusement déterminée, alors ce sont ses 
positions dans l’espace qui sont équiprobables [on le voit aussi direc- 
tement de la fonction d’onde (15,8), dont le carré du module ne dépend 
pas du tout des SR es 

Si l’on caractérise l’incertitude sur les coordonnées et les impul- 
sions par les fluctuations moyennes quadratiques 


ôx=V G&—x), p.=V PP), 
on peut donner une évaluation exacte à la plus petite valeur pos- 
sible de leur produit (H. Weyl). 
Envisageons le cas unidimensionnel: un paquet à fonction 
d'onde (x) ne dépendant que d’une seule coordonnée ; supposons, 
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pour simplifier les choses, que les moyennes de x et de p, soient 
nulles dans cet état. Partons de l'inégalité évidente 


f [arp+2 | dx>0, 


æ étant une constante réelle arbitraire. Calculant cette intégrale, 
si l’on remarque que 


Lalpdx= (6x), 
[CE btp des (x bdre— (ippdrs 1, 
[Rae (yar= [etbdr= (Gp, 
on obtient 


a? (5x) — a+ Qsr >0. 
Pour que ce trinôme quadratique (en «&) soit positif quel que 
soit æ, son discriminant doit être négatif. D'où l'inégalité 


ôxôp, > 2. (16,7) 


La plus petite valeur possible du produit est Â/2. 
Cette valeur est atteinte dans les paquets d’ondes décrits par des 
fonctions de la forme 
1 i x 
Ÿ — (2x) 7 7 5x °*P (+ Po X— Ty) , (16,8) 
Po et ôx étant des constantes. Probabilités des différentes valeurs 
de la coordonnée dans un tel état: 


2 __ 1] __# 
lp| du 7x ( Tr) , 
c'est-à-dire qu'elles sont distribuées autour de l’origine des coordon- 
nées (valeur moyenne x—0) d’après la loi de Gauss avec pour 
fluctuation quadratique moyenne ôx. Fonction d'onde en représen- 
tation des impulsions : 


a(p,) 7 [pt e-trsh dx. 


Le calcul de l'intégrale conduit à une expression de la forme 


a(p,)= const-exp = Gao ) 
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La distribution des probabilités des valeurs de l'impulsion |a(p,)/f 
est aussi gaussienne autour de la moyenne p, = p, et avec la fluctua- 
tion quadratique moyenne ôp,=#%/26x, si bien que le produit ôp, ôx 
a précisément la valeur Â/2. 

Enfin, établissons encore une relation utile. Soient f et g deux 
re physiques dont les opérateurs satisfont à la règle de com- 
mutation 


fe—gf=—ine, (16,9) 
c étant l'opérateur d’une certaine grandeur physique c. Nous avons 
introduit au second membre le facteur #, en accord avec le fait qu'à 
la limite classique (c'est-à-dire lorsque À —0) tous les opérateurs 
de grandeurs physiques se réduisent à la multiplication par ces gran- 
deurs et commutent entre eux. Ainsi, on peut, en première approxima- 


tion, dans le cas «quasi classique» supposer que le second membre 
de (16,9) est nul. À l'approximation suivante, on peut remplacer 


l'opérateur c par l'opérateur de multiplication ordinaire par c. 
On a alors: 1 
Îe—gi=—ihe. 


Cette égalité est en tous points analogue à la relation P,X—XP, = 
= —ih, avec la seule différence qu'on y a au lieu de À la quan- 
tité Ac1. Ceci posé, nous pouvons conclure par analogie avec la 
relation Ax Ap,—kh, que, dans le cas quasi classique, on a pour f 
et g la relation d'incertitude 
Af Ag = he. (16,10) 
En particulier, si l’une des grandeurs est l'énergie (f= H) et si 
l'opérateur de l’autre grandeur (g) ne dépend pas explicitement du 


temps, on a, en vertu de (9,2), c—g, et la relation d'incertitude 
dans le cas quasi classique est: 


L EAg — hg. (16,11) 


1 La grandeur classique c est le crochet de Poisson de f et g (voir renvoi 
de la page 39). 


CHAPITRE III 
ÉQUATION DE SCHRÔDINGER 


$ 17. Equation de Schrôdinger 


La forme de l'équation d'onde d’un système physique étant 
définie par son hamiltonien, celui-ci joue un rôle fondamental dans 
tout l'appareil mathématique de la mécanique quantique. 

La forme de l’hamiltonien d’une particule libre s'établit déjà 
par les exigences générales liées à l’homogénéité et l’isotropie de 
l'espace, ainsi qu'au principe de relativité de Galilée. En mécani- 
que classique ces exigences conduisent à la dépendance quadratique 
de l'énergie de la particule par rapport à son impulsion: E = p°/2m, 
la constante m étant appelée la masse de la particule (cf. I $ 4). 
En mécanique quantique les mêmes exigences conduisent à une rela- 
tion analogue pour les valeurs propres de l'énergie et de l’impul- 
sion, quantités conservatives simultanément mesurables (pour une 
particule libre). Mais pour que la relation E —p*/2m ait lieu pour 
toutes les valeurs propres de l'énergie et de l’impulsion, elle doit 
être aussi vraie pour leurs opérateurs: 


À = 3 (O3 + P3 + D). (17,1) 

Substituant ici (15,2), on obtient l’hamiltonien d’une particule en 
mouvement libre sous la forme 

==> À, (17,2) 


A = Ô?/0x* + 0*/0y* + 0/07? étant l'opérateur de Laplace. 

L'hamiltonien d’un système de particules non interagissantes 
est égal à la somme des PURE de chacune d’elles : 

a 2 AY 

l'indice a étant le numéro de la particule; A, est l'opérateur de 
Laplace, où la dérivation porte sur les coordonnées de la a-ième 
particule. 

En mécanique classique (non relativiste) l’interaction des parti- 
cules est décrite par un terme additif dans la fonction d'Hamilton: 


s-50 
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par l'énergie potentielle d'interaction U (r,,r,, ...) qui est une 
fonction des coordonnées des particules. C’est par l’adjonction d’une 
telle fonction à l’hamiltonien du système qu’on décrit aussi l’interac- 
tion des particules en mécanique quantique: 


CS 


= FEU las.) (17,4) 


le premier terme peut être considéré comme l'opérateur d'énergie 
cinétique et le second comme l'opérateur d'énergie potentielle. En 
parneuRere l’hamiltonien d'une particule dans un champ exté- 
rieur es 


. ÿ h 
Hz +U(x y, 2)=— 5m AHU (x, y, 2), (17,5) 


U (x, y, z) étant l’énergie potentielle de la particule dans le champ 
extérieur. La substitution des expressions (17,2 à 5) dans 
l'équation générale (8,1) donne les équations d’onde des systèmes 
correspondants. Ecrivons l'équation d'onde d'une particule dans 
un champ extérieur : 

ik h? 


= 2m AV +U(x y,2)Y. (17,6) 

L'équation (10,2), elle, déterminant les états stationnaires s'écrit : 
hs 

5m AV+HIE—U(x, y, 2)]p=0. (17,7) 


Les équations (17,6) et (17,7) ont été déduites par Schrôdinger 
en 1926 et sont dites équations de Schrôdinger. 
Pour une particule libre, l'équation (17,7) a la forme: 


h 
57 A+ Eb=0. (17,8) 


Cette équation a ses solutions finies dans tout l'espace quelle que 
soit la valeur, positive, de l'énergie E. Pour les états à directions 
du mouvement déterminées ces solutions sont les fonctions propres 
de l'opérateur impulsion, et l’on a E = p*/2m. Les fonctions d'onde 
complètes (dépendant du temps) de tels états sont de la forme 


—L (Ep) 
Y=const-e À (17,9) 
Chacune d'elles —une onde plane— décrit un état dans lequel la 
particule possède une énergie E et une impulsion p déterminées. 
La fréquence de cette onde est E/h, et son vecteur d'onde k=p/# 
1 Cette assertion n’est pas, bien entendu, une conséquence logique des prin- 


cipes fondamentaux de la mécanique quantique, et il convient de la considérer 
comme une conséquence de données expérimentales. 
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(la longueur d'onde correspondante À=2x%/p est appelée longueur 
d'onde broglienne de la particule). 

Le spectre énergétique d'une particule en mouvement libre est 
donc continu et s'étend de zéro à +. Chacune de ces valeurs pro- 
pres (à l'exclusion de la seule valeur E = 0) est dégénérée, la dégéné- 
rescence étant d'ordre de multiplicité infini. En effet, il correspond 
à chaque valeur non nulle de E un ensemble infini de fonctions pro- 
pres (17,9) qui se distinguent par les directions du vecteur p, pour 
une même valeur absolue de ce vecteur. 

Voyons comment s'effectue dans l'équation de Schrôdinger le 
passage limite à la mécanique classique, envisageant pour la simpli- 
cité une seule particule dans un champ extérieur. Substituant dans 
l'équation de Schrôdinger (17,6) l'expression limite (6,1) de la 
fonction d'onde Y =ae!S/h, on obtient en dérivant : 

; ; s 

a Si Nes vs ose vSva— À Aa+Ua=0. 
Cette équation contient des termes purement réels et des termes 
purement imaginaires (rappelons que S et a sont réels); égalant 
séparément à zéro les uns et les autres, on obtient deux équations: 

3 

24,1 (pSY +U—È Aa=0, +2 AS+ À vSya=0. 

Négligeant dans la première de ces équations le terme contenant 


3, on obtient : 
D + (VS +U=0, (17,10) 


c'est-à-dire, comme il se doit, l’équation classique d'Hamilton- 
Jacobi pour l’action S de la particule. Nous voyons en l’occur- 
rence que si l’on fait h—0 la mécanique classique reste valable 
au premier ordre en À (et non pas à l'ordre zéro). La seconde des 
équations déduites peut, après multiplication par 2a, être recopiée 
sous la forme : 


+ div (a) =0. (17,11) 


Cette équation a un sens physique simple: a* est la densité de la 
probabilité de présence de la particule en tel ou tel lieu de l'es- 
pace (| W{=a), VS/m = p/m est la vitesse classique v de la par- 
ticule. Aussi l'équation (17,11) n'est-elle pas autre chose que 
l'équation de continuité, qui montre que la densité de la proba- 
bilité se « déplace» suivant les lois de la mécanique classique avec 
la vitesse classique v en chaque point. 


ou notion d'onde liée à une particule a été introduite par Louis de Broglie 
en 1924 


$° 
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Problème 


Trouver la loi de transformation de la fonctiun d'onde dans une transforma- 
tion de Galilée. 

Solution. Soumettons à la transformation la fonction d'onde du mouve- 
ment libre d’une particule (d’une onde plane). Toute fonction d'onde % pou- 
vant être développée en ondes planes, on aura trouvé par là même la loi de 
transformation pour une fonction d'onde arbitraire. 

Ondes planes dans les référentiels X et K’(K’ se déplace par rapport à K 
avec la vitesse V): 


g(r, = const. (Pr Eh, (1°, f) = const-.e P"" Eh; 


ici r=r'+ Vi, et les impulsions et les énergies de la particule dans les deux 
systèmes sont reliées par les formules 


# [2 + va 
p=p+mV, E=E'+Vp + 
(cf. 1 & 8). Substituant ces expressions dans Ÿ, on obtient 


Y(r, D=Ÿ" (r, texp [+ (ve +2 s)] = 


=VY"(r—Vi,t)exp [+ (nv Te s)] . (1) 


Sous cette forme, cette formule ne contient plus les grandeurs caractérisant 
le mouvement libre de la particule et établit la loi générale cherchée de la 
transformation de la fonction d'onde de tout état de la particule. Pour un 
système de particules, on doit avoir dans l’exposant de l’exponentielle (1) une 
somme portant sur toutes les particules. 


$ 18. Principales propriétés de l'équation de Schrôdinger 


Les conditions que doivent vérifier les solutions de l'équation 
de Schrôdinger ont un caractère très général. Tout d’abord, la fonc- 
tion d'onde doit être univoque et continue dans tout l’espace. La 
condition de continuité se conserve même lorsque le champ U (x, y, z) 
possède des surfaces de discontinuité. La fonction d'onde ainsi que 
ses dérivées partielles doivent rester continues sur de telles surfaces. 

La continuité des dérivées est toutefois violée lorsque l’énergie 
potentielle devient infinie au-delà d’une surface. La particule ne 
pourra pas pénétrer dans une région de l’espace où U =, c’est- 
à-dire que —0 partout dans cette région. La continuité de 1 exige 
qu’elle s’annule sur la frontière de cette région; les dérivées de , 
elles, subissent alors, en général, un saut. 

Si le champ U (x, y, z) ne devient infini nulle part, la fonction 
d'onde elle aussi doit être finie dans tout l’espace. Cette condition 
doit être également observée lorsque U devient infini en un point, 
mais pas plus vite que 1/r°, avec s < 2(voir également $ 35). 

Soit U,, le minimum de U (x, y, z). L’hamiltonien de la parti- 
cule étant la somme de deux termes : des opérateurs d'énergies ciné- 
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tique Î et potentielle, la valeur moyenne de l'énergie pour un état 
quelconque est égale à la somme E—T + Ü. Mais toutes les valeurs 
propres de l'opérateur Î (coïncidant avec l'hamiltonien de la parti- 
cule libre) sont positives; on a donc aussi pour la valeur moyenne 
T>0. Eu égard, par ailleurs, à l'inégalité évidente U > Un on 
trouve qu'aussi E > U,1,. Comme cette inégalité a lieu pour n'importe 
quel état, il est clair qu’elle est légitime pour toutes les valeurs 
propres de l’énergie 

E, > Dos (18,1) 


Considérons une particule se mouvant dans un champ de forces 
s'évanouissant à l'infini; nous définirons, comme il est d'usage, la 
fonction U (x, y, z) de sorte qu’elle soit nulle à l'infini. Il est facile 
de voir que le spectre des valeurs propres négatives de l'énergie sera 
discret, c’est-à-dire que tous les états avec E < 0 sont liés dans un 
champ s’évanouissant à l'infini. En effet, dans les états stationnaires 
du spectre continu qui correspondent à un mouvement infini la 
particule se trouve à l'infini (voir $ 10). Mais on peut négliger la 
présence du champ aux grandes distances, et on peut considérer 
que le mouvement de la particule est libre; or, en mouvement libre 
l'énergie ne peut être que positive. 

Par contre, les valeurs propres positives forment un spectre 
continu et correspondent à un mouvement infini; lorsque E > 0, 
l'équation de Schrôdinger n’a pas, en général (dans le champ consi- 


déré), de solutions telles que l’intégrale l'pfdV converge:. 


Remarquons qu'en mécanique quantique une particule en mou- 
vement fini peut aussi se trouver dans les régions de l’espace où 
E <U; bien que la probabilité |ÿ[? de présence de la particule tende 
rapidement vers zéro lorsqu'on s'enfonce dans une telle région, elle 
n’est cependant pas nulle à distance finie. Il y a là une différence de 
principe par rapport à la mécanique classique, où la particule ne peut 
d'aucune manière pénétrer dans une région telle que U > E. En 
mécanique classique, l'impossibilité de la pénétration dans cette 
région résulte du fait que, pour E < U, l'énergie cinétique serait 
négative, donc la vitesse imaginaire. En mécanique quantique les 
valeurs propres de l'énergie cinétique sont aussi positives; nous ne 
sommes pas conduits, pour autant, à une contradiction, car si un 
processus de mesure localise la particule en un point déterminé de 
l'espace, ce processus lui-même perturbe l’état de la particule de 
sorte qu’elle cesse d’avoir une énergie cinétique déterminée. 


1 Au point de vue purement mathématique, il faut, toutefois, faire la 
réserve que pour certaines formes déterminées de la fonction U (x, y, z) (dé- 
nuées de sens physique) un ensemble discret de valeurs peut s'éliminer du spectre 
continu. 
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Si dans tout l’espace U (x, y, z)>0(et U —+ 0 à l'infini), on a, 
en vertu de l'inégalité (18,1), E, > 0. Puisque, par ailleurs, le spec- 
tre doit être continu pour E >0, on déduit dans le cas considéré 
l'absence de spectre discret, donc que seul est possible un mouvement 
infini. Supposons que U tende vers — en un point (que nous 
prendrons pour origine des coordonnées) selon la loi 


U = — ar (& >0). (18,2) 


Considérons une fonction d'onde finie dans une petite région (de 
rayon r,) autour de l’origine et nulle à l'extérieur de cette région. 
L'indétermination dans les valeurs des coordonnées de la particule 
dans un tel paquet d'ondes est de l’ordre de r,; par conséquent, 
l'indétermination dans la valeur de l'impulsion est — /r,. La valeur 
moyenne de l'énergie cinétique dans cet état est de l'ordre de #*?/mr3 
et la valeur moyenne de l'énergie potentielle — — æ/r$. Supposons 
d'abord s >2. Alors la somme f:/mrè—a/r; prend, pour r, suffi- 
samment petit, des valeurs négatives arbitrairement grandes. Mais 
si l'énergie moyenne peut prendre de telles valeurs, cela signifie 
de toute façon qu’il existe des valeurs propres négatives de l'énergie 
arbitrairement grandes. Le mouvement de la particule correspon- 
dant à une grande valeur de |E| est localisé dans une très petite 
région de l’espace autour de l’origine. L'état «normal» est celui 
d’une particule se trouvant à l'origine des coordonnées, c'est-à-dire 
qu'il y a «chute» sur le point r=0. 

Mais si s <2, l'énergie ne peut prendre des valeurs négatives 
arbitrairement grandes. Le spectre discret commence à partir d'une 
certaine valeur négative finie. Il n’y a pas dans ce cas chute de la 
particule sur le centre. Observons qu'en mécanique classique la chute 
d'une particule au centre est, en principe, possible dans n'importe 
quel champ d'attraction (c'est-à-dire pour tout s positif). Le cas 
s—2 sera examiné à part au $ 35. 

Examinons à présent le caractère du spectre énergétique en fonc- 
tion du comportement du champ aux grandes distances. Supposons 
que lorsque r —+ oo l'énergie potentielle, tout en étant négative, 
tende vers zéro suivant la loi (18,2) (dans cette formule la distance r 
est maintenant grande). Considérons un paquet d'ondes «remplis- 
sant» une couche sphérique de grand rayon r, et d'épaisseur Ar <r,. 
L'énergie cinétique aura encore pour ordre de grandeur %?/m (Ar), 
et l'énergie potentielle — œ/r$. Nous allons augmenter r, et Ar 
(de sorte que Ar croisse proportionnellement à r,). Si s<<2, pour 
des r, suffisamment grands la somme #%°’/m(Ar)?—a/r; devient 
négative. D'où l'existence d'états stationnaires à énergie négative, 
la particule pouvant se trouver dans de tels états avec une probabi- 
lité notable à de grandes distances de l’origine. Mais cela signifie 
qu’il existe des niveaux d'énergie négatifs arbitrairement petits 
en valeur absolue (il faut avoir en vue que les fonctions d'onde 
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s'amortissent rapidement dans les régions de l’espace où U > E). 
De sorte que, dans le cas considéré, le spectre discret contient 
une infinité de niveaux s’accumulant vers le niveau E=0. 
Mais si le champ décroît à l'infini comme—1/r avec s> 2, 
il n'existe pas de niveaux d'énergie négatifs arbitrairement petits en 
valeur absolue. Le spectre discret se termine par un niveau de valeur 
absolue non nulle, de sorte que le nombre total de niveaux est fini. 

L'équation de Schrôdinger pour les fonctions d'onde des états 
stationnaires est, ainsi que les conditions imposées à ses solutions, 
réelle. Aussi ses solutions vw peuvent-elles toujours être choisies 
réellest. Pour ce qui est des fonctions propres des valeurs non dé- 
générées de l'énergie, elles sont automatiquement réelles à un facteur 
de phase près, d'ailleurs inessentiel. En effet, p* satisfait à la même 
équation que , et elle est donc aussi fonction propre de la même 
valeur de l'énergie, de sorte que si cette valeur n'est pas dégénérée, 
et p* doivent être virtuellement identiques, c'est-à-dire qu'elles 
ne peuvent se distinguer que par un facteur constant (de module 
égal à un). En ce qui concerne les fonctions d'onde correspondant 
à un même niveau dégénéré de l’énergie, elles ne sont pas forcément 
réelles, mais on peut toujours, par des combinaisons linéaires con- 
venables, obtenir un choix de fonctions réelles. 

Les fonctions d'onde complètes W (dépendant du temps) sont 
données par une équation dont les coefficients contiennent i. Tou- 
tefois, cette équation garde sa forme si l’on y change { en —+# et 
si l’on passe simultanément à sa complexe conjuguée *. Aussi peut- 
on toujours choisir les fonctions W de sorte que Y et W* se dis- 
tinguent seulement par le signe du temps. 

Comme on le sait, les équations de la mécanique classique ne 
sont pas affectées par l'inversion du temps, c’est-à-dire par le chan- 
gement de son signe. En mécanique quantique la symétrie par rapport 
aux deux sens d'écoulement du temps s'exprime, comme on le voit, 
en l’invariabilité de l’équation d'onde lorsqu'on change le signe de 
£ et qu'on remplace simultanément Y par W*. Il convient, toutefois, 
d’avoir en vue que cette symétrie se rapporte ici seulement aux 
équations et non à la notion même de mesure, qui joue un rôle fon- 
in en mécanique quantique (nous avons insisté sur ce point 
au 6 7). 

$ 19. Densité de courant 


En mécanique classique la vitesse v de la particule est liée à 
son impulsion par la relation p—mv. En mécanique quantique, 
comme il fallait s’y attendre,on a la même relation entre les 


1 Ces affirmations ne sont pas légitimes pour des systèmes dans un champ 
magnétique. 

? On suppose que l'énergie potentielle U ne dépend pas explicitement du 
temps — le système est ou bien fermé, ou bien il se trauve dans un champ cons- 
tant (non magnétique). 
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opérateurs correspondants. Il est tacile de s'en convaincre en cal- 
culant l'opérateur v=—r d'après la règle générale de dérivation des 
opérateurs par rapport au temps (9,2) : 


= Ar—rh)= +. (19,1) 


Des relations analogues auront lieu de toute évidence entre les valeurs 
propres de la vitesse et de l’impulsion et entre leurs valeurs moyen- 
nes dans n'importe quel état. 

La vitesse, ainsi que l'impulsion d'une particule, ne peut avoir 
une valeur déterminée en même temps que ses coordonnées. Mais 
le produit de la vitesse par un élément temporel infiniment petit 
dt définit le déplacement de la particule pendant le temps df. Aussi 
le fait que la vitesse ne puisse exister simultanément avec les coor- 
données signifie-t-il que si la particule se trouve à un certain 
instant en un point donné de l’espace, sa position ne sera plus 
déterminée à l'instant suivant infiniment voisin. 


Indiquons une formule utile pour l'opérateur Î de la dérivée 
par rapport au temps d'une grandeur f (r) fonction du rayon vecteur 
de la particule. Vu que f commute avec U (r), on trouve: 


Î= LA — jR 
PAT — FA) = (PE — D). 
A l’aide de (16,4), on trouve l'expression cherchée : 
= 1 EN EN 
= 3% (VF + VF-p). (19,2) 
Trouvons ensuite l'opérateur d’accélération. On a: 
ve (AD C6 = 6h = URR 
V= + (AVR) = (Ap— pH) = (Up —PU). 
Utilisant la formule (16,4), on trouve 
mv=— VU. (19,3) 


Cette équation opératorielle a exactement la même forme que l'équa- 
tion du mouvement (équation de Newton) de la mécanique classique. 
L'intégrale NAT calculée dans un volume fini V est la pro- 


babilité de présence de la particule dans ce volume. Calculons la 
dérivée de cette quantité par rapport au temps. On a: 


sfivra=((vervæ) ave + (AY VA wav. 
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Substituant (17,5) dans cette dernière et utilisant l’identité 


WAY— Y'A = div (VV — YVY), 
il vient : 


Tir ra=—(aiviav, 
j désignant le vecteur! 
j = Li (Y grad y vw grad Y) = _ CYpy* “Te WpY). (19,4) 


L'intégrale de div j peut être transformée par application du théo- 
rème de Gauss en intégrale sur la surface fermée délimitant le 
volume V': 


7 SV Pa = fi dt. (19,5) 


D'où l’on voit que le vecteur j peut être appelé vecteur densité 
du courant de probabilité, ou tout simplement densité de la pro- 
babilité que la particule traverse cette surface en l’unité de temps. 
Le vecteur j et la densité de probabilité | Y |? satisfont à l'équation 


LE 4 div =0, (19,6) 


analogue à l’équation de continuité classique. 

La fonction d'onde du mouvement libre— l'onde plane (17,9) — 
peut être normalisée de telle façon qu'elle décrive un courant de 
particules de densité 1 (un courant dans lequel il passe en moyen- 
ne à travers l'unité d’aire de section transversale une particule 
dans l'unité de temps). Cette fonction s'écrit : 


ü 
LI Een 
= 73 e ; (19,7) 
u étant la vitesse de la particule. Eneffet, sa substitution dans (19,4) 
donne j =p/mv, c’est-à-dire le vecteur unité dans la direction du 
mouvement. 

Il est utile de montrer comment de l'équation de Schrôdinger 
découle directement l'orthogonalité des fonctions d’onde d'états 
d'énergies différentes. Soient w#,, et , deux telles fonctions ; elles 
satisfont aux équations 

ha Li L e L] 
On Ab, + UŸ, = mŸm — 35m Aa + Ua = Enr. 


1 Si l'on écrit W sous la forme | # | ef, on a 


= è [WP grad a. (19,4a) 
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Multiplions la première d’entre elles par #;, la seconde par w,, et 
retranchons membre à membre; il vient : 


. ha . e. k A . . 
(En— En) Pr = ?m (Dm An — a Ah) 9m div (ba Va — Ya VŸn)- 
Si l’on intègre à présent les deux membres de l'équation dans tout 
l'espace, le second membre, une fois transformé par application 
du théorème de Gauss, s’annule et on obtient : 
(En— En) Ÿ baba dV =0, 
d'où, vu que E, ÆE,, résulte la relation d’orthogonalité cherchée. 


$ 20. Principe variationnel 


L'équation de Schrôdinger sous sa forme générale A1 = Eÿ peut 
être déduite du principe variationnel 
6 (y (Â—E)pdg=0. (20,1) 


Etant donné que 1 est complexe, on peut varier 4 et 1° indépen- 
damment. En variant #°, il vient: 


 &b°(Â—E)pdg=0, 
et, comme &p* est arbitraire, on trouve l'équation cherchée Fp = Ew. 
La variation de ÿ ne donne rien de nouveau. En effet, variant ÿ 
et utilisant l’hermiticité de H, il vient: 


[°C —E) 5+ da = | &p (A°—E) pd =0, 


ce qui donne l'équation complexe conjuguée H*p°—Ey*. Le 
principe variationnel (20,1) exige un extremum libre de l’intégrale. 
On peut le mettre sous une autre forme, considérant E comme un 
multiplicateur de Lagrange dans le problème d'extremum lié 


6 ( pÉpadg=0 (20,2) 
par la condition supplémentaire 
dv dg=1. (20,3) 


La valeur minimum [avec la condition supplémentaire (20,3)] 
de l'intégrale (20,2) représente la première des valeurs propres de 
l'énergie, c'est-à-dire l'énergie E, de l’état normal. La fonction 4 
réalisant ce minimum est, respectivement, la fonction d’onde y, 
de l’état normal’. Quant aux fonctions d’onde +, (7 > 0) des états 


1 Ci-dessous, dans ce paragraphe, nous considérerons que les fonctions d'onde 
Ÿ ST TRE comme elles peuvent toujours être choisies (en l'absence de champ 
magnétique). 
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stationnaires suivants, elles correspondent seulement à l’extrernmum, 
et non au minimum vrai de l'intégrale. 

Pour déduire de la condition de minimum de l’intégrale (20,2) 
la fonction , et l'énergie E, de l’état venant après l’état normal, 
seules doivent rester en lice les fonctions # vérifiant non seulement 
la condition de normalisation (20,3), mais aussi la condition d’ortho- 


gonalité à la fonction 1, de l'état normal Tpp,dg=0. En général, 
si l’on connaît les fonctions d’onde ÿ,, %,, ..., ÿ,-, des n pre- 
miers états (les états sont ordonnés en énergie croissante), la fonction 
d'onde de l’état suivant réalise un minimum de l'intégrale (20,2) 
sous les conditions supplémentaires : 


Térdg=1, (p,dg=0, m=0, 1,2, ..., n—1. (20,4) 


Nous formulerons ici quelques théorèmes généraux pouvant être 
démontrés à partir du principe variationnel 1. 

La fonction d'onde %, de l’état normal ne s’annule (on dit encore 
qu'elle n’a pas de nœuds) pour aucune valeur finie des coordon- 
nées *. En d’autres termes, elle a le même signe dans tout l’espace. 
Il en résulte que les fonctions d'onde 1, (7 > 0) des autres états 
stationnaires orthogonales à #, ont obligatoirement des points no- 


daux (si v, est aussi de signe constant, alors l’intégrale Thv. dq 


ne peut s’annuler) x 

Ensuite, , n'ayant pas de nœuds, le niveau énergétique normal 
ne peut être dégénéré. En effet, supposons le contraire, et soient 
v, et ÿ, deux différentes fonctions propres correspondant au niveau E,. 
Toute combinaison linéaire cp, +c'ÿ, sera également une fonction 
propre ; mais choisissant les constantes c, c’ convenablement, on 
peut toujours annuler cette fonction en n'importe quel point donné 
de l'espace, c'est-à-dire que nous obtenons une fonction ayant 
des nœuds. 

Si le mouvement a lieu dans une région limitée de l’espace, on 
doit avoir sur la frontière de cette région —0 (voir $ 18). Pour 
déterminer les niveaux d'énergie, il faut trouver au moyen du prin- 
cipe variationnel le minimum de l'intégrale (20,2) pour ces condi- 
tions aux limites. Le théorème sur l’absence de nœuds de la fonction 


1 On trouvera la démonstration des théorèmes (voir également le paragraphe 
suivant) sur les zéros des fonctions propres dans les livres: M. Lavrentiev 
et L. Lusternik, Cours de calcul variations, 2-ième édition, chap. IX, 
Gostekhizdat, 1950: R. Courant et D. Hilbert, Méfhodes de physique 
mathématique, tome 1, chap. VI. 

2 Ce théorème (ainsi que ses conséquences) n'est, en général, pas vrai pour 
les fonctions d'onde de systèmes constitués par plusieurs particules identiques 
(cf. fin du $ 63). 
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d'onde de l’état normal stipule ici que , ne s’annule nulle part 
à l’intérieur de la région indiquée. 

Notons que si les dimensions de la région du mouvement aug- 
mentent, tous les niveaux d'énergie E, diminuent; ceci résulte 
immédiatement du fait que l'élargissement de la région entraîne 
celui de l’ensemble des fonctions réalisant le minimum de l'intégrale, 
et ce minimum ne peut qu’en être diminué. 

L'expression 


Svñvag=| F2 À va ++ Hu dq 


pour les états du spectre discret d’un système de particules peut 
être mise sous une autre forme plus commode pour la variation 
effective. Ecrivons dans le premier terme de l'expression sous le 
signe d’intégration 


pay na div, (Vo) — (Va). 


L'intégrale de div, (pV,w) sur dV, se transforme en intégrale sur 
la surface fermée à l'infini, et comme les fonctions d’onde des états 
du spectre discret tendent rapidement vers zéro à l'infini, cette 
intégrale est nulle. De sorte que 


Soñvar= | [Ex Ga+Uv] ar @05) 


$ 21. Propriétés générales du mouvement à une dimension 


Si l’énergie potentielle de la particule ne dépend que d’une 
seule coordonnée (x), on peut chercher à déterminer la fonction 
d’onde sous forme du produit d’une fonction de y et de z par une 
fonction de la seule coordonnée x. La première d’entre elles est 
déterminée par l'équation de Schrôdinger du mouvement libre, et 
la seconde par l'équation de Schrôdinger à une dimension 


+ [EU (5)] Ÿ=0. (21,1) 


À une équation à une dimension de ce genre se ramène aussi, évi- 
demment, le problème du mouvement dans un champ d'énergie 
potentielle U (x, y, 2 =U,(x)+U,(y)+U,(z) se décomposant en 
la somme de fonctions dépendant chacune d’une seule coordonnée. 
Nous examinerons plusieurs exemples concrets de mouvement «à une 
dimension» de ce genre aux $ 22, 23, 24. Nous expliciterons ici 
préalablement quelques-unes de ses propriétés générales. 

En premier lieu, montrons que dans le problème à une dimen- 
sion tous les niveaux énergétiques du spectre discret sont non dégé- 


$ 21] PROPRIÊTES GÊÉNÉRALES DU MOUVEMENT À UNE DIMENSION 77 


nérés. À cet effet, supposons le contraire, et soient , et w, deux 
fonctions propres différentes correspondant à une seule et même 
valeur de l'énergie. Puisqu'elles satisfont toutes deux à la même 
équation (21,1), on a: 


Dm y pd 
ÿW À? ( Ÿs ” 


ou Wdip;—"%:9, =0 (la dérivation porte sur x). Intégrant cette rela- 
tion, on trouve: 


Vi Pa — is = const. (21,2) 


Puisqu'à l'infini p,=1#,=0, la constante doit être nulle, de sorte 
que 


Papi — hi =0, 


ou ;/Ÿ, =1;/+.. Intégrant encore une fois, on obtient 1, = const -,, 
c'est-à-dire que les deux fonctions coïncident virtuellement. 

Le théorème suivant (dit d’oscillations) peut être énoncé à pro- 
pos des fonctions d'onde w,(x) du spectre discret: la fonction 
v, (x) correspondant à la (7 + 1)-ième (quant à la grandeur) valeur 
propre E, s’annule n fois (pour des x finis). 

Nous admettrons que la fonction U (x) tend lorsque x —+ +oo 
vers des limites finies (mais sans être nullement monotone). Nous 
prendrons la limite U (+ œ) pour origine des valeurs de l'énergie 
[c'est-à-dire que nous poserons U(+o)=—0], nous désignerons 
Ü (— oo) par U, et nous supposerons U, > 0. Le spectre discret se 
situe dans un intervalle de valeurs de l’énergie tel que la particule 
ne peut s'échapper à l'infini; pour cela l'énergie doit être inférieure 
à ces deux limites U (+ œ), c’est-à-dire qu’elle doit être négative: 


E <0, (21,3) 


et, en outre, on aura de toute façon E > U,,,, c’est-à-dire que la 
fonction U (x) aura au moins un minimum avec U,4, < 0. 
Considérons à présent l'intervalle des valeurs positives de l’éner- 
gie inférieures à U, : 
O<E<U,. (21,4) 


Dans cet intervalle le spectre est continu et le mouvement de la 
particule dans les états stationnaires correspondants est infini, la 
particule s'échappant vers x = + oo. Il est facile de voir que toutes 
les valeurs propres de l’énergie dans cette partie du spectre sont 
également non dégénérées. On remarquera, à cet effet, qu'il suffi- 
sait dans la démonstration ci-dessus (pour le spectre discret) que 


L Si la particule est limitée à un segment fini de l'axe des x, il conviendra 
de parler des zéros de 1, (x) dans ce segment. 
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les fonctions 1, et #, s’annulent à l’un quelconque des infinis 
(dans le cas donné elles s’annulent pour x —»— c). 

Pour les x positifs suffisamment grands, on peut négliger U (x) 
dans l'équation de Schrôdinger (21,1): 


LÀ 2 
Cette équation a des solutions réelles de la forme onde plane sta- 
tionnaire : 
y=acos (kx + 6), (21,5) 


où a, ô sont des constantes et le «vecteur d'ondes k=p/h=— 
=V9mEfh. Cette formule définit la forme asymptotique (pour 
X—+ +) des fonctions d'onde des niveaux d’énergie non dégéné- 
rés dans l'intervalle (21,4) du spectre continu. Pour les grandes 
valeurs négatives l’équation de Schrôdinger s'écrit 


» 2m 
V7 (Wo—E)Ÿ=0. 
La solution non infinie pour x—+—o est 


p=be", “= +" 2m(U,—E). (21,6) 


Telle est la forme asymptotique de la fonction d'onde lorsque 
X—+—o. De sorte que la fonction d'onde s’amortit exponentielle- 
ment lorsqu'on s'enfonce dans la région E < U. 

Enfin, lorsque 


E>U, (21,7) 


le spectre est continu et le mouvement infini dans les deux sens. 
Dans cette région du spectre tous les niveaux sont doublement 
dégénérés. Cela résulte du fait que les fonctions d'onde correspon- 
dantes sont déterminées par l'équation du second ordre (21,1), les 
deux solutions indépendantes de cette équation satisfaisant aux 
conditions requises à l'infini (alors que, par exemple, dans le cas 
précédent une des solutions tendait vers l’infini lorsque x—+ — 0 
et devait donc être rejetée). La forme asymptotique de la fonction 
d'onde pour x—+ +oo est 


p=aex + ae-tk (21,8) 


et d’une manière analogue pour x—+—oo. Le terme contenant 
e*#* correspond à une particule se mouvant vers la droite, et le 
terme contenant e-*#* à une particule se mouvant vers la gauche. 

Supposons que la fonction U (x) soit paire [U(—x) =U (x)]. 
Alors l'équation de Schrôdinger (21,1) n'est pas altérée quand on 
change le signe de la coordonnée. Partant, si (x) est une solution 
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de cette équation, #(—x) en sera également une et elle coïncidera 
avec (x) à un facteur constant près: #(—x)—=cp(x). Changeant 
encore une fois le signe de x, on obtient 1#(x)—=c#p(x), d'où 
c—+l. Ainsi donc, lorsque l'énergie potentielle est symétrique 
(par rapport au point x=—0) les fonctions d'onde des états station- 
naires sont ou bien paires [ÿb(—x)="#(x)], ou bien impaires 
[p(—x) = —1#ÿ(x)]'. En particulier, la fonction d’onde de l'état 
fondamental est paire: en effet, elle ne peut avoir de nœuds, et 
une NO 0] impaire s’annule toujours pour x—0 [1 (0) = 
= — (0) =0]. 

Il existe un procédé simple de normalisation des fonctions d'onde 
du mouvement à une dimension (dans le spectre continu) permettant 
de déterminer le coefficient de normalisation directement en fonc- 
tion de l'expression asymptotique de la fonction d'onde pour les 
grandes valeurs de |x|. 

Considérons la fonction d'onde d’un mouvement infini unilaté- 
ralement (x—+ + co). 

L'intégrale normalisante diverge lorsque x—+oo (lorsque x — 
——co la fonction s’amortit exponentiellement, de sorte que 
l'intégrale converge rapidement). Par conséquent, déterminant la 
constante de normalisation, on peut remplacer 1 par sa valeur 
asymptotique (pour les grands x > 0) et intégrer en prenant pour 
limite inférieure n'importe quel x fini, disons zéro; ceci revient à 
négliger une quantité finie en comparaison d’une quantité infiniment 
grande. Montrons que la fonction d'onde normalisée par la condition 


[she dx = 8 (EE) = 2086 (p—p'), (21,9) 
(pest l'impulsion de la particule à l’infini) doit avoir une expression 
asymptotique de la forme (21,5) avec a=V9rh, c'est-à-dire 

Ÿ & 2 cos (kx + 8) — ef +0) + pt xt bn, (21,10) 


Puisque nous n’avons pas l’intention de vérifier l’orthogonalité 
des fonctions correspondant à différents p, substituant les fonctions 
(21,10) dans l'intégrale normalisante nous supposerons les impul- 
sions p et p’ arbitrairement voisines; aussi peut-on poser ô — 6’ 
(6 est, en général, fonction de p). Puis, nous ne retiendrons sous 
le signe somme que les termes qui divergent lorsque p=—p’: en 


! On suppose dans ce raisonnement que l'état stationnaire est non dégénéré, 
c'est-à-dire non infini dans les deux sens. Dans le cas contraire, lors du chan- 
gement du signe de x deux fonctions d’onde relatives au niveau d'énergie donné 
pourraient se transformer entre elles. Mais alors, bien que les fonctions d'onde 
des états stationnaires ne soient pas forcément paires ou impaires, elles peuvent 
toujours être rendues telles (par un choix adéquat des combinaisons linéaires des 
fonctions initiales). 
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d’autres termes, nous omettrons les termes contenant les facteurs 
ettatkx ]] vient ainsi : 


Gébedr= Fau-meget (esu-megxe(aru-nide, 
Ù [) —® 


ce qui, en vertu de (15,7), coïncide avec (21,9). 
Le passage à la normalisation à la fonction ô de l'énergie se 
fait, d’après (5,14), en multipliant 4, par 


(er) )F= bee 
dE V'onho 


v étant la vitesse de la particule à l'infini. Ainsi donc, 


Ve Ve ae (eus). (21,11) 
V U U 


Notons que la densité de courant dans chacune des deux ondes 
progressives en lesquelles se divise l’onde stationnaire (21,t1) vaut 
1/2xh. Par conséquent, on peut formuler la règle suivante pour la 
normalisation de la fonction d’onde du mouvement infini d’un côté 
à la fonction &ô de l'énergie: mettant l'expression asymptotique 
de la fonction d'onde sous la forme de la somme de deux ondes 
planes courant en sens inverses, il faut choisir le coefficient de 
normalisation de sorte que la densité du courant dans l’onde courant 
dans la direction de l’origine des coordonnées (ou fuyant l’origine) 
soit égale à l1/2xh. 

On peut obtenir de la même façon une règle analogue pour la 
normalisation des fonctions d'onde du mouvement infini dans les 
deux sens. La fonction d'onde sera normalisée à la fonction 6 de 
l'énergie si la somme des courants dans les ondes convergeant de 
part et d'autre vers l'origine sur l’axe des x est égale à 1/2xñ. 
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A titre d'exemple simple de mouvement à une dimension, con- 
sidérons le mouvement dans un puits de potentiel carré: dans un 
champ dont la fonction U (x) est représentée sur la fig. 1: U(x) —0 
pour 0<x<a,U(x)=U, pour x <0, x> a. Il est évident a prio- 
ri que le spectre est discret pour E < U, et qu'on a pour E > U, 
un spectre continu de niveaux doublement dégénérés. 

Dans la région 0 < x < a on a l'équation de Schrôdinger 


+ TE=0 (22,1) 
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(dérivation par rapport à x), et en dehors du puits: 
LA 2m 
W'+ (EU) p=0. (22,2) 


Pour x=0, a les solutions de ces équations doivent se transformer 
l’une dans l’autre continüment et à dérivée continue, et pour 
x=—+o la solution de l'équation (22,2) doit rester finie (pour le 
spectre discret, E < U,, elle doit s’annuler). 


U(z) 


ü 


a z 
Fig. 1 


Pour E <U,, la solution de l'équation (22,2) s'annulant à l’in- 
fini est 


p=const-eF#, x — <V 2m(U,—E) (22,3) 


(les signes —et + dans l’exposant se rapportent, respectivement, aux 
régions x > a et x< 0). La probabilité de présence |#ÿ/[? de la par- 
ticule décroît exponentiellement à l'intérieur de la région où 
E <U(x). Au lieu de la continuité de 1 et ÿ’ à la frontière du 
puits, il est commode d'exiger la continuité de # et de la dérivée 
logarithmique +’/p. Eu égard à (22,3), on obtient la condition aux 
limites sous la forme : 

Ÿ _ 

Ÿ = FX. (22,4) 
Nous ne nous attarderons pas ici sur la question de la détermi- 
nation des niveaux d'énergie dans un puits de profondeur quelcon- 
que U, (voir prob. 2) et nous n’examinerons intégralement que le cas 
limite des parois infiniment hautes (U, — oo). 

Pour U,= le mouvement est limité au segment x=0, a et, 

comme il a été dit au $ 18, la condition aux limites en ces points est 


p=0. (22,5) 


[11 est facile de voir que cette condition se déduit également de 
la condition générale (22,4). En effet, pour U,—o on a aussi 
#%—+ 00, et donc #’/p—+; comme Ÿ’ ne peut devenir infinie, il 
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en résulte que —0.] Cherchons la solution de l'équation (22,1) 
dans le puits sous la forme : 
p=csin(kx+6), k= 


2m 


h 


La condition ÿ—=0 pour x=0 donne ô=0, après quoi cette même 
condition pour x=a donne sin ka=0, d’où ka=nx (n prenant des 
valeurs entières positives à partir de l’unitè:) ou 


là 


(22,6) 


n°, n=1,2, 3, .… (22,7) 


Ceci détermine les niveaux d'énergie de la particule dans le puits 
de potentiel. Les fonctions d'onde normalisées des états stationnai- 
res sont : 


Ÿ, = V Z sin x. (22,8) 


À partir de ces résultats, on peut immédiatement écrire les ni- 
veaux d'énergie pour une particule dans un puits de potentiel carré, 
c'est-à-dire pour le mouvement à trois dimensions dans un champ 
d'énergie potentielle U =0 pour 0<x <a, 0<y<b, 0O<z<c 
et U— en dehors de cette région. À savoir, ces niveaux sont 
représentés par les sommes 


En, = (B+8+5) y nu n=1l, 2, 3, ...), (22,9) 


et les fonctions d'onde correspondantes par les produits 


8 ._ nn : _JUe .__ nn 
Vainn, = V sin x-sin-#y-sin 2. (22,10) 


Notons que l'énergie de l’état fondamental est, en vertu de 
(22,7) ou (22,9), E, — h*/ml?, L étant la dimension linéaire de la 
région où se meut la particule. Ce résultat est conforme aux rela- 
tions d'incertitude : lorsque l'incertitude de la coordonnée est — {, 
l'incertitude sur l'impulsion, et avec elle l'ordre de grandeur de 
l’im ulsion elle-même, est—h/l; l'énergie correspondante est 
- (R/l)/m. 


Problèmes 
1. Déterminer la distribution de la probabilité des diverses valeurs de 


l'impulsion pour l'état normal d'une particule se trouvant dans un puits de 
potentiel carré infiniment profond. 


1 Pour n=0 on obtiendrait identiquement #=0. 
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Solution. Les coefficients a(p) du développement de la fonction 
(22,8) en fonctions propres de l'impulsion sont : 


aw= [ve dx= VEÎ sin (£ x) e tPxlh dr, 
ù 


Calculant l'intégrale et prenant le carré de son module, on obtient la distribution 
des probabilités cherchée : 
3 
DOG he A dp. 


2. Déterminer les niveaux d'énergie pour le puits de potentiel représenté 
sur la fig. 2. 


Solution. Le spectre d'énergie E < U; envisagé est discret. Dans la 
région x < 0 la fonction d'onde est 


p=aets, HET Y 2m(U1—E), 
et dans la région x > a 

p=ce"*, MST V 2m(U:—E). 
Dans le puits (0 < x < a), nous chercherons w# sous la forme 


p=csin(er+o, k= + 
La condition de continuité de w’/ sur les frontières du puits donne les 
équations : 


kctgô=%= Fe Ua ht; kctg(ak+8)=—%=— | Vi, 


ou 
sin Ô = F5 , Sin(ka+6 À. 
Eliminant Ô, on obtient l'équation transcendante 
kRa=nn—arcsin “hi — arcsin “h * (1) 
V2mU; V2mU, 


(où n—1, 2, 3, ...et où les valeurs de arcsin sont prises entre O et x/2), 
dont les racines déterminent les niveaux d'énergie E—k*h2/2m. On a en géné- 
ral pour chaque n une racine; les valeurs de ñn numérotent les énergies par 
ordre croissant. 

Comme l'argument de arcsin ne peut dépasser 1, il est clair que les valeurs 
de & sont exclusivement comprises dans l'intervalle entre 0 et W2mU,/h. Le 
premier membre de l'équation (1) est une fonction monotone croissante de k, 
et le second membre une fonction monotone décroissante. Aussi l'existence 
d'une racine de l'équation (1) exige-t-elle que pour &k= V2mUi/h le second 
membre soit inférieur au premier. En particulier, l'inégalité 


a + = D —arcsin VV ; 2 
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déduite en faisant n—=1 est la condition qu'il existe dans le puits au moins 
un niveau d'énergie. On voit qu'il existe toujours pour les VU, # U, données 
des valeurs suffisamment petites de la jarpeu a du puis pour lesquelles on 
n’a plus un seul niveau d'énergie discret. Pour U,=Ü;, la condition (2) est, 
évidemment, toujours réalisée. 


U(z) 


Fig. 2 


Pour U;=U;,umU, (puits symétrique) l'équation (1) se réduit à 


arcsin _hk __nn—ka (3) 
V?mUs 2 
Introduisant la variable £—ka/2, on obtient pour n impair l'équation 
k VE 
COS HV, Y=— CT (4) 


seules étant retenues les racines de cette équation telles que tg E > 0. 
Pour n pair on obtient l'équation 


sin£= + YyÉ, (5) 


seules étant retenues les racines telles que tg£ < 0. En fonction des racines 
de ces deux équations se déterminent les niveaux d'énergie E—2*h2/mat, 
le nombre de niveaux est (pour y # 0) fini. 

Notamment, dans le cas d'un puits non profond, pour lequel U, << h?/maî, 
on a y 1 et l'équation (5) n’a aucune racine. L'équation (4), elle, a une racine 


(le second membre étant affecté du signe plus) égale à £ = + (Gi . Par 
conséquent, on a dans le puits un seul niveau d'énergie 


2 
E 2 Vo Er Uë, 


h 
situé au voisinage du «haut ». 

3. Déterminer la pression exercée sur les parois d'un puits de potentiel 
carré par la particule qui s’y trouve. 

Solution. La force agissant sur la paroi perpendiculairement à l'axe 
des x est la valeur moyenne de la dérivée — 0H/da de la fonction d'Hamilton 
de la particule par rapport à la longueur du puits le long de l'axe des x; la 
pression s'obtient en divisant cette force par l'aire bc de la paroi. Conformément 
à la formule (11,16), la valeur moyenne cherchée s'obtient en dérivant la valeur 
propre de l'énergie (22,9). On obtient en définitive la pression 


ah? 2 
pa) = e 
masbe "1 
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$ 23. Oscillateur linéaire 


Considérons une particule accomplissant de petites oscillations 
à une dimension (oscillateur linéaire). L'énergie potentielle d’une 
telle particule est mw?x?/2, © étant.en mécanique classique la fré- 
quence propre des oscillations. Ceci étant, l’hamiltonien de 
l'oscillateur est 
= 3 2%73 
= +. (23,1) 
L'énergie potentielle devenant infinie pour x= + o, la particule 
ne peut accomplir qu’un mouvement fini. De ce fait le spectre 
énergétique tout entier de l’oscillateur sera discret. 
Déterminons les niveaux d'énergie de l’oscillateur au moyen de 
la méthode matricielle:. Nous partirons des équations du mouve- 
ment sous la forme (19,3); elles donnent dans le cas présent : 


++ ox =0. (23,2) 
La transcription matricielle de cette équation est : 


(Xhan + Xmn = 0. 


Nous avons, en vertu de (11,8), pour les éléments matriciels de 
l'accélération 


(X)æn = iO mn (X)n = — OhnXan 
Aussi obtient-on : 
(ha — &?) Xnn = 0. 

Ce qui prouve que tous les éléments matriciels x, sont nuls, hormis 
ceux pour lesquels w,, = + ©. Numérotons tous les états stationnai- 
res de sorte que les fréquences +w correspondent aux passages 
n—+nT% 1, à Savoir @a, »71 —+0@. Alors, seuls ne seront pas nuls 
les éléments matriciels xXu, 141- 

Nous supposerons les fonctions d’onde +, choisies réelles. Puisque 
x est une quantité positive, il en sera de même de tous les éléments 
matriciels x... La condition d’hermiticité (11,10) entraîne à présent 
que la matrice x,,, est symétrique: x, =X;n: 

Pour calculer les éléments matriciels non nuls de la coordonnée, 
utilisons la règle de commutation 


CS ES 
ES 


XX —Xx=—i : 
m 
en l’écrivant sous la forme matricielle 
: 3 ik 
(XX)an — (XX)an mi un 


1 Ceci a été fait par Heisenberg en 1925, avant que Schrôdinger eût: décou- 
vert l'équation d'onde. 
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A l’aide de la règle de multiplication des matrices (11,12), on en 
déduit pour m=n 


; : .h 
l >> (OX nX in — X a inX in) = 2i > OuXn =—t n° 
l l 


Seuls ne sont pas nuls dans cette somme les termes dont {=n+l, 
de sorte qu’on obtient : 


CAN LE CAR LEE (23,3) 


On déduit de cette égalité que les quantités (x,,:1,,)° forment 
une progression arithmétique supérieurement illimitée, mais limitée 
à coup sûr inférieurement, puisqu'elle ne contient que des termes 
positifs. Puisque, pour l'instant, nous n'avons établi que 
l'ordre relatif des numéros des états 7 et non pas leurs valeurs 
absolues, on peut choisir arbitrairement la valeur de n correspondant 
au premier état de l’oscillateur: à l’état normal. Soit zéro cette 
valeur. Ceci étant, le terme x,, -, sera identiquement nul, et l’ap- 
plication successive des équations (23,3) avec n—0, 1, ... conduit 
au résultat se 


(xa, n-1) = 2mo ‘ 


De la sorte, on obtient en définitive l'expression suivante pour les 
éléments matriciels non nuls de la coordonnée: : 


=.) LES (23,4) 


La matrice de l'opérateur À est diagonale et les éléments matri- 
ciels H,, sont les valeurs propres cherchées de l’énergie E, de l’oscil- 
lateur. Nous écrirons pour les calculer : 


He = E, =+ [(Xt)un + w? (X?)vn] = 


x 


n,n=1 


[ _ ion netin + 8! À Kart] = 
2 ("+ om)xé. 
Dans la somme sur les / seuls ne sont pas nuls les termes dont 
l=n+ 1; substituant (23,4), il vient : 
Ex=(n +3 )he, n=0, 1, 2, .… (23,5) 


1 Nous choisissons les phases indéterminées &, (voir le renvoi de la page 44) 
de manière que dans tous les éléments matriciels (23,4) le radical soit affecté 
du signe “+. Ce choix est toujours possible pour une matrice dont seuls ne sont 
pas nuls les éléments des passages entre états de numéros voisins. 
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Par conséquent, les niveaux d'énergie de l’oscillateur sont sépa- 
rés par des intervalles égaux fw. L'énergie de l’état normal (7 —0) 
est égale à Aw/2; soulignons qu'elle n’est pas nulle. 

On peut retrouver le résultat (23,5) en résolvant l'équation de 
Schrôdinger. Cette équation s’écrit pour l’oscillateur 


dhp , 2m moix\ 
+ (EURE) p 0. (23,6) 
Il est commode d'introduire ici au lieu de la coordonnée x la 
variable sans dimension E définie comme suit : 


=] [ x. (23,7) 


On obtient alors l'équation 


v'+(r—E)v=0 (23,8) 


ge. 7 + 


l'équation ÿ"—E#p admet pour intégrales asymptotiques 4 —e+t"/2 
(on obtient effectivement en dérivant cette fonction, les termes 
d'ordre inférieur en E étant omis, #”—E£E2#p). Puisque la fonction 
d’onde doit rester finie lorsque È=+ oo, c'est le signe moins 
qu'on retiendra dans l’exposant. Ceci étant, il est naturel de faire 
dans l’équation (23,8) la substitution 


p=er t/2y (6). (23,9) 


On obtient l'équation suivante portant sur la fonction %(£) (nous 
introduisons la notation 2ÆE/hw—1—92n; comme on sait a priori 
que E > 0, on a n>—1/2): 


x —2Ex" +2nx =0, (23,10) 


la fonction x devant être finie pour tous les E finis, et pour E— oo 
elle ne doit pas croître plus vite qu’une puissance finie de E (de 
sorte que la fonction  s’annule). 

Des solutions de ce genre de l'équation (23,10) n'existent que 
pour des n entiers positifs (y compris zéro) (voir $ a, compléments 
mathématiques) ; ceci donne pour l'énergie les valeurs propres (23,5) 
déjà connues. Les solutions de l'équation (23,10) correspondant à 
divers n entiers sont: y=—const-H,(E), où les H,(£), qui sont des 
polynômes de degré n en E appelés polynômes d'Hermite, sont 
donnés par la formule 
net 
HE = (I Le 


de" * 


(23,11) 
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Déterminant la constante de manière que les 1, satisfassent à la 
condition de normalisation 


Code, 


on obtient [voir (a, 7)] 


see (2e) TH a: VÀ). (23,12) 


Ainsi donc, on a la fonction d'onde de l'état normal 


da x 
RO=(E) "Te (23,13) 
Comme il se doit, elle n’a pas de zéro pour les x finis. 
+o 
Calculant les intégrales \ V,VËdE, on peut déterminer les élé- 


ments matriciels de la coordonnée; il va de soi qu'on retrouvera 
par ce calcul les mêmes valeurs (23,4). 

En conclusion, indiquons comment on peut calculer les fonctions 
d'onde +, par la méthode matricielle. Remarquons que dans les 


matrices des opérateurs x + iwx seuls ne sont pas nuls les éléments 


(X—iox),_, ,=—(X+ i0x),, = —i V 2e . (23,14) 


Partant de la formule générale (11,11) et an compte que 
%-,=0, on conclut que 


(X—iwx) Vo= =(. 


Après avoir substitué l'expression x=—i rs on en déduit 
l'équation 

do __ __mw 

& = ñ XVŸor 


dont la solution normalisée est (23,13). Puis, étant donné que 


GE + i0E) Ps = (+ 0x), 1 a = ET 
on obtient la formule de récurrence 
m 


Ma (rte) a ( are} 


=— en Let ), 


TE 
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qui, appliquée n fois à la fonction (23,13), conduit à l'expression 
(23,12) des fonctions normalisées 1. 


Problèmes 


1. Déterminer la distribution des probabilités des diverses valeurs de l’im- 
pulsion d'un oscillateur. 

Solution. Au lieu de développer la fonction d'onde de l'état stationnaire 
en fonctions propres de l'impulsion, il est plus simple dans le cas de l'oscilla- 
teur de partir directement de l'équation de Schrôdinger dans la représentation 
d'impulsion. Substituant dans (23,1) l'opérateur de la coordonnée (15,12) 


2=ihd/dp, on obtient l'hamiltonien dans la représentation d'impulsion : 
5 _ P? mo’h? d2 


L'équation de Schrôdinger correspondante Âa (p)=Ea(p) de la fonction d'onde 
a (p) dans la représentation d'impulsion est 
da(p), _2 _f[}_P? = 
dpi —(E me) U=0. 


Cette équation étant en tout point identique à l'équation (23,6), on peut écrire 
d'emblée ses solutions par analogie avec (23,12). La distribution des probabi- 
lités cherchée a donc la forme: 


1 —p'/moh P 
 ——— 7 PO pe Ci 
21h nn V amoñ V moh 
2. Trouver la borne inférieure des valeurs possibles de l'énergie d'un oscilla- 
teur à l’aide des relations d'incertitude (16,7). 
Solution. Notant que x?=x?+ (ôx)?, p?=p?+(ôp)? et utilisant (16,7), on 
a pour la valeur moyenne de l'énergie de l'oscillateur : 
= _ mot, pi. mot, ,, 1 ,- moths | (Gp) 
ET te ORNE sit 2m 
Trouvant la valeur minimum de cette expression (en tant que fonction de &p), 
on déduit la limite Le A de ces moyennes, et donc de toutes les valeurs 
possibles de l'énergie: E > hw/2. 

Trouver les fonctions d'onde des états d’un oscillateur linéaire qui mi- 
nimisent la relation d'incertitude, c'est-à-dire des états où les fluctuations qua- 
dratiques moyennes de la D re et de l’impulsion dans un paquet d'ondes 
sont liées par l'égalité 6p ôx—h/2 (E. Schrôdinger, 1926) 1. 

Solution. Les fonctions d'onde cherchées doivent être de la forme 


1 
Pr t)=—— ex —iq({ 
GOT P{ Ras ). (1) 
Leur dépendance des coordonnées à chaque instant donné correspond à la formule 


(16,8), x=x({) et p=p(t)=mx(t) étant les valeurs moyennes de la coordonnée 
et de l'impulsion ; en vertu de (19,3), pour l'oscillateur linéaire (U = mwx3/2) 


on a p=— mux, et donc pour les valeurs moyennes: p=— mw’x, ou 


ipx (x—x)t 


x+0%—0, (2) 
1 Ces états sont dits cohérents. 
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c'est-à-dire que la fonction x({) satisfait à l'équation classique du mouvement. 


Le coefficient constant dans (1) est déterminé par la condition de normalisation 
© 


\ |[Wffdx=1; outre ce facteur, Ÿ peut encore contenir un facteur de phase 


dépendant du temps œ(f). La constante ôx et la fonction q(f) inconnues se 
déterminent en substituant (1) dans l'équation d'onde 


h3 01Y | mix? + OY 
nant 2 bg 
Compte tenu de (2), la substitution donne : 


Ss —3 
x?  —\ /m'owt 1 mèx x 1 m : 
(3-2) (GE -ran)+ LE -rrrs 260] ch 
On déduit de là (6xj?=A/2mw, et puis 
: : L.22 
PR a )+S. rte. 
Ainsi donc, en définitive : 


Y(x, 1)= ()"" se? {ie _met 2" exp {Si 6) 


Lorsque x—0, p—0 cette fonction se réduit à p(x)e”“®/3, qui est la fonction 
d'onde de l'état fondamental de l'oscillateur. 
Energie moyenne de l’oscillateur dans l’état cohérent : 


= HE pt x? = 
E = he pp 1e = kw (+3) 3 (4) 


la quantité n introduite ici est le cnombre de quanta» moyen wo dans l'état 
donné. On voit que l'état cohérent est complètement déterminé par la donnée 


de telle ou telle dépendance x({) satisfaisant à l'équation classique (2). Sous 
la forme générale, cette dépendance peut s'écrire 


mox + ip 

V'2mho 

La fonction (3) peut être développée en fonctions d'onde des états station- 
naires de l’oscillateur : 


=ae-ivt, |a[*=n. (5) 


l'E ÿ ann Pat 1) =%Ÿn Go exp { — i( ntz jet}. 


n=0 


Coefficients de ce développement ! : 


a= Î Ya Ydx. (6) 


1 Comparer avec les calculs du problème 1 $ 41. 
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D'où la probabilité de trouver l'oscillateur dans le n-ième état : 


2e 
wa= fan let [y] 


ce qui montre qu'elle est donnée par la distribution de Poisson. 
4. Déterminer les niveaux d'énergie d’une particule en mouvement dans un 
champ d'énergie potentielle 
U (x) = À (e—2ax — 2e-ax) 
(fig. 3; Ph. Morse). 
Solution. Le spectre des valeurs propres positives de l'énergie est continu 
(et les niveaux ne sont pas dégénérés) et celui des valeurs négatives discret. 


U(z) 


“À 
Fig. 3 


L'équation de Schrôdinger stipule : 
dp , 2m 
LT (E — Ae-tax + 92 4e- =0. 
a + TA + x) p 


Introduisons la nouvelle variable 


e=2 VInA or 


= ———— € 
ah 
(paroRraos les valeurs de 0 a œ) et les notations (on envisage le spectre discret, 


e sorte que E < 0) 
Y —2mE V2mA (+3) 
5j: 


S= n= 


ch ah 
Alors l'équation de Schrôdinger prend la forme: 
A 1 on+s+i/2 os? 
USE 22 Qu mme sms) Le 
Lorsque È —+ « la fonction 1h se conduit asymptotiquement comme e* V3, et pour 


£ — 0, elle est proportionnelle à E£%. Pour qu'elle reste finie, on retiendra la 
solution se comportant comme e7Ÿ3 lorsque £ —+ œ et comme ES lorsque E —+ 0. 


Par la substitution 
p=e"Ÿ3 Po () 


on obtient pour w l'équation 
Eu" + (25+1—E w'+nw=0, (2) 


qui doit être résolue sous les conditions: w est finie pour E=—0, et lorsque 


(1) 
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—+ oo w tend vers l'infini pe s plus vite qu'une puissance finie de £. L'équation 


2) est celle de la fonction hypergéométrique dégénérée (voir $ d, compléments 
mathématiques) 


æ—=F(—n, 2s+1, E). 


La solution satisfaisant à la condition donnée s'obtient pour n entier non né- 
gatif (la fonction F se réduisant à un polynôme). Conformément aux définitions (1), 
on obtient, par conséquent, pour les niveaux d'énergie les valeurs 


œh 1\72 
cEssA li (a 2) | 
S | Vana | "T2 | 
n prenant des valeurs entières positives à partir de zéro jusqu'à la valeur pour 


laquelle on a encore 
V 2mA 
ah 


(de sorte que le paramètre s est, d’après sa définition, positif). De la sorte, 
le spectre discret contient une série limitée de niveaux. Si 


> 4% 


on n’a plus de spectre discret. 


= Vo 
5. Même problème lorsque LEE PT (fig. 4). 


U(z) 


4 
Fig. 4 


Solution. Le spectre des énergies positives est continu, et celui des 
énergies négatives discret; considérons ce dernier. L’équation de Schrôdinger 


s'écrit 
te tar) ve 


Faisons le changement de variable E—th œx et introduisons les notations 


2IRE, es (+ sp (+ J/ 1480), 


on obtient : 
â[e-n$]+ [rente] vo 
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C'est là l'équation des fonctions de Legendre généralisées. Ramenons-la à la 
forme hypergéométrique en faisant la substitution 


p=(—57)"/0 ® 
et en changeant provisoirement de variable : TU—D=u: 
u(1—u)w"+(e+1)(1—21)æ" —(e—s) (e+s+1)w = 0. 
La solution finie pour E—1 (c'est-à-dire pour x= œ) est 
= (1—E)VF[e—s, e+s+1, e+1, (1—E)/2]. 
Afin que w reste aussi finie pour E——1 (c'est-à-dire pour x=— œ), on doit 
avoir e—s——n, où ñn—0, 1, 2, ... (alors F est un polynôme de degré n, fini 


lorsque E——1). h s : 
e la sorte, les niveaux d'énergie sont déterminés par la condition s—e=n, d'où 


ha? 8m, |? 
En [+20 + V +2 | 


On a un nombre fini de niveaux déterminé par la condition e > 0, c'est-à-dire 
quen<s. 


$ 24. Mouvement dans un champ uniforme 


Considérons le mouvement d’une particule dans un champ exté- 
rieur uniforme. Dirigeons l’axe des x suivant le champ, et soit F 
la force avec laquelle le champ sollicite la particule ; dans un champ 
électrique E cette force est F=eE, e étant la charge de la particule. 

L'énergie potentielle d'une particule dans un champ uniforme 
s'écrit U——Fx+const; choisissant la constante de sorte que 
U=0 pour x=0, il vient U——Fx. L'équation de Schrôdinger 
du problème envisagé a la forme 


D + (E+Fx)b=0. (24,1) 


Puisque U tend vers +o lorsque x—+—o et que U —+— 00 
lorsque x —++ 00, il est évident a priori que les niveaux d'énergie 
forment un spectre continu s'étalant sur tout l'intervalle des valeurs 
de —oo à <+oo. Toutes ces valeurs propres sont non dégénérées 
et correspondent à un mouvement fini du côté de x =— et infini 
dans la direction x—++ co. 

Introduisons au lieu de la coordonnée la variable sans dimension 


Enfer) (ER) (24,2) 
Alors l’équation (24,1) prend la forme 
Ÿ"+ Ep = 0. (24,3) 


Cette équation ne contient pas du tout le paramètre d'énergie. 
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Aussi, ayant obtenu sa solution satisfaisant aux conditions de fi- 
nitude requises, on a, par là même, la fonction propre pour des 
valeurs arbitraires de l'énergie. 

La solution de l'équation (24,3) finie pour tous les x a la forme 
(voir le $ b des compléments mathématiques) : 


où 


1 1° 
TE | cos ( 3 +u) du 
est ce qu’on appelle la fonction d'’Airy, et À un facteur normalisant 
que nous définirons plus bas. 
Lorsque Ë—+—o la fonction #(E) tend vers zéro exponentiel- 
lement. L'expression asymptotique de + (£) pour les grandes valeurs 
négatives de E a la forme [voir compléments (b, 4)]: 


D(E)=— 


2 3/2 
LA ll 
Pour les grandes valeurs positives de E l'expression asymptotique 
de #(£) est la suivante [voir (b, 5)]:: 


VO = sin (ras +4). (24,6) 


Conformément à la règle générale (5,4) de normalisation des 
fonctions propres du spectre continu, normalisons les fonctions (24,4) 
à la fonction 6 de l'énergie: 


(24,5) 


Û pŒ)V(E')dx 6 (E"—E). (24,7) 


Nous avons indiqué au $ 21 un procédé simple pour déterminer 
le coefficient normalisant au moyen de l’expression asymptotique 
des fonctions d’onde. Suivant ce procédé, représentons la fonction 
(24,6) par la somme de deux ondes courantes : 


PE) = ET {exp [: (£er_2)] + exp [—i ($er—2)] }. 


La densité du courant calculée pour chacun de ces deux termes est 
A \! ENST ER. (2hF)1/3 
(5) = VTE+F» Gr) = 4 En 


1 Anticipant, notons que les expressions asymptotiques (24,5) et (24,6) cor- 
respondent justement aux expressions quasi classiques de la fonction d'onde dans 
les domaines classiquement inaccessible et accessible ($ 47). 
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En l’égalant à 1/2xh, on obtient : 
(2m)? 
A == HEUs" (24,8) 


Problème 


1. Déterminer les fonctions d'onde dans la représentation d'implusion pour 
une paris dans un champ uniforme. 
olution. L’hamiltonien dans la représentation d'impulsion est 
PE hr À 
= ikF D 
de sorte que l'équation de Schrôdinger pour la fonction d'onde a (p) a la forme 


+ r da p° _ 
= RTE + (SE) a=0. 
Résolvant cette équation, on trouve les fonctions cherchées 


ape or fe (Eee). 


Ces fonctions sont normalisées par la condition 


+o 


Û az U) ag. )dp=6(E"—E). 


& 25. Coefficient de transmission 


Envisageons le mouvement de particules dans le champ repré- 
senté sur la fig. 5 du type suivant : U (x) est monotone croissante 
d'une limite constante (U—0 lorsque x—»—) à une autre 


Fig. 5 


(U =U, lorsque x—++ 0). Conformément à la mécanique classi- 
que, une particule d'énergie E < U, se mouvant dans un tel champ 
de gauche à droite est réfléchie par la barrière de potentiel à son 
impact et rebrousse chemin; mais si E > U,, la particule conti- 
nue sa progression à vitesse moindre. En mécanique quantique un 
phénomène nouveau apparaît: même lorsque E > U,, la particule 


96 ÉQUATION DE SCHRODINGER [CH. I 


peut être réfléchie par la barrière de potentiel. La probabilité de 
la réflexion doit être, en principe, calculée comme suit. 

Supposons que la particule se meuve de gauche à droite. Pour 
les grandes valeurs positives de x la fonction d'onde doit décrire 
la particule passant « par-dessus la barrière» et se mouvant dans le 
sens positif de l’axe des x, c'est-à-dire qu'elle doit avoir la forme 
asymptotique : 


lorsque x—oo: 4 Aeltsr, k,=+V2mtE—U,) (25,1) 


(A étant une constante). Trouvant la solution de l'équation de 
Schrôdinger satisfaisant à cette condition aux limites, nous calcu- 
lerons l’expression asymptotique lorsque x—— ; c’est une com- 
binaison linéaire de deux solutions de l'équation du mouvement 
libre, à savoir 


pour X—+—0co: pet Be-lu, k + V?mE. (25,2) 


Le premier terme correspond à la particule incidente (on sup- 
pose 1 normalisée de façon que le coefficient de ce terme soit 
égal à un), le second terme, lui, représente la particule réfléchie 
par la barrière. La densité du courant dans l'onde incidente est 
proportionnelle à k,, dans l’onde réfléchie à k,|B{|? et dans l'onde 
transmise à k,|A/'. Définissons le coefficient de transmission D 
de la particule comme le quotient de la densité du courant dans 
l'onde transmise par la densité du courant dans l’onde incidente : 


k 
D=] AP. (25,3) 


D'une manière analogue, on peut définir le coefficient de réflexion 
R comme le quotient de la densité du courant réfléchi au courant 
incident ; de toute évidence, R=1—D: 


R=IBP=1—#1AF (25,4) 


(cette relation entre À et B a lieu automatiquement). 

Si la particule se meut de gauche à droite avec l'énergie E<U,, 
alors À, est imaginaire pur, et la fonction d'onde s’amortit exponen- 
tiellement lorsque x — + oo. Le courant réfléchi est égal au courant 
incident, c’est-à-dire qu’il y a réflexion totale de la particule par la 
barrière de potentiel. Soulignons, toutefois, que dans ce cas aussi 
la probabilité de présence de la particule dans la région où EU 
n'est pas nulle, bien qu’elle s’amortisse rapidement lorsque x croît. 

Dans le cas général d’un état stationnaire arbitraire (d'énergie 
E > U,), l'expression asymptotique de la fonction d'onde est, pour 
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X—+—00 comme pour x—++o, la somme de deux ondes pro- 
gressant dans les deux sens de l'axe des x: 


p= Aselhix + Be-ilix pour x——00, 
p= Aethes + Beth Dour x —+ + 00. 


Puisque ces deux expressions sont des formes asymptotiques d’une 
seule et même solution d’équation différentielle linéaire, il existe 
entre les coefficients À,, B, et À4,, B, une relation linéaire. Soit 
A,=aA,+6B,, a, B étant des constantes (généralement complexes) 
dépendant de la forme concrète du champ U (x). On peut alors 
écrire une relation analogue pour B, en vertu de considérations sur 
la réalité de l'équation de Schrôdinger. Si + est solution de l'équa- 
tion de Schrôdinger donnée, la fonction complexe conjuguée ° 
est solution de cette même équation. La forme asymptotique 


p°= Aîe-thiz + Bielkiï pour x—+—00, 
y" — A$e-thex + Bieïkss pour X— + © 


(25,5) 


ne se distingue de (25,5) que par la désignation des coefficients 
constants; aussi a-t-on B;—aB; +BA; ou B,=a*B,+$*4,. De la 
sorte, les coefficients dans (25,5) sont liés entre eux par des rela- 
tions de la forme 


A,=aA,+BB, B,=$°A,+a*B. (25,6) 


La condition de constance du courant le long de l'axe des x 
conduit pour les coefficients dans (25,5) à la relation 


k, (| À; F—| B, F) = Rs (| À, P—| B, P). 


Exprimant ici 4,, B, en fonction de 4,, B, conformément à (25,6), 
il vient : 


laP—IBP= 52. (25,7) 


A l’aide des relations (25,6) on peut montrer que les coeffi- 
cients de réflexion sont les mêmes (pour une énergie donnée 
E> U,) pour des particules lancées dans le sens positif ou dans le 
sens négatif de l’axe des x. En effet, on a le premier cas en posant 
dans les fonctions (25,5) B,=0, alors B 1/4, =—B"°/a°. Dans le 
deuxième cas on pose A,=0, alors A./B, =Be*. Les coefficients 
de réflexion a ea : 


Rr.=|4. 
R,=|5: 


| : 


, , 


= _. 
d'où il est évident que R,=R.. 
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Problèmes 


1. Déterminer le coefficient de réflexion d'une particule par la barrière de 
potentiel carrée de la fig. 6; l'énergie de la particule E > Us. 

Solution. Dans toute la région x > 0 la fonction d'onde a la forme 
(25,1), et dans la région x < 0 la forme (25,2). Les constantes À et B sont dé- 


U(z) væ 
U 


2 a 
Fig. 6 Fig. 7 


terminées par la condition de continuité de w et db/dx pour x=0: 
1+B=A, k,(1—B)=h:A, 
d'où 
__ 2k; 
kitks” 


Le coefficient de réflexion (25,4) est 1 : 


R=(pe) (pp) : 
ki+ks P1+Ps 
Lorsque E = Us (43=0) R devient égal à un, et il s’annule lorsque E —+ «, 
comme (U,/4E}. 

2. Déterminer le coefficient de transmission d'une particule à travers la 
barrière de potentiel carrée de la fig. 7. 

Solution. Soit E > U, et supposons que la particule incidente se meuve 
de gauche à droite. On a alors pour la fonction d'onde dans les différentes 
régions des expressions de la forme : 


li ks 


B k 
Ri+ ks 


pour x < 0: p=dhz+ dell, 
pour O<x<a:  p=Betrr+B'e-ite, 
pour x > a: p= Ceitix 


(on n'aura du côté x > a qu'une onde transmise progressant dans le sens positif 
de l'axe des x). Les constantes À, B, B', C se déterminent par les conditions 
de continuité de + et db/dx aux points x=0, a. Le coefficient de transmission 


1 Dans le cas limite de la mécanique classique le coefficient de réflexion 
doit s'annuler. Or, l'expression déduite ne contient pas du tout de constante 
quantique. Cette contradiction apparente s'explique comme suit. Il correspond 
à la limite classique le cas où la lngieur d'onde broglienne de la particule 
À — h/p est petite en comparaison des dimensions caractéristiques du problème: 
c'est-à-dire en comparaison des distances sur lesquelles le champ U (x) varie 
sensiblement. Mais dans le cas schématique envisagé cette distance est nulle 
(au point x=—0), de sorte que le passage à la limite ne peut être réalisé. 
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est déterminé comme D=k,|C|?/k;=|C|?. Le calcul donne: 
D= ARîRS 
(&3— 25)" sin* ak, + 48483 


Lorsque E < U,, ks est purement imaginaire; les expressions correspondantes 
de D s'obtiennent en remplaçant k, par ixs, où ha=Y 2m (U,—E) : 


D this 
(eï+»3)" sh? ax, + 4kix? 
3. Déterminer le coefficient de réflexion d'une particule par une barrière 


de potentiel de formule 
U(H=UJ/(1+e7%*) - 


(fig. 5); l'énergie de la partiule E > U,. Le, 
Solution. L'équation de Schrôdinger stipule: 2 
dp 2m (s- Uo ) =0 . ce! 
PAS pee) = SLT 
Nous devons trouver la solution qui pour x —+ 0 a la forme: 
= const efkrr. 


Introduisons la nouvelle variable 
E=—e 
(allant de — o à 0) et cherchons la solution sous la forme : 


Ÿv= g71h/am (®), 


où w(E) tend vers une constante lorsque Ë —+0 (c'est-à-dire lorsque x —+ æ). 
On obtient pour w (€) une équation du type hypergéométrique : 


so—be+(1—%n) a De +- (De, 
ayant pour solution la fonction hypergéométrique 


were), te, — + à] 


(nous n'écrivons pas le facteur constant). Lorsque E —+0 cette fonction tend 
vers 1, c'est-à-dire qu'elle satisfait à la condition pee 

L'expression asymptotique de %p lorsque Ë—+— (c'est-à-dire que 
X—+— œ) est: 


pe ET [cs D TRE + ct it hd] = 
=(—1)7"/a [Cie + Ce thx], 


1 Voir la formule (e, 6), dont on ne retiendra que le premier terme du 
développement dans chacun des deux termes, c'est-à-dire qu'on remplacera les 
fonctions hypergéométriques de 1/z par l'unité. 


7. 
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r(—-£u) r(-Sm+) 


PE Cat) (EE te) 


œ 
r(Èn) r(—-£n+) 
r(+ (4) r(+M—k)+1) 


Le coefficient de réflexion cherché R=]C;/C;/*; le calcul au moyen de la 
formule connue : 


Ci = 


C,= 


Tr (x Tr 


conduit au résultat 
s 
sh À (k1— ka) 


sh + (+4) 
Lorsque E=U, (ks= 0) R devient l'unité, et tend vers zéro lorsque E —+ © 
suivant la formule 
4 V3TE 
R=(se)"am "eh é 
ch) E 


Lors du passage limite à la mécanique classique R s'annule, comme cela 
devait être. 


Ur) 
do 


Fig. 8 


4. Déterminer le coefficient de transmission d'une particule à travers une 
barrière de potentiel de formule 


Us 
ÿ = ro 
(fig. 8); l'énergie de la particule £ < U,. 

Solution. L'équation de Schrôdinger de ce problème se déduit de son 
homologue dans le problème 4, $ 23 en changeant le signe de U,, l'énergie E 
étant maintenant pp positive. 

On obtient par le même procédé la solution 


LL : 
vai) ere, st, 5, LS), w 
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où 
E=th ax, 


1 = 
k=+V2nE, 


1 ( 4 1-i) 
=—( 1: T0 |. 
: 2 + ah? 
Cette solution satisfait déjà à la condition: lorsque x —+ © [c'est-à-dire pour 
E—1, (1—E) & 2e-%] la fonction d'onde ne contient que l'onde transmise 
(—ekx). La forme asymptotique de la fonction d'onde pour x —+ — co (£—+ —1) 
sonne en transformant la fonction hypergéométrique à l'aide de la formule 
(e, 7): 
T'(ik/a) T'(1—ik/a) T'(—ik/a)T (1—ik/a) 
metre (ES Pr er PT SP oi Bt TER 
De ro TS TEa-)Tiatssn" 


Calculant le carré du module du rapport des coefficients dans cette formule, on 
obtient l'expression suivante du coefficient de transmission Dæ1—R: 


ak 
sh? — 
œ 8mU 
D = ——  ——————_—…— Ur —— < 1, 
sh? TE + cos? (= V 1-20) pa 
a 2 has 
ak 
sh? pétte 
D, pot Pl. > 1 
sh? zh pe (£ VE 1) ho 
a 2 has 


La première de ces formules se rapporte également au cas où U,<0, lorsque 
la particule passe non pas par-dessus une barrière, mais sur un puits de poten- 
tie. Il est digne d'intérêt qu'alors D=1 si 1+(8m| Uo|/hat)=(2n+ 1), 
c'est-à-dire que pour des valeurs déterminées de la profondeur du puits | U, | 
les particules passant sur le puits ne sont pes réfléchies. On le voit déjà de 
l'expression (2), où, pour s entier positif, le terme contenant e-{kx est absent. 


CHAPITRE IV 
MOMENT CINÉTIQUE 


$ 26. Moment cinétique 


Au 6 15, déduisant la loi de conservation de l'impulsion, nous 
avons utilisé l’homogénéité de l’espace vis-à-vis d’un système de 
particules fermé. Outre l’homogénéité, l’espace est également doué 
d'isotropie—toutes les directions y sont équivalentes. C'est pour- 
quoi l’hamiltonien du système fermé ne doit pas changer lorsque 
le système tout entier tourne d’un angle arbitraire autour d’un 
axe quelconque. Il suffit d'exiger l'observation de cette condition 
pour une rotation infiniment petite arbitraire. 

Soit 6 le vecteur d’une rotation infiniment petite, égal en 
grandeur à l'angle de rotation 6 et porté par l'axe de rotation. 
Les variations ôr, (des rayons vecteurs des particules r,) dans une 
telle rotation sont égales à : 


ôr, = ôpxr,. 


Une fonction arbitraire v#(r,, r,, ...) devient dans une telle 
transformation 


v(r.+0ôn, Fa + Ôrs a, .)= 
= (Ni Fo ee )+26rvb=v(r Far ce )+26pxre) VaŸ = 

= ( 1 +6p2rxv)v(n hrs) 

L'expression 
1+6p2rxV 
a 

est un opérateur de rotation infiniment petite. Le fait qu'une 
rotation infiniment petite n'altère pas l'hamiltonien du système 


s'exprime (cf. $ 15) en ce que l'opérateur de rotation commute 
avec l'opérateur H. Puisque ôg est un vecteur constant, cette 
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condition se réduit à la relation 
(Zrxv.) A—A(Zrxv.)=0 (26,1) 


exprimant une certaine loi de conservation. 

La grandeur dont la conservation pour un système fermé résulte 
de la propriété d’isotropie de l’espace est le moment cinétique du 
système (cf. I $ 9). Ainsi, l'opérateur Be XVe doit correspondre, 
à un facteur constant près, au moment cinétique total du système, 
et chaque terme r,xXV, de la somme, au moment cinétique d’une 
particule. 

Le coefficient de proportionnalité doit être égal à—i#; l’expres- 
sion de l'opérateur du moment de la particule—iñrxv=rxp 
correspond alors exactement à l'expression classique rXp. Désor- 
mais, nous nous servirons toujours du moment mesuré dans les 


unités %. Nous désignerons par Î l'opérateur du moment d'une 


particule ainsi défini, et par L le moment du système tout entier. 
Ainsi l'opérateur du moment d’une particule: 


Rl=rxp=—ihrxy (26,2) 
ou, en composantes : 
Rle=YP; —2py Rl,=2p,—xP,, À, = xp, —yp.. 

Pour un système situé dans un champ extérieur, le moment ciné- 
tique n'est pas conservé en général. Toutefois, le moment peut être 
conservé pour une symétrie déterminée du champ. Ainsi, si le 
système se trouve dans un champ central symétrique, toutes les 
directions issues du centre sont équivalentes, et le moment ciné- 
tique par rapport à ce centre est conservé. D'une manière analo- 
gue, dans un champ à symétrie axiale se conserve la composante 
du moment sur l’axe de symétrie. Toutes ces lois de conservation 
de la mécanique classique subsistent en mécanique quantique. 

Dans un système à moment non conservatif le moment n’a pas 
de valeurs déterminées dans les états stationnaires. 11 y a alors 
parfois intérêt à considérer la valeur moyenne du moment dans 
l'état stationnaire donné. Il est facile de voir que la valeur 
moyenne du moment est nulle dans n'importe quel état station- 
naire non dégénéré. En effet, lorsqu'on change le signe du temps 
l'énergie ne change pas, et comme il correspond un seul état sta- 
tionnaire à un niveau énergétique donné, il s'ensuit que l’état du 
système doit rester inchangé lorsqu'on remplace { par—f. Cela 
signifie que doivent aussi rester inchangées les valeurs moyennes 
de toutes les grandeurs, du moment en particulier. Or, lorsqu'on 
change le signe du temps le moment cinétique change de signe, et 


nous aurions L=——L; il en résulte que L=0. On arriverait au 
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même résultat en partant de la définition mathématique de la 
valeur moyenne L en tant qu'intégrale de w*Lw#. Les fonctions 
d'onde des états non dégénérés sont réelles (voir la fin du $ 18). 
Donc l'expression 


L=—it [y(Zrxv.)vas 


est imaginaire pure, et comme L doit être, bien entendu, une 
quantité réelle, il est clair que L=0. 

Etablissons les règles de commutation des opérateurs du mo- 
ment avec les opérateurs des coordonnées et des impulsions. On 
trouve facilement à l’aide des relations (16,2): 


{Le x}=0, {EL y} = iz, {Le 2} =— iy, 
fl, uh=0, {h,z=ix, fl, x}=—i2, (26,3) 
{l, 2=0, 4, xh=iy, {E, y} =—ix. 


Lie Le 2. seu = ; 
Ly—yle= + UP, —2p)y—Yy UP. —2P) 5 =— + {Py U}= ie. 


Toutes les relations (26,3) peuvent être recopiées sous forme 
tensorielle : 


{ls x =ienxe (26,4) 


où ex, est un tenseur antisymétrique unité du troisième ordre, et où 
il y a sommation sur les indices, dits « muets», se répétant deux fois. 

Il est facile de voir que des relations de commutation analo- 
gues ont lieu pour les opérateurs du moment et de l'impulsion: 


{Dr Pal = ler: (26,5) 


1 Le tenseur antisymétrique unité du troisième ordre e;e (appelé encore 
tenseur axial unité) se définit comme un tenseur antisymétrique par rapport à 
tous ses trois indices, et tel que e::3=1. 11 est évident que de ses com- 
posantes seules 6 ne sont pas nulles; ce sont celles dont les indices {, k, [ sont 
une permutation quelconque de 1, 2, 3. Alors les composantes sont égales à +1 
si les indices {, k, ! se déduisent de 1, 2, 3 par un nombre pair de transposi- 
tions (permutation de deux indices), et à—1 si l'on a un nombre impair de 
transpositions. Il est évident que 


ikrtihe = im  Etkteik =6. 


Les composantes du vecteur C—AXB, produit vectoriel de deux vecteurs 
A et B, peuvent être écrites au moyen du tenseur e/x, sous la forme 


Ci = eirrAxB4. 
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A l'aide de ces formules, on établit aisément les règles de com- 
mutation des opérateurs des composantes du moment. On a: 


ñ (CET) — De (zP.— xp.) —(P,—xp,)Î, = . 
=(Lz—2l,)p;—x(Lps Pile) =— iyp, + ixp, a ihl,. 
De sorte que 
{y £} = il, {le £} D il, {£ L} =il, (26,6) 
ou 
{lis Da} =ienil. (26,7) 
Des relations absolument identiques ont lieu pour les opérateurs Le 


1e £, du moment total du système. En effet, puisque les opérateurs 
dès moments des diverses particules commutent entre eux, on a, 
par exemple : 


Zi Dis — Dies Dioy = D Caytes —1, sley) = Das 
a a a a a 
Ainsi, 
{L, L}=il,, {L, L}=il, {L, L}=il,. (26,8) 
Les relations (26,8) prouvent que les trois composantes du mo- 
ment ne peuvent avoir simultanément des valeurs déterminées 
(sauf si toutes les trois composantes sont simultanément nulles — 
voir plus bas). Sous ce rapport le moment se distingue essentielle- 


ment de l’impulsion, dont les trois composantes sont simultanément 
mesurables. 


Formons à l'aide de La L,, ro l'opérateur du carré de la va- 
leur absolue du vecteur moment : 


L={i+li+ x. (26,9) 
Cet opérateur commute avec chacun des opérateurs L,, L; L,: 
{Lr, L,}=0, {Lr, L,}=0, {L?, L,}=0. (26,10) 
En effet, utilisant (26,8) on a, par exemple 
{L3, L;} =L,{L,, L}+4{L, L,} L,=—i(LL,+LE,), 
{Li Le} =i (LL, +L,L,), 
{L3, L,}=0. 
Ajoutant ces égalités, on obtient la dernière des relations (26,10). 
Au point de vue physique, les relations (26,10) expriment que 


le carré du moment (c'est-à-dire sa valeur absolue) peut avoir une 
valeur déterminée en même temps qu’une de ses composantes. 
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Au lieu des opérateurs L,, L,, il est souvent plus commode 
d'utiliser leurs combinaisons complexes 


L,=L,+il, L_=L,—il,. (26,11) 


Il est facile de s'assurer par un calcul direct à l'aide de (26,8) 
que ces combinaisons obéissent aux règles de commutation sui- 
vantes : 


{L,, L_}=902,, {L,, L,}=L,, {L, L_}=—L. (26,12) 
Il n'est guère plus difficile de vérifier que 
L'=i,i_ +lii,=L L,+É+£,. (26,13) 
Enfin, écrivons les expressions, souvent utilisées, de l'opérateur 
du moment d’une particule en coordonnées sphériques. Ces dernières 
s'écrivant 
x=rsinGcosp, y=rsinä6sinp, z—=rcos6, 
on obtient après un calcul simple les expressions suivantes : 


CS 


i=—i à, (26,14) 
l=etw(+S+icteoe). (26,15) 


Les substituant dans (26,13), on obtient l'opérateur du carré du 
moment de la particule sous la forme: 


b=— [uso + ame (sin 0% )]. (26,16) 


Notons que nous avons là, à un facteur près, le terme angulaire 
de l'opérateur de Laplace. 


$ 27. Valeurs propres du moment 


Pour déterminer les valeurs propres de la projection du moment 
cinétique de la particule sur une certaine direction, il est commode 
de se servir de l'expression de son opérateur en coordonnées sphéri- 
ques, l'axe polaire étant confondu avec la direction envisagée. 
Conformément à la formule (26,14), l'équation {= I, s'écrit sous 
la forme : 


D 1%. @7,1) 


Sa solution est 
v=ft(r, 6)eftz9, 
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f(r, 6) étant une fonction arbitraire de r et 6. Pour que la fonction 4 
soit uniforme, il faut qu’elle soit périodique en q de période 2x. 
On en déduit: 


L=m, m=0, +1, +2, ..… (27,2) 
De la sorte, les valeurs propres /, sont les entiers positifs et 
négatifs, zéro compris. Nous désignerons par 


= —l_yno 
D(D=E 4 (27,3) 
le facteur dépendant de œ, qui est caractéristique des fonctions 


propres de l'opérateur £,. Ces fonctions sont normalisées de sorte 
que 


2n 
\ D, (p) D: (P)dP = ônm- (27,4) 


Les valeurs propres de la composante sur l’axe des z du mo- 
ment total du système sont aussi, évidemment, des entiers positifs 
et négatifs: 


L,=M, M=0, +1, +2, … (27,5) 


(ceci résulte de ce que L, est la somme d'opérateurs commutatifs 
l, de diverses particules). 

La direction de l'axe des z n'étant pas distinguée, on obtient 
le même résultat pour L,, L,, et en général pour les composantes 
du moment dans n'importe quelle direction —elles ne peuvent pren- 
dre toutes que des valeurs entières. Ce résultat peut paraître, de 
prime abord, paradoxal, notamment s’il est appliqué à deux direc- 
tions infiniment voisines. Mais, en réalité, il faut avoir en vue 
que la seule fonction propre commune des opérateurs L,, L,, L, 
correspond aux valeurs simultanées 


L,=L,=L,=0; 


alors le vecteur moment cinétique et, par conséquent, sa projection 
sur n'importe quelle direction sont nuls. Mais si l’une quelconque 
des valeurs propres L,, L,, L, n'est pas nulle, les opérateurs cor- 
respondants n’ont pas de fonctions propres communes. En d’autres 
termes, il n'existe pas d'état dans lequel deux ou trois compo- 
santes du moment dans différentes directions aient simultanément 
des valeurs déterminées (non nulles), de sorte que seule l’une 
d'elles peut prendre des valeurs entières. 


1 La notation généralement admise des valeurs propres de la projection 
du moment par la lettre m—désignant aussi la masse de la particule —ne peut 
donner lieu à une équivoque. 
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Les états stationnaires du système qui se distinguent seulement 
par la valeur de M possèdent la même énergie—ceci résulte déjà 
de considérations générales liées au fait que la direction de l’axe 
des z n’a rien de spécifique a priori. De sorte que les niveaux 
énergétiques du système avec un moment conservatif (non nul) sont 
toujours dégénérés:. 

assons maintenant à la recherche des valeurs propres du carré 
du moment et montrons comment on peut trouver ces valeurs en 
partant des seules règles de commutation (26,8). Désignons par y 
les fonctions d'onde des états stationnaires à même valeur du 
carré L', qui se rapportent à un niveau d'énergie dégénéré et qui 
diffèrent par la valeur de M. 

Notons d’abord que, les deux sens de l’axe des z étant physi- 
quement équivalents, à chaque valeur positive possible M—|M| 
correspond la même valeur négative: M——]|M|. Désignons par L 
(entier positif ou nul) la plus grande valeur possible de | M | (pour 
L: donné). Le fait même de l’existence d’une telle borne supé- 


rieure résulte de ce que L'—21— [+ L: est l'opérateur de la 
grandeur physique définie positive Li+ Li, si bien que ses valeurs 
propres ne sauraient être négatives. 

Appliquant l'opérateur L,L: à la fonction propre 4} de l'opé- 
rateur L, et utilisant les règles de commutation (26,12), il vient : 


LLaby=(M + 1) Lab 


Ceci prouve que la fonction LiŸ» est (à un facteur normalisant 
près) la fonction propre correspondant à la valeur M +1 de L,; 
on peut écrire: 


Dei = const. Lib Vy-1=const-L_Vy. (27,7) 


1 C'est là un cas particulier du théorème général du $ 10 sur la dégénéres- 
cence des niveaux en présence d’au moins deux grandeurs conservatives d'opé- 
rateurs non commutatifs. Telles sont, en l'occurrence, les composantes du moment. 

3 On sous-entend ici qu'il n'y a aucune QE Les supplémentaire 
entraînant l'identité des valeurs .de l'énergie pour différentes valeurs du carré 
dn moment. Ceci est vrai pour le spectre discret (excepté le cas de « dégénéres- 
cence accidentelle» dans un champ coulombien, voir $ 36) et ne l'est pas en 
perl pour les niveaux énergétiques du spectre continu. Toutefois, même 
orsqu’il y a une telle dégénérescence supplémentaire, on peut toujours choisir 
les fonctions propres de sorte qu'elles correspondent à des états avec des valeurs 
déterminées de L? et choisir ensuite parmi ces états des états avec des valeurs 
identiques de E et L?. Au point de vue mathématique, ceci se traduit par le 
fait que les matrices d'opérateurs commutatifs peuvent toujours être ramenées 
simultanément à la forme diagonale. Par la suite, nous agirons dans les cas 
analogues la brièveté comme s’il n’y avait aucune dégénérescence supplé- 
mentaire, étant bien entendu qu'en réalité, conformément ce qui a été dit, 
les résultats obtenus ne dépendent pas de cette hypothèse. 
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Si l'on pose dans la première de ces égalités M—L, on devra 
avoir identiquement 


L,pr=0, (27,8) 
puisque, par définition, il n'existe pas d'états tels que M > L. 


= 


Appliquant à cette égalité l'opérateur L_ et utilisant l'égalité 
(26,13), il vient: 


L_L,p=(L—Éi—L,)p,= 
Mais puisque les +, scnt les fonctions propres communes des opé- 
rateurs L' et L,, on a: 


Cp, Lib=lps, Lbi= Lis, 
de sorte que l’équation déduite donne 
Li=L(L+1). (27,9) 
La formule (27,9) détermine les valeurs propres du carré du mo- 
ment cherchées ; le nombre L parcourt toutes les valeurs entières 


positives, zéro compris. Pour une valeur donnée de L, la compo- 
sante L,= M du moment peut prendre les valeurs 


MEL: La: (27,10) 


c'est-à-dire en tout 2L+ 1 valeurs différentes. Ainsi, le niveau de 
l'énergie correspondant au moment L est (2L+1) fois dégénéré; 
on dit d'ordinaire de cette dégénérescence que c'est la dégénéres- 
cence suivant les directions du moment. L'état de moment nul, 
L=—0 (alors toutes ses trois composantes sont nulles), n'est pas 
dégénéré. Notons que la fonction d'onde d’un tel état est à sy- 
métrie sphérique, ceci est déjà évident du fait que sa variation 
dans toute rotation infinitésimale, donnée par l’expression Lw, est 
nulle dans le cas envisagé. 

Nous dirons fréquemment pour être bref, selon l’usage, emo- 
ment L» d’un système, tout en sous-entendant le moment de carré 
égal à L(L+1); la composante du moment sur l’axe des 2 est 
habituellement appelée «projection du moment». 

Nous désignerons le moment d’une particule par la lettre mi- 
nuscule /, c’est-à-dire que nous écrirons pour elle la formule (27,9) 
sous la forme 


B—1(+1). (27,11) 


Calculons les éléments matriciels L, et L, dans la représentation 
où, en même temps que l'énergie, L? et L, sont diagonaux (M. Born, 
W. Heisenberg, P. Jordan, 1926). En ‘premier lieu, notons que, 
les opérateurs Le; L, commutant avec l’hamiltonien, leurs matrices 
sont diagonales vis- ä-vis de l'énergie, c'est-à-dire que tous les élé- 
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ments matriciels des passages entre états d'énergies différentes (et 
de moments L différents) sont nuls. De la sorte, il suffit de con- 
sidérer les éléments matriciels des passages à l’intérieur du groupe 
des états à valeurs différentes de M correspondant à un niveau 
d'énergie dégénéré. 

Les formules (27,7) montrent que dans la matrice de l’opéra- 
teur L, seuls ne sont pas nuls les éléments correspondant aux 
passages M—1-—M, et dans la matrice de L_ les éléments cor- 
respondant aux passages M —+ M—1. Ceci étant, trouvant les élé- 
ments matriciels diagonaux de part et d’autre de l'égalité (26,13), 
on obtient 1: 


L(L+D)=<MIL,|IM—-D<M—I1]|L_|]M>+M —M. 
Comme, en vertu de l’hermiticité de £, et L,, on a 
<M—I1IL_|M>=<MIL,|M—D*, 
nous recopierons cette égalité sous la forme: 
IKMIL,IM—DP=L(L+D—-M(M—1=(L—M+D(L+M), 
d'où ? 
<MIL,|M—1D=<M—1|L_|M>=V(L+M)(C—M+D. (27,12) 


Pour les éléments matriciels non nuls des grandeurs L, et L, elles- 
mêmes, on en déduit : 


MILIM—D=<M—IIL.|M=3VE+FME-MTFT), 


MIL,|M—D=—<M—1]L,|M=—SVE+M EME). 
(27,13) 


Notons l'absence d'éléments diagonaux dans les matrices des 
grandeurs L,, L,. Etant donné qu’un élément matriciel diagonal 
donne la valeur moyenne de la grandeur dans l’état correspondant, 
cela signifie que dans les états à valeurs déterminées de L, on a 
L,=L,=0. De la sorte, si la projection du moment sur une direc- 
tion quelconque de l’espace est déterminée, le vecteur L tout entier 
est situé dans cette direction. 


1 Dans la désignation des éléments matriciels nous omettrons, pour abréger 
Le Lo les indices par rapport auxquels ils sont diagonaux (y compris 
’indice L). 

3 Le choix du signe dans cette formule est conforme au choix des facteurs 
de phase dans les fonctions propres du moment. 
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$ 28. Fonctions propres du moment 


La donnée de ! et m ne définit pas complètement la fonction 
d'onde d’une particule. On le voit déjà du fait que les expressions 
des opérateurs de ces grandeurs en coordonnées sphériques ne con- 
tiennent que les angles 6 et , de sorte que leurs fonctions propres 
peuvent contenir un facteur arbitraire dépendant de r. Nous n'envi- 
sagerons ici que la partie angulaire de la fonction d’onde, qui est 
caractéristique des fonctions propres du moment. Désignons-la par 
Yi» (8, æ) et normalisons par la condition 


[Ya do= 1 


(do — sin 6 d6 d est l'élément d'angle solide). 

Comme le montrent les calculs ultérieurs, le problème de la 
détermination des fonctions propres communes des opérateurs À et 
Î, permet la séparation des variables 8 et , et l’on peut chercher 
ces fonctions sous la forme: 


Vie =, (q) On (6), (28, 1) 


©, (+) étant les fonctions propres de !, déterminées par la formule 
(27,3). Puisque les fonctions ®,, sont déjà normalisées par la condi- 
tion (27,4), les 6,, doivent être normalisées par la condition 


a 
[16,1 sin 8 d8= 1. (28,2) 
0 


Les fonctions Ÿ,, avec ! et m différents sont automatiquement 

orthogonales : 

2nn 

FT OyimY,. sin 648 dp = 677 8mme, (28,3) 

0 0 
en tant que fonctions propres d'opérateurs du moment correspondant 
à différentes valeurs propres. Il en est de même des fonctions ®,, (p) 
[voir (27,4)] en tant que fonctions propres de l’opérateur {, corres- 
pondant à ses différentes valeurs propres m. Les fonctions 6,,, (8). 
elles, ne sont pas par elles-mêmes les fonctions propres de l’un 
quelconque des opérateurs du moment; elles sont orthogonales pour 
différents !, mais non pour différents m. 

La méthode de calcul des fonctions cherchées la plus directe 
consiste à déterminer les fonctions propres de l'opérateur | écrit 
en coordonnées sphériques [formule (26,16)]. L'équation Pp = l*} 
stipule: 


1 0/. .oŸ 1 dv : 
sin D x ( in 0%) + 76 au + LU + Dp=0. 
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Substituant dans cette équation # sous la forme (28,1), on obtient 
pour la fonction 6,, l'équation 


1 d/. d 3 
no (sin 0e) 6, +1(1+ 18, 0. (28,4) 


Cette équation est bien connue en théorie des fonctions sphériques. 
Elle a des solutions satisfaisant aux conditions de finitude et d’uni- 
vocité pour les entiers positifs {>>|m]|, en accord avec les valeurs 
propres du moment obtenues plus haut par la méthode matricielle. 
Les solutions correspondantes sont ce que l’on appelle les polynômes 
de Legendre associés P7 (cos 8) (voir $ c, compléments mathémati- 
ques). Normalisant la solution par la condition (28,2), il vient: 


mr [l as b m 
= (DV EEE pr (cos 8). (28,5) 


On suppose ici que m>0. Pour les m négatifs on définit @,, par 
la relation 


Gi, -1m=(—1)" Giimi (28,6) 


c'est-à-dire que @,, avec m<0 est représentée par la formule 
(28,5) où il faut écrire | m| au lieu de m et omettre le facteur (—1)*. 
Ainsi donc, les fonctions propres du moment sont, au point de 
vue mathématique, des fonctions sphériques normalisées d’une cer- 
taine façon. Nous allons écrire, pour la commodité des références 
ultérieures, leur expression complète tenant compte de toutes les 
définitions indiquées : 
m+iml _— 
Yon (8, pr it [AE enr 


] V3 pimi (cos 8) eimv. (28,7) 


4x (Em) 
Notamment, 
Yo=i y EP, (cos). (28,8) 


Il est évident que les fonctions qui se distinguent par le signe de 
m sont liées entre elles par la relation 


CDR Yi mn = Vin. (28,9) 


Pour {=0 (si bien qu'aussi m—0) la fonction sphérique se 
réduit à une constante. En d'autres termes, les fonctions d'onde 


1 Bien entendu, le choix du facteur de phase n’est pas déterminé par la 
condition de normalisation. La définition que nous employerons dans ce livre 
est la plus naturelle au point de vue de la théorie générale de l’addition des 
moments. Elle diffère de celle employée habituellement par le facteur it. Les 
avantages d’un tel choix seront rendus évidents par les renvois des pages 259, 
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des états d’une particule de moment nulle ne dépendent que de r, 
c'est-à-dire qu'elles sont douées de symétrie sphérique totale, ce 
qui est conforme aux affirmations générales faites au $ 27. 

Pour m donné, les valeurs de {, à commencer par |m{|, sont les 
numéros des valeurs propres successives de 1° dans l’ordre croissant. 
Aussi, en vertu du théorème général des zéros des fonctions propres 
($ 21), peut-on conclure que la fonction 6,,, s’annule pour {—|m| 
différentes valeurs de l'angle 6 ; en d’autres termes, elle a pour lignes 
nodales {—|m| « parallèles» de la sphère. Quant aux fonctions angu- 
laires totales, elles auront pour lignes nodales, si on les prend avec 
des facteurs réels cosmg ou sinmp au lieu de et{lm1®1, encore 
Im| «méridiens»; le nombre total de lignes nodales est ainsi L. 

Enfin, montrons comment on peut calculer les fonctions Om par 
la méthode matricielle. On le fait de la même manière qu'on a 
calculé au $ 23 les fonctions d'onde de l’oscillateur. Partons de 


l'égalité (27,8) Î,Ÿy=0. Utilisant l'expression (26,15) de l'opérateur 
l, et substituant 


1 
Yu= V2n elr6, (6), 
on obtient pour 6, l'équation 
ui ctg 66,, = — 0, 


d’où 6,,=const-sin{6. Déterminant la constante de la condition 
de normalisation, on obtient : 


6, =(—i)! CEENTE sin! 6. (28,10) 


Puis, utilisant (27,12), nous écrirons: 
Vans = En, min VU M) (Em ET Y in 
Une nouvelle application de cette formule donne: 


(ml; _ 

(+m)l 1m FE 
Le calcul du second membre de l'égalité se fait aisément au moyen 
de l'expression (26,15) de l'opérateur Î_, en vertu de laquelle 


1 [F (8) etm9] = e m- Do sint-"0 À (f sin® 6). 
Une nouvelle application de cette formule donne: 


T- m Vi 


1 Chaque fonction de ce genre correspond à un état où {, n'a pas de valeur 
déterminée, mais où elle peut avoir avec la mème probabilité les valeurs + m. 
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di-= 
(d cos 6)!-# 


Enfin, utilisant ces relations et l'expression (28,10) de @,,, on ob- 
tient la formule 


=(—i } fAHIG Em) 1 di-m 
Lt (8) = 0 2 (mia sine 6 (cos 8s RER 


coïncidant avec (28,5). 


Î-mello@,, = eine sin-# 6 (sin‘6.6,,). 
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Considérons de nouveau un système de particules fermé : ; soient f 
n'importe quelle grandeur physique scalaire qui le caractérise et 
Î l'opérateur correspondant. Tout scalaire est invariant par rapport 
aux rotations du système de coordonnées. Aussi l'opérateur scalaire 
f n'est-il pas altéré par l'opération de rotation, c’est-à-dire qu'il 
commute avec l'opérateur de rotation. Mais l’on sait que l'opéra- 
teur de rotation infinitésimale coïncide, à un facteur constant près, 
avec l'opérateur du moment de sorte que 

{f, L}=0. (29,1) 

Il résulte de la commutativité de À avec l'opérateur du moment 
que la matrice de f est, par rapport aux transitions entre états à 
valeurs déterminées de L et M, diagonale relativement à ces indices. 
Qui plus est, du fait que la donnée du nombre M ne définit que 
l'orientation du système par rapport aux axes de coordonnées, et 
que la valeur d’une quantité scalaire ne dépend pas de cette orien- 
tation, on peut affirmer que les éléments de matrice <n'LM|f|nLM)> 
ne dépendent pas de la valeur de M (on a conventionnellement 
désigné par n l'ensemble de tous les nombres quantiques, autres 
que L et M, déterminant l'état du système). On peut obtenir la 
démonstration formelle de cette assertion en se servant de la com- 
mutativité de f et de L, : 

fL,—L,f=0. (29,2) 
Ecrivons l'élément de matrice de cette égalité pour la transition 
n, L, Mn, L, M+1. Notant que la matrice de L, ne possède 
que les éléments avec n, L, Mn, L, M+1, on trouve: 

<n', L, M+1}fln, L, M+1<n, L, M+1]L,ln, L, M>= 

=<n", L, M+1]L,]n’, L, M><n’, L, M\fln, L, M), 
1 Tous les résultats de ce paragraphe subsistent pour une particule dans 


un champ central symétrique (en général, chaque fois que le moment total du 
système se conserve). 
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et comme les éléments de matrice de L, ne dépendent pas de l'in- 
dice n, on a 


n', L, M+ilflr, L, M+l>=<n, L, Mfln, L, M», (29,3) 


ce qui entraîne que tous les <n’, L, M]|fln, L, M> avec des M 
différents (les autres indices étant les mêmes) sont entre eux égaux. 

Si l’on applique ce résultat à l’hamiltonien lui-même, on retrouve 
le résultat déjà connu que l'énergie des états stationnaires ne dépend 
pas de M, c’est-à-dire que les niveaux énergétiques sont (2L+ 1) 
fois dégénérés. 

Soit ensuite À une certaine grandeur physique vectorielle carac- 
térisant le système fermé. Lors de la rotation du système de coor- 
données (notamment, dans une rotation infiniment petite, c’est-à- 
dire lors de l’action de l'opérateur du moment) les composantes 
du vecteur se transforment les unes au moyen des autres. C'est 
pourquoi l'on aura encore en faisant commuter L, avec les opéra- 
teurs Â, les composantes du même vecteur À;. On verra quelles 
sont ces composantes en remarquant que dans le cas particulier 
où A est le rayon vecteur de la particule on doit obtenir les 
formules (26,4). On trouve ainsi les règles de commutation : 


{Le À} = ie À. (29,4) 


Ces relations permettent d'obtenir plusieurs résultats sur la 
forme des matrices des composantes du vecteur À (M. Born, W. Hei- 
senberg, P. Jordan; 1926). En premier lieu, on peut trouver les 
règles de sélection déterminant les passages dont les éléments matri- 
ciels peuvent être non nuls. Maïs nous ne donnerons pas ici les 
calculs fastidieux correspondants, puisqu'on verra par la suite ($ 107) 
que ces règles résultent en réalité directement de propriétés géné- 
rales de transformation de grandeurs vectorielles et peuvent s’en dé- 
duire en fait sans calcul. Nous donneronsici ces rêgles sans déduction. 

Les éléments matriciels de toutes les composantes du vecteur 
peuvent être non nuls seulement pour les transitions telles que le 
moment L ne varie pas plus d’une unité: 


LL, L+il. (29,5) 


En outre, il existe une règle de sélection supplémentaire excluant 
les passages entre deux états quelconques tels que L=0; cette 
rêgle est une conséquence évidente de la symétrie sphérique totale 
des états de moment nul. 

Les règles de sélection selon la projection du moment M sont 
différentes pour les diverses composantes du vecteur. A savoir, 
peuvent être non nuls les éléments matriciels des passages tels 


s° 


116 MOMENT CINÉTIQUE (CH. IV 


que les variations de M sont: 
pour A,=A,+i4, M—M+I, 
pour 4_—A,—iA, M—M—I, (29,6) 
pour À, M— M. 


Il s’avère ensuite possible de déterminer sous leur forme géné- 
rale les élémemts matriciels en fonction du nombre M. Nous don- 
nerons également sans déduction ces formules importantes souvent 
utilisées, puisqu'elles aussi sont en réalité un cas particulier de 
relations plus générales (vraies pour n'importe quelles grandeurs 
tensorielles) qui seront établies au $ 107. 

Les éléments matriciels non nuls de À, sont donnés par les 
formules suivantes : 


, 2 M ’ 
CR LM A, RL MD = <R'L | A In L>, 


, Li— 2 , 

cn'LM|A,1r, LI, M= V rover 'LlAln,L—1, 

(29,7) 
32— 2 
en, L—1, MIA ln = Vpn ne L—1 | Al 2). 
Ici le symbole 
<n'L'||A||rL> 
désigne les éléments de matrice réduits, quantités indépendantes 
du nombre quantique M1. Ils sont liés les uns aux autres par les 


relations 
<n'L'|AlnL>=<nL| Alr'L'>, (29,8) 
résultant directement de l’hermiticité de À,. 
D'après ces mêmes éléments de matrice réduits s'expriment les 
éléments de matrice des quantités A_ et A,. Les éléments de 
matrice non nuls de AÀ_ sont: 


cn", L, M—114-1nLM>= V CEE <n'L I AlInL), 
<n', L, M—1]4_]n, L—1, M>= 
C—M+DC—M) 
LEL—1) QL+1) 
çn", L—1, M—1]4-|nLM>= 


” ŒFM=DCEM) jp 

1 L'apparition dans les formules (29,7), (29,9) de dénominateurs dépendant 
de L correspond aux notations générales introduites au $ 107. La nécessité de 
ces dénominateurs s'exprime, notamment, dans la forme simple que prend la 
formule (29,12) pour les éléments de matrice du produit scalaire de deux 
vecteurs. 

Le symbole d'élément de matrice réduit doit être compris comme un tout 
(à la différence de ce qui a été dit pour le symbole de l'élément de matrice (11,17)). 


çn'L Il A Il n, L— D», 
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Les éléments de matrice de A, n'exigent pas de formules parti- 
culières, puisque, 4, et À, étant réels, on a: 
<n'L'M'|A,|nLM>=<nLM|A_|n'L'M'>*. (29,10) 


Indiquons une formule exprimant les éléments de matrice du 
scalaire AB d’après les éléments de matrice réduits des deux quan- 
tités vectorielles À et B. Il est commode de faire le calcul en 


écrivant l'opérateur ÂB sous la forme 
A8=5(4,8-+À_B.)+ À,8.. (29,11) 


La matrice de AB (ainsi que de tout scalaire) est diagonale en 
Let M. Le calcul au moyen de (29, 7-9) conduit au résultat 
suivant : 


<n'LM]|AB|nLM> = E <n'L|Aln"L"><n"L'|B|nLy, (29,12) 
n°, L° 


L" parcourant les valeurs L, L+1. 

Ecrivons, à titre de référence, les éléments de matrice réduits 
pour le vecteur L lui-même. Il vient du rapprochement des for- 
mules (29,9) et (27,12): 


LILI L>=VL(L+D(EL+T), (29,13) 
<L—1|L||L>=<L||L||L—1>=0. 


Le vecteur unité n dans la direction du rayon vecteur de la 
particule intervient souvent dans les applications; nous allons 
trouver ses éléments de matrice réduits. Il suffit à cet effet de 
calculer, par exemple, les éléments de matrice de 7,—cos6, alors 
que la projection du moment est nulle: m—0. On a: 


n 
—1, 01n,[10>= | 6,-,,,c0508, sin 848, 
0 


les fonctions 8, étant prises dans (28,11). Le calcul de l'intégrale 


donne : : 
—1, O]n,|10>=ül/V (21—1) (21+ 1). 


Les éléments de matrice pour les transitions { — ! sont nuls (comme 
pour tout vecteur polaire se rapportant à une seule particule — 
vide infra (30,8)). Comparant avec (29,7), on obtient à présent : 


—1|n|D=—<nfl—D=iVT, n|1>=0. (29,14) 


1 Le calcul se fait en intégrant (/—1) fois par parties sur d cos 6. Pour La 
formule générale pour les intégrales de ce type, cf. (107,14). 
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Problème 


1. Prendre la moyenne du tenseur na ôix (n étant le vecteur unité 


du rayon vecteur de la particule) dans l'état de valeur absolue du vecteur } 

donnée, sa direction n'étant pas donnée (c'est-à-dire que /, est indéterminée). 
Solution. La valeur moyenne cherchée est un opérateur ne pouvant 

s'exprimer qu'en fonction de l’opérateur Î. Cherchons-la sous la forme 


ds. Aa. 00 
ninx — 7 in = a [ie+ ii êrt u+] ; 


c'est 1à l'expression la plus générale du tenseur symétrique de second ordre de 
trace nulle formé avec les composantes de î. Pour déterminer la constante a, 
multiplions l'égalité ci-dessus à gauche par {; et à droite par Îk (sommation 
sur i et k). Le vecteur n étant perpendiculaire au vecteur #Î=rxp, on a njl;—0. 
Nous remplacerons le produit lililxl,=(1*)* par sa valeur propre [?(1+1)? et 
nous transformerons le produit [;/,l;l, au moyen des relations de commutation 
(26,7) comme suit : 


ana PS 


dau. del AR D 
Gllile=tilililr—ieglille = (PS eiuli ile — ll) = 


= + entree ln = PL (14 1 (+1) 


(nous avons pris en considération le fait que eygrémx—26;im). On obtient fina- 
lement après une réduction simple : 
il 


2 D +3)" 


$ 30. Parité d'état 


Outre les translations et les rotations du système de coordon- 
nées (l’invariance par rapport auxquelles exprime respectivement 
l'homogénéité et l’isotropie de l’espace), il existe encore une trans- 
formation laissant inchangé l’'hamiltonien d’un système fermé : 
l'inversion, qui consiste à changer simultanément le signe de toutes 
les coordonnées, c’est-à-dire à inverser le sens des axes; un système 
de coordonnées senestrorsum devient alors dextrorsum et vice 
versa. L'invariance de l’hamiltonien dans cette transformation 
exprime la symétrie de l'espace par rapport aux réflexions dans 
un miroir’. En mécanique classique, l’invariance de la fonction 
d'Hamilton par rapport à l'inversion ne conduit pas à de nouvel- 
les lois de conservation. En mécanique quantique, la situation est 
tout autre. : 

Introduisons l'opérateur d'inversion P (du mot parité), dont 
l’action sur la fonction d’onde (r) consiste à changer le signe 


1 L'hamiltonien d'un système de particules situées dans un champ central 
symétrique (l’origine des coordonnées devant coïncider avec le centre du champ) 
est aussi invariant par rapport à l’inversion. 
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des coordonnées : 
Pp(r) = (—r). (30,1) 


On trouve facilement les valeurs propres P de cet opérateur, 
déterminées par l'équation 

Pa (r) = P (r). (30,2) 

A cet effet, notons que deux applications successives de l'opéra- 

teur d’inversion donnent l'identité —les arguments de la fonction 

ne changent pas. En d’autres termes, on a P#p= P#h=+#, donc 


Pt=1, d'où 
P=+l. (30,3) 


De sorte que les fonctions propres de l'opérateur d’inversion restent 
ou bien inchangées lorsqu'elles sont soumises à son action, ou 
bien elles changent de signe. Dans le premier cas la fonction d'onde 
(et l’état correspondant) est dite paire, dans le second, impaire. 

L'invariance de l’hamiltonien par rapport à l'inversion (c'est- 
à-dire la commutativité de H et P) exprime donc la loi de con- 
servation de la parité: si l’état d’un système fermé possède une 
parité déterminée (c'est-à-dire s’il est pair ou impair), cette parité 
est conservée dans le temps!. L'opérateur moment est lui aussi 
invariant par rapport à l'inversion: l’inversion change aussi bien 
le signe des coordonnées que celui des opérateurs de dérivation par 
rapport aux coordonnées, de sorte que l'opérateur (26,2) reste 
inchangé. En d’autres termes, l'opérateur d’inversion commute avec 
l'opérateur moment, ce qui signifie que le système peut avoir une 
parité déterminée en même temps qu'elle a des valeurs détermi- 
nées de son moment L et de sa projection M. On peut alors 
affirmer que tous les états qui ne diffèrent que par la valeur de M 
possèdent la même parité. Ceci résulte aussitôt de l'indépendance 
des propriétés d’un système fermé par rapport à son orientation, 
et peut être formellement démontré à partir de la commutation 
L,P—PL,—=0 par la voie par laquelle on a obtenu (29,3) à partir 
de (29,2). 

On a pour les éléments matriciels de diverses grandeurs physi- 
ques des règles déterminés de sélection suivant la parité. 

Envisageons d'abord les grandeurs scalaires. On devra alors 
distinguer les vrais scalaires, qui ne changent pas du tout dans 
l’inversion, et les pseudo-scalaires, qui changent de signe dans 
l'inversion (est un pseudo-scalaire le produit scalaire d’un vecteur 
axial et d’un vecteur polaire). L'opérateur d’un vrai scalaire f 


1 Pour éviter tout malentendu, rappelons qu'il s’agit de la théorie non re- 
lativiste. Il existe dans la nature des interactions (qui relèvent du domaine 
relativiste) violant la conservation de la parité. 
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commute avec P; il en résulte que si la matrice de P est diago- 
nale, celle de f l’est aussi suivant l'indice de parité, c'est-à-dire 
que seuls sont non nuls les éléments de matrice pour les transi- 
tions g—g et u—u (les indices g et u désignent respectivement 
les états pairs et impairs). Pour l'opérateur d'un pseudo-scalaire 
on a Pf——fÎP, P et f sont «anticommutatifs». L'élément de 
matrice de cette égalité est pour la transition g—g 


Peer = — lose 


et comme P,,—1, on a f,,—0: on trouve de la même manière 

si T7. ; US ar 
que f,.—0. Ainsi donc, la matrice d’un pseudo-scalaire n’a d’élé- 
ments non nuls que pour les transitions avec changement de parité. 
De sorte qu’on a la règle de sélection pour les éléments de ma- 
trice de quantités scalaires : 


vrais scalaires: g—g, u—u 


pseudo-scalaires: g—u, u—g. (30,4) 


Cette règle peut encore se déduire autrement, directement de 
la définition des éléments de matrice. Considérons, par exemple, 
l'intégrale f,,= \ valbdq, la fonction 4, étant paire et 1, impaire. 
Lors du changement des signes de toutes les coordonnées, la fonc- 
tion sous le signe d’intégration change de signe si f est un vrai 
scalaire; par ailleurs, l’intégrale dans l’espace tout entier ne pou- 
vant être affectée par le changement de notation des variables 
d'intégration, on à fo, =—fugs S0it fag = 0. 

On peut obtenir de façon analogue des règles de sélection pour 
les grandeurs vectorielles. Il faudra alors avoir en vue que les 
vecteurs usuels, polaires, changent de signe dans l’inversion, alors 
que les vecteurs axiaux restent inchangés (tel est, par exemple, le 
vecteur moment, produit vectoriel des deux vecteurs polaires p et r). 
Ceci dit, on trouve les règles de sélection: 


vecteurs polaires: g—u, u—g, 


vecteurs axiaux: g—g, u—u. (80,5) 


Déterminons la parité de l’état d’une particule de moment I. 
L'inversion (x—»—x, y——y, z—-—z2) se traduit pour les coor- 
données sphériques par 


Tr, 0—1—0, p—p+x. (30,6) 


La dépendance de la fonction d'onde de la particule des angles est 
donnée par la fonction sphérique Ÿ,,, qui, à une constante ines- 
sentielle près, est de la forme P7(cos8)ef"®. Lorsqu'on remplace 
æ par p—+n, le facteur e® se trouve multiplié par (—1}*, et 
lorsqu'on remplace 68 par nx—06, P7 (cos 6) devient PF (—cos 6) = 
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= (— 1)t-+ P? (cos 8). De la sorte, la fonction tout entière se trouve 
multipliée par (— 1)! (qui ne dépend pas de m, en raison de ce qui 
a été dit plus haut), c'est-à-dire que la parité de l’état de valeur 
de ! donnée est 


P=(—1}. (30,7) 


Nous voyons que tous les états avec ! pair sont pairs, ceux avec / 
impair étant impairs. 

Une grandeur physique vectorielle relative à une particule ne 
peut avoir d'éléments matriciels que pour les transitions telles que 
[— 1, II ($ 29). Ceci étant, et comparant la formule (30,7) avec 
ce qui a été dit plus haut sur le changement de la parité dans 
les éléments matriciels des vecteurs, nous concluons que les élé- 
ments matriciels des grandeurs vectorielles se rapportant à une 
particule ne sont non nuls que pour les transitions: 


vecteurs polaires: {—/+1, 


vecteurs axiaux: [—1. (30,8) 


$ 31. Addition de moments 


Envisageons un système constitué par deux parties en interac- 
tion faible. Si l'on fait totalement abstraction de l'interaction, la 
loi de conservation du moment cinétique joue pour chacune de ces 
parties, et le moment total L du système tout entier peut être 
considéré comme la somme des moments L, et L, de ses parties. 
À l'approximation suivante, prenant en considération l'interaction 
faible, les lois de conservation de L, et de L, ne sont plus stricte- 
ment observées, mais les nombres L, et L, déterminant leurs carrés 
restent de bons» nombres quantiques, valables pour la description 
approchée de l'état du système. Intuitivement, c’est-à-dire consi- 
dérant les moments du point de vue classique, on peut dire que, 
à cette approximation, L, et L, tournent autour de la direction 
L tout en restant de grandeur invariable. 

En relation avec l'examen de tels systèmes, la question se pose 
de la loi d’addition des moments. Quelles sont les valeurs possibles 
de L pour les L, et L, donnés? En ce qui concerne la loi d’addi- 
tion des projections du moment, elle est évidente: il résulte de 
L,=L,,+L,, qu'on a aussi 


M=M,+M.,. (31,1) 
Une telle relation simple n’a plus lieu pour les opérateurs des 


carrés des moments, et pour déduire leur «loi d’addition»s, nous 
raisonnerons comme suit. 
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Choisissant en tant que système complet de grandeurs physiques 

3, L:, L,, L,,!, chaque état sera déterminé par les nombres L,, 

L,, M,, M,. Si l’on se donne L, et L,, les nombres M, et M, par- 

courent respectivement (2L,+ 1) et (2L,+ 1) valeurs, de sorte qu’on 

a en tout (2L,+1)(2L,+ 1) différents états avec des L, et L, iden- 

tiques. Les fonctions d'onde des états dans cette description seront 
désignées par PLilsMiMs- 

Au lieu des quatre grandeurs indiquées, on peut prendre en tant 
que système complet les quatre grandeurs L?, L?, L*', L,. Alors 
chaque état sera caractérisé par les valeurs des nombres L,, L,, 
L, M (nous désignerons les fonctions d'onde correspondantes par 
Ÿz,L,LM). Pour L, et L, donnés, on aura certes, comme auparavant, 
(2L,+1)(2L,+ 1) états différents, c’est-à-dire que pour les L, et 
L, donnés le couple de nombres L, M peut parcourir (2L, + 1) (2L,+ 1) 
pe de valeurs. Le raisonnement suivant permet de définir ces 
valeurs. 

Ajoutant l'un à l'autre différentes valeurs possibles M, et M,, 
on obtient les valeurs correspondantes de M, ainsi qu’on l’a re- 
présenté dans le tableau suivant : 


M, M, M 
La B, hth 
VAT Enr } L+L—1 
FR 

L, Li? L+L,—92 
L,—2 3 


On voit que la plus grande valeur possible de M est M=L, +L,, 
à laquelle correspond un état q (un couple de valeurs M,, M,). 
Partant, la plus grande valeur possible de M dans les états 4, et 
donc aussi la plus grande valeur de L, est L,+L,. Puis, on a deux 
états q avec M—L,+L,—1. Par conséquent, on doit aussi avoir 
deux états ÿ avec cette valeur de M ; l’un d’entre eux est l’état avec 
L=L,+L, (et M =L—1), et l’autre l’état avec L=L,+L,—1 (avec 
M=L). Pour la valeur M=L,+L,—2 on a trois états différents 
. Cela signifie que, concurremment aux valeurs L=L,+L,, 
L=L,+L,—1,est aussi possible la valeur L=L,+L,—2. 

Ce raisonnement subsiste sous la même forme tant que la dimi- 
nution de M d'une unité augmente d’une unité le nombre d'états 
correspondant à la valeur donnée de M. On conçoit aisément qu'il 


1 Et plusieurs autres grandeurs formant, avec les quatre indiquées, un sys 
tème complet. Celles-là n’intervenant pas dans les raisonnements ultérieurs, et, 
pour abréger les expressions, nous les passerons sous silence, qualifiant de com- 
plet le système de quatre grandeurs indiquées. 
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en est ainsi tant que M n'a pas atteint la valeur [L,—L, |. M dimi- 
nuant encore, le nombre d'états cesse de croître, restant égal à 
2L,+1(siL,<L,). Cela signifie que |L,—L,| est la plus petite 
valeur possible de L. 

De la sorte, nous sommes conduits à ce résultat que, pour L, 
et L, donnés, L peut parcourir les valeurs 


ARS PRE AA LE ES 1 SRE À DR A À (31,2) 


soit en tout 2L,+1 valeurs différentes (en supposant L,< L,). On 
vérifie aisément qu’on obtient effectivement (2L,+1)(2L,+1) va- 
leurs différentes du couple M, L. Il importe alors de noter qu'il 
correspond à chaque valeur possible (31,2) de L (faisant abstrac- 
tion des 2L+ 1 différentes valeurs de M pour L donné) un état 
et un seul. 

Ce résultat peut être illustré à l'aide du modèle vectoriel. Intro- 
duisant deux vecteurs L,, L, de longueurs L, et L,, les valeurs 
de L se représentent comme les longueurs entières des vecteurs L, 
sommes vectorielles de L, et L,; la plus grande valeur (L,+L,) 
de L s'obtient lorsque L, et L, sont parallèles, et la plus petite 
(IL, —L,|) lorsqu'ils sont antiparallèles. 

Dans les états où les moments L, et L, et le moment total L 
ont des valeurs déterminées, il en est de même des produits scalaires 
LL,, LL,, LL,, dont on trouve aisément les valeurs. Pour calculer 


L,L,, nous écrirons L = L,+L,, ou, après avoir élevé au carré: 
LL, = L'— Li L2. 
Remplaçant les opérateurs du second membre par leurs valeurs 


propres, on obtient la valeur propre de l'opérateur du premier 
membre de l'égalité : 


LL, =+{L(L+1)—L(L+1)—L(L,+1). (813) 
D'une manière analogue : 
Lis iLE+D+L(+D—L(LA+DE  GLA 


Trouvons à présent la règle d'addition des parités. La fonction 
d'onde Y d'un système constitué par deux parties indépendantes 
est représentée par le produit des fonctions d'onde Y, et W, de ces 
parties. Aussi est-il clair que si celles-ci sont de même parité 
(c'est-à-dire si toutes deux changent ou ne changent pas de signe 
en même temps que toutes les coordonnées), la fonction d'onde du 
système tout entier est paire. Au contraire, si W, et Y, sont de 
différentes parités, Ÿ est impaire. Ces assertions peuvent s’expri- 
mer par l'égalité 

P=P,P,, (31,5) 
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P étant la parité du système tout entier, et P,, P, les parités de 
ses parties. Bien entendu, cette règle s'étend aussitôt au cas d’un 
système constitué par un nombre quelconque de parties non inter- 
agissantes. 

Notamment, s’il s'agit d’un système de particules plongées dans 
un champ central symétrique (l'interaction des particules étant 
supposée faible), la parité de l’état du système tout entier : 


P=(—1jhth+.. (31,6) 


(voir (30,7)). Spécifions qu'on a ici dans l’exposant une somme 
algébrique de moments de particules, en général différente de leur 
«somme vectorielle», c'est-à-dire du moment L du système. 

Si le système fermé se scinde en parties (sous l’action des forces 
intérieures), ses moment et parité totaux doivent se conserver. Cette 
circonstance peut empêcher la désintégration du système, même 
si elle est possible sous le rapport énergétique. 

Considérons, par exemple, un atome dans un état pair, avec 
pour moment L—0, alors qu’il pourrait, au point de vue énergé- 
tique, se scinder en un électron libre et un ion dans un état impair 
de même moment L—0. Il est facile de voir qu’une telle désin- 
tégration est en fait impossible (on dit qu'elle est inferdite). En 
effet, en vertu de la loi de conservation du moment, l’électron libre 
devrait aussi avoir un moment nul, et donc se trouver dans un 
état pair (P=(—1)°= + 1), mais alors l’état du système ion + élec- 
tron libre serait impair, alors que l'état initial de l’atome était pair. 


CHAPITRE V 


MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL 
SYMÊTRIQUE 


$ 32. Mouvement dans un champ central symétrique 


Le problème du mouvement de deux particules en interaction 
peut être réduit en mécanique quantique à celui d’une seule par- 
ticule, de même qu’en mécanique classique. L’hamiltonien de deux 
particules (de masses m,, m,) interagissant selon la loi U (r) (r étant 
la distance entre les particules), a la forme: 


a k hk 
= — Ga Mn, As Ur), (32,1) 


A;, À, étant les opérateurs de Laplace opérant sur les coordonnées 
des particules. Introduisons au lieu des rayons vecteurs des parti- 
cules r, et r, les nouvelles variables R et r: 


R = Tr TR ; (32,2) 


on mm 
r étant la distance entre les deux particules et R le rayon vecteur 
du centre d'inertie des particules. On obtient par un calcul simple 


h ha 
mm rm à +U(r) (32,3) 


(AR et A étant les opérateurs de Laplace mettant en jeu respecti- 
vement les composantes des vecteurs R et r; m,+m, la masse totale 
du système, m—mm,/(m, +m,), la masse réduite). Ainsi, l'hamil- 
tonien se décompose en la somme de deux parties indépendantes. 
Ceci étant, on peut chercher v(r,, r,) sous la forme de produit 
@(R) p(r), la fonction (R) décrivant le mouvement du centre 
d'inertie (en tant que mouvement libre d’une particule de masse 
m,+m,), et (r) le mouvement relatif des particules [en tant que 
mouvement d’une particule de masse m dans le champ central 
symétrique U=U (r)]. 


H=— 


126 MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL SYMÊTRIQUE (CH. v 


L'équation de Schrôdinger du mouvement d’une particule dans 
un champ central symétrique s'écrit : 


Ab +2 [E—U (r)] p =0. (32,4) 


Utilisant l'expression connue de l’opérateur de Laplace en coordon- 
nées sphériques, nous recopierons cette équation sous la forme: 


marre) asc (sin) an] + 
+ [EU (n)]=0. (82,5) 


Introduisant dans cette dernière l'opérateur 1? (26,16) du carré du 
moment, il vient: 


= re(rà)+bel+ume- Ey. (32,6) 


Lors du mouvement dans un champ central symétrique le mo- 
ment cinétique se conserve. Nous allons considérer les états station- 
naires où le moment / et sa projection m ont des valeurs déter- 
minées. La donnée des valeurs de / et m détermine la dépendance 
angulaire des fonctions d'onde. Ceci étant, nous chercherons les 
solutions de l’équation (32,6) sous la forme : 


Ÿ — R (r) Y im (6, y), (32,7) 
où les Y,,(8, œ) sont les fonctions sphériques. Puisque l'Y,, — 
=1(1+10)Y,., on obtient pour la «fonction radiale» R (r) l'équa- 
tion 


1 1 2 
_. 10 E)— HE LR+T [E—U(r]R=0. (32,8) 
Cette équation ne contient Le du tout /,=m, ce qui correspond 
au fait déjà connu que les niveaux sont (2/+1) fois dégénérés 
suivant les directions du moment. 

Venons-en à l'étude de la partie radiale des fonctions d'onde. 
Par la substitution 


Ls 10 


R(r)= (32,9) 


1 Si l'on introduit l'opérateur de la composante radiale de l'impulsion p, 
sous la forme : 
= : l 
= tp=—h(s+e)v 
l'hamiltonien devient 
nn (54 au. 


de forme identique à la fonction d'Hamilton classique en coordonnées sphériques. 
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l'équation (32,8) se ramène à la forme 
L (+1 
mt[g Euro. (82,10) 


Si l'énergie potentielle U (r) est partout finie, il en sera de même 
dans l'espace tout entier, y compris l’origine, de la fonction d'onde 
4, et donc de sa partie radiale R(r). Il en résulte que X(r) doit 
s'annuler pour r—0 


X (0) = 0. (32,11) 


En réalité, cette condition se conserve (voir $ 35) aussi pour un 
champ devenant infini lorsque r—0. 

L'équation (32,10) coïncide de par sa forme avec l'équation de 
Schrôdinger pour un mouvement à une dimension dans un champ 
d'énergie potentielle 


Uitn=U (+ LUE, (82,12) 


égale à la somme de l’énergie U (r) et du terme 


M1 (+1) _ han 
2m?  — 2mri' 


qu'on peut appeler énergie centrifuge. De la sorte, le problème du 
mouvement dans un champ central symétrique se ramène à un pro- 
blème de mouvement à une dimension dans une région limitée d'un 
côté (condition à la limite pour r—0). La condition de normali- 
sation de la fonction X déterminée par l'intégrale 


[LR Prar= 1x rar 
ô Ô 


est, elle aussi, de «caractère unidimensionnel ». 

Dans un mouvement à une dimension dans une région limitée 
d'un côté les niveaux d'énergie sont non dégénérés ($ 21). Aussi 
peut-on dire que la donnée de la valeur de l'énergie détermine com- 
plètement la solution de l'équation (32,10), c’est-à-dire la partie 
radiale de la fonction d'onde. Ayant encore en vue que la partie 
angulaire de la fonction d'onde est complètement déterminée par 
les valeurs de ! et m, nous sommes conduits à cette conclusion 
que lors du mouvement dans un champ central symétrique la fonc- 
tion d'onde est complètement déterminée par les valeurs de E, {, m. 
En d’autres termes, l'énergie, le carré du moment et sa projection 
constituent ensemble un choix complet de grandeurs physiques pour 
un tel mouvement. 
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La réduction du problème du mouvement dans un champ central 
symétrique à un mouvement à une dimension permet d’appliquer 
le théorème d'oscillations ($ 21). Ordonnons les valeurs propres de 
l'énergie (du spectre discret) pour { donné par ordre de croissance, 
en les affectant des numéros d'ordre n,, le niveau le plus bas ayant 
le numéro n,=0. Alors n, détermine le nombre de nœuds de la 
partie radiale de la fonction d'onde pour les valeurs finies de r (le 
point r —0 n'étant pas pris en considération). n, est appelé nombre 
quantique radial. Le nombre { pour un mouvement dans un champ 
central symétrique s'appelle parfois nombre quantique azimutal et 
m nombre quantique magnétique. 

Pour désigner les états à différentes valeurs / du moment d’une 
particule, le symbolisme universellement adopté est le suivant : 
les états sont désignés par des lettres latines, la correspondance étant : 


1=0 1 2 3 4 5 6 7... 
s pd f g h i k... 


L'état normal pour le mouvement d’une particule dans un champ 
central symétrique est toujours l'état s; en effet, pour {0 la 
partie angulaire de la fonction d’onde a toujours des nœuds, alors 
que la fonction d'onde de l’état normal ne doit nullement en avoir. 
On peut affirmer de même que, pour / donné, la plus petite valeur 
propre possible de l'énergie croît en même temps que /. Ceci résulte 
déjà du fait que la présence du moment est Jiée à l’adjonction 
à l'hamiltonien du terme essentiellement positif %%/(1+ 1)/2mr!, 
croissant avec L. 

Déterminons l'allure de la fonction radiale au voisinage de 
l’origine des coordonnées. On supposera alors que 


lim U (nr=0. (32, 14) 


(82,13) 


Nous chercherons R (r) sous forme de série entière en r, en ne con- 
servant pour les petites valeurs de r que le premier terme du dé- 
veloppement ; autrement dit, nous chercherons R (r) sous la forme 
R=const.r*. Substituant cette dernière dans l'équation 


S(FR)—-IUHDR=O, 
déduite de l'équation (32,8), en la multipliant par r' et faisant r —0, 
on trouve : 
s(s+1)=1{(1+1). 
D'où 
s={l ou s=—(1+1). 


La solution telle que s——(/+1) ne satisfait pas aux conditions 
requises ; elle devient infinie lorsque 7 —0 (rappelons que {> 0). 
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De la sorte, reste la solution avec s=/, c'est-à-dire qu'au voisinage 
de l’origine les fonctions d'onde des états avec / donné sont pro- 
portionnelles à r': 


R,= const-r!. (32,15) 


La probabilité qu’une particule se trouve à la distance du centre 
comprise entre r et r + dr est déterminée par r’| R[? et donc est pro- 
portionnelle à r*"+*#. On voit qu'elle s’annule d'autant plus vite 
à l'origine que { est grand. 


$ 33. Ondes sphériques 
L'onde plane 


LS 
v,=const.eh 


décrit un état stationnaire dans lequel la particule libre est douée 
d'une impulsion déterminée p (et d’une énergie E — p*'/2m). Consi- 
dérons à présent des états stationnaires d’une particule libre tels 
que, outre l'énergie, la valeur du moment et sa projection soient 
déterminées. Au lieu de l'énergie, il sera commode d'introduire le 
vecteur d'onde 


1E 


k= 


D: 
ñ ñ 


La fonction d'onde de l’état de moment / et de projection du 
moment m s'écrit : 


(33,1) 


Para = Ru (r) Y rm (6, œ), (33,2) 
où la fonction radiale est déterminée par l'équation 
L 2 2 La 
Ra + + Rat [#—HCEDl R,=0 (33,3) 


[équation (32,8) sans U (r)]. Les fonctions d'onde #,,, se rappor- 
tant au spectre continu (par rapport à k) vérifient les conditions 
de normalité et d’orthogonalité : 


À im ain dV = En Brun 8 (TE) . 


L'orthogonalité pour les {, l’ et m, m’ différents est assurée par les 
fonctions angulaires. Les fonctions radiales, elles, doivent être 
normalisées par la condition 

\ r'ReRu dr = 6 (5) = 976 (k' —k). (33,4) 


0 
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Normalisant les fonctions d’onde non pas «d’après l'échelle de 
R/Qx», mais «d’après l'échelle de l’énergie», à savoir par la con- 
dition 
(PReuReidr = B(E —E), 
0 
en raison de la formule générale (5,14): 
1 dR\13 1] mn. 
Rer= Ru (57%) => V = Ryr- (33,5) 
Pour {=0, l'équation (33,3) peut s’ecrire : 
(rio) + RrRye = 0 : 


sa solution finie pour r —0 et normalisée par la condition (33,4) 
[comparer avec (21,9)] est : 


in À 
Rio = 2 — . (33,6) 


Pour résoudre l'équation (33,3) avec 1-0, faisons la substitu- 
tion : 
Ru= rl (33,7) 
On aura pour X,, l'équation 


. 2 D), 
Xu + es Yu + Ru = 0. 


Dérivant cette équation par rapport à r, il vient: 
2(1+1 2 1 
d'A EE Le x +[e— Cr 0. 


Par la substitution ee 141 lle se ramène à la forme: 
. 


ke. et Xe os HR, 141 = 0, 


coïncidant effectivement avec l'équation que doit vérifier %, ,,1. 
Ainsi, les fonctions successives %,, sont liées entre elles par la 
relation 


Le 
Kin= Tr (33,8) 
et donc 
1 d! 
Lu = (+ 2) Los 
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où X,, = Ro est déterminée par la formule (33,6) (cette expression 

peut, certes, être encore multipliée par une constante arbitraire). 
Ainsi, on trouve en définitive l'expression suivante pour les 

fonctions radiales du mouvement libre de la particule: 

d } sin kr 


[4 
Ru= (22 (5) À (33,9) 


(le facteur k-! a été introduit pour la normalisation, vide infra, et 
le facteur (—1)! par raison de commodité). Les fonctions (33,9) 
peuvent s'exprimer d'après les fonctions de Bessel d'ordre demi- 
entier : 


Ru= = Jisin(kr)=2kj; (kr); (33,10) 
les fonctions 


(x) = VE Ji+1n(X) (33,11) 


introduites à cet effet sont dites fonctions de Bessel sphériques!. 

Pour déduire l'expression asymptotique de la fonction radiale 
(33,9) aux grandes distances, notons que le terme décroissant le 
moins vite quand r —+ © s'obtient en dérivant / fois le sinus. Etant 
donné que chaque dérivation du sinus, —d/dr, ajoute à son argu- 
ment le terme — x/2, on obtient l'expression asymptotique suivante : 


Ru +sin( kr). (33,12) 

La normalisation des R,, peut être faite d'après leurs expres- 
sions asymptotiques, comme cela a été expliqué au $ 21. Rappro- 
chant la formule asymptotique (33,12) de la fonction normalisée 
Ry (33,6), on voit que les fonctions R,,, avec le coefficient pris 
dans (33,9), sont effectivement normalisées adéquatement. 

Au voisinage de l'origine des coordonnées (pour les r petits), on 
trouve en développant sin kr en série et en ne conservant que le 
terme qui donne après dérivation la plus petite puissance de r : 

1 d\tsinkr L {1 d\te jh (Rntitt _(—i)e+I 
(+2) EE r(+5) (Es F@HDT @+DI ° 


1 Les premières d'entre elles sont : 


Hans . __Sinx cos x (31 sin x— 3 05 x 
A RS TZ x? 
On rencontre aussi fréquemment dans la littérature une définition des fonc- 
tions j, différant de (33,11) par le facteur x. 
2 Le signe ! ! signifie le produit de tous les nombres de même parité jusqu'au 
nombre donné inclus. 


9. 
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De sorte qu'au voisinage de l’origine des coordonnées les R,, sont 
de la forme 


2kt+1 
Ru Gin 


ce qui est conforme au résultat général (32,15). 

Dans certains problèmes (en théorie de la diffusion) on consi- 
dère des fonctions d'onde ne vérifiant pas les conditions de fini- 
tude usuelles ; elles correspondent à un flux de particules éjectées 
par un centre, ou au contraire qui tombent sur un centre. La 
fonction d'onde décrivant un tel flux de particules de moment ! —0 
s'obtient si l’on prend au lieu d’une onde sphérique stationnaire (33,6) 
la solution sous la forme d’une onde sphérique divergente (R4,) ou 
convergente (Ro) : 


ri, (33,13) 


Ré=hAet®. (33,14) 


Dans le cas général où le moment ! n'est pas nul, on obtient la 
solution de l'équation (33,3) sous la forme: 


Rä=(—1) AT (Tr) 


Ces fonctions peuvent s'exprimer au moyen des fonctions de 
Hankel 


Lettkr 


(33,15) 


r 


RÈ=+iA V <= Hi; (kr) (33,16) 


(de première et seconde NN selon le signe +ou le signe —). 
L'expression asymptotique des fonctions (33,15) est : 


À : l 
Rä = —exp [æi (ar +] (33,17) 
et au voisinage de l’origine: 
1—1)11 
Râ re API ra, (33,18) 


Normalisons ces fonctions de sorte qu'elles correspondent à 
l'émission (ou à l'absorption) d’une particule par unité de temps. 
A cet effet, notons qu’aux grandes distances une onde sphérique peut, 
dans toute région suffisamment petite, être assimilée à une onde pla- 
ne, la densité du courant dans l'onde étant j=uph*, où vu = #kh/m 


est la vitesse des particules. La normalisation est donnée par la 
condition $ idf=1, l'intégrale étant prise sur une surface sphéri- 
que de grand rayon 7, c’est-à-dire que | jr‘do=—1, do étant l'élé- 
ment d'angle solide. En conservant la normalisation précédente 
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des fonctions angulaires, on posera donc que lecoefficient À dans 
la fonction radiale est 


[l 
== ZE : (33,19) 


Une expression asymptotique analogue à (33,12) a lieu non 
seulement pour la partie radiale de la fonction d'onde du mouve- 
ment libre, mais encore pour le mouvement (à énergie positive) 
dans n'importe quel champ décroissant suffisamment vite avec la 
distance:. Aux grandes distances, on peut négliger dans l'équation 
de Schrôdinger aussi bien le champ que l'énergie centrifuge, et il 
reste l'équation approchée 


À = 


1 &(rR 
LECRD +R, 0. 


La solution générale de cette équation est 
Ru & Esin (art), (33,20) 


ô, étant une constante (déphasage), et le facteur commun ayant 
été choisi conformément à la normalisation de la fonction d'onde 
«< d’après l’échelle de k/2x »*. La phase constante 6, se détermine par 
la condition à la limite (finitude de R,, lorsque r — 0) pour laquelle 
l'équation de Schrôdinger exacte doit être résolue, et ne peut être 
calculée sous sa forme générale. Les phases 6, sont, bien entendu, 
des fonctions de ! comme de k et représentent une caractéristique 
essentielle des fonctions propres du spectre continu. 


Problèmes 


1. Déterminer les niveaux d'énergie pour le mouvement d'une particule de 
moment {—0 dans un puits de potentiel carré sphérique : U (r) = —U, lorsque 
r <a, U (r)=0 lorsque r > a. 

Solution. Lorsque {—=0 les fonctions d'onde dépendent seulement de r. 
Dans le puits, l'équation de Schrôdinger s'écrit : 


(+= 0, EE Van TU TE D. 
Sa solution finie pour r=0 est 


sin kr 
P=A——. 


1 Comme on le montrera au & 124, le champ doit décroître plus vite que 1/r. 

3 Le terme—/{x/2 dans le sinus a été ajouté pour que l'on ait en l'absence 
de champ 6,—0. Le signe général de la fonction d'onde n'étant pas essentiel, 
les phases 6, sont déterminées à nx près (et non pas à 2nx près); aussi leurs 
valeurs peuvent-elles toujours être réduites à l'intervalle entre 0 et x. 
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Pour r > a on a l'équation 
1 
nr à (rb) — x2p—=0, ire V2n|E |. 
La solution s'annulant à l'infini est : 
: eTx*r 
v= A ES . 


La condition de continuité de la dérivée logarithmique de rÿ pour r—a donne 


ketgka=—x— — V eh, () 


: e h2 
sin ka= + 4 T0, ka. (2) 


Telle est l'équation déterminant implicitement les niveaux d'énergie cherchés 
[on ne retiendra que les racines de l'équation pour lesquelles ctg ka < 0, comme 
il résulte de (1)]. Le premier de ces niveaux (pour lesquels 10) est en même 
temps le plus profond de tous les niveaux d'énergie, c'est-à-dire qu'il correspond 
à l'état normal de la particule. | 

Lorsque le puits de potentiel U, est trop peu profond, les niveaux d'éner- 
ie négative sont totalement absents, la particule ne peut être «retenue» par 
e puits. Il est facile de le voir à partir de l'équation (2) à l’aide de la repré- 
sentation graphique suivante. Les racines d'une équation de la forme + sinx= ax 


ou 


sont représentées par les points d’intersection de la droite y— ax et des courbes 
y= + Sin x, seuls étant retenus les points tels que ctg x < 0 ; les arcs de courbes 
correspondants y—= + sin x sont représentés sur la fig. 9 par des traits pleins. 
On voit que pour des & trop grands (des Uo peus on n’a pas de point d'inter- 
section. Le premier point de ce genre apparaît lorsque la droite y—= ax vient en 
Oa, c'est-à-dire pour æ=—2/x, alors que x=:x1/2. Posant a=h, V2maU,, x= ka, 
on en déduit la profondeur minimum du puits à laquelle apparaît le premier 
niveau négatif : 
ah 


Uomin = mas ‘ (3) 


Cette quantité est d'autant plis grande que le rayon a du puits est petit. 
La position du premier niveau É; à l'instant de son apparition est déterminée 
ar ka=1/2 et est E,—0, résultat naturel. La profondeur du puits augmentant, 
e niveau normal E, s’abaisse également. Lorsque la différence A=U/Uomin — 1 
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est petite, cet abaissement suit la loi 
2 
—E=T Vomin 4 «) 


2. Déterminer l'ordre dans lequel sont disposés les niveaux d'énergie pour 
différentes valeurs du moment { dans un puits de potentiel sphérique très pro- 
fond (VU, h°/ma?) (W. Elsasser, 1933). 

Sofation a condition à la limite du puits est que, lorsque U, —+ ©, 
+ s'annule (voir $ 22). Ecrivant la fonction d'onde radiale dans le puits sous 
la forme (33,10), on obtient l'équation 


Jixsy, (ka) =0, 


dont les racines déterminent la position des niveaux au-dessus du fond du puits 
(Uo—|E]=h°k?/2m) pour différentes valeurs de {. L'ordonnancement, à partir 
de l'état fondamental, est le suivant : 


ls, 1p, 1d, 2s, 1f, 2p, 1g, 24, 1h, 3s, 2f, 


Le chiffre précédant la lettre numérote les niveaux d'énergie de même / en suite 
croissante 1. 

3. Déterminer dans quelle suite apparaissent les niveaux avec différents { 
avec l’approfondissement du puits Us. 

Solution. A l'instant de sa première apparition le nouveau niveau 
a l'énergie E—0. La fonction d'onde correspondante en dehors du puits s’annu- 
lant lorsque r —+ © est Ri=const.r-t4+1 {solution de l’équation (33,3) avec 
k=0J. La continuité de R, et de Ri à la frontière du puits entraîne, notam- 
ment, la continuité de la dérivée (r!+1R,)', d'où l'on déduit dans le présent 
cas la condition suivante pour la fonction d'onde dans le puits: 


(r!+1R;)"=0 pour r=a. 
Elle équivaut ? à la condition que la fonction R;-, s’annule et, en raison 
de (33,10), on obtient l'équation 


lin(s 4 FU.) =0; 
lorsque {—0 la fonction Jin, doit être remplacée par cos. D'où la suite 
d'apparition des nouveaux niveaux lorsque U, croît : 


1s, 1p, 1d, 2s, 1F, 2p, 1g, 2d, 3s, 1h, 2f, ... 


Notons que les différences dans l'ordonnancement des niveaux dans un puits 
profond n'apparaissent que pour les niveaux relativement élevés. 

4. Déterminer les niveaux d'énergie d'un oscillateur spatial (particule dans 
le champ U—1/2mw°r?), les multiplicités de leur dégénérescence et les valeurs 
possibles du moment orbital dans les états stationnaires correspondants. 

Solution. L'équation de Schrôdinger pour une particule dans le champ 
U=1/2mot(x?+y2+27) admet une séparation des variables conduisant à trois 


1 Une telle notation est adoptée pour les niveaux des particules dans le 
noyau ($ 118). 
2 Conformément à (33,7-8), on a (r-{R;) —r-lRisi. L'équation (33,3) 
ne changeant pas lorsqu'on remplace ! par —! —1,on a également 
(rt+iR pi) — rl+IiR _s. 
Enfin, puisque les fonctions R=, et Ry-, satisfont à une seule et même équa- 
tion, on obtient finalement 
(rt+2R) — rEtIRi 
qui est la relation utilisée dans le texte. 
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équations du type de l’oscillateur linéaire. Aussi a-t-on : 
Enho(mtntn+$)mho(n+s). 


La CE Me de la dégénérescence du n#-ième niveau est égale au nombre 
de manières de représenter # par la somme de trois entiers positifs (zéro inclus) . 
Ce nombre est égal à 
(a +1) (n +2) 
D] : 


Les fonctions d'onde des états stationnaires sont 
Prinan, = Const-exp (—@r2/2) H,, (ax) HA, (ay) H, (2), (1) 


avec a— V mw/h (m est la masse de la particule). Lorsque le signe de la coor- 
donnée change, le polynôme H, se trouve multiplié par (—1)". Aussi la parité 
de la fonction (1) est-elle (—1)ñ1+ns+7: —(—1)%. Formant les combinaisons 
linéaires de ces fonctions, la somme n,+n:+n3—n étant donnée, on peut cons- 
tituer les fonctions 


Vatm = Const + exp (—a?r?/2) Yim (8, p}, (2) 
n—!l 3 
F(- : +5. er), 


oùlml—0, 1, ..., et { parcourt les valeurs 0, 2, ..., n pour les n pairs et 
1,3, ..., n pour les n impairs; ceci résulte évidemment de la Sprparaison de 
la parité (—1)" des fonctions (1) et de celle (—1)}t des fonctions (2), qui doi- 
vent être identiques. Ainsi sont définies les valeurs possibles du moment orbital 
correspondant aux niveaux d'énergie considérés. | | 

La suite des niveaux de l'oscillateur spatial (les notations étant celles des 
problèmes 2 et 3) s'écrit donc: 


(Is), (1p), (1d, 2s), (1F, 2p), (1g, 2d, 3s), .…. 
les états réciproquement dégénérés ayant été mis entre parenthèses ?. 
& 34. Développement d’une onde plane 
Considérons une particule libre se mouvant avec une impulsion 


déterminée p=kh dans le sens positif de l'axe des z. La fonction 
d'onde d'une telle particule s'écrit : 


= const -e'x. 


Développons cette fonction en série de fonctions d'onde ,,, du 
mouvement libre avec des moments déterminés. L'énergie ayant dans 
l'état envisagé une valeur déterminée E —k*h?/2m, il est clair que 
seules les fonctions avec le même k participeront au développement 
cherché. Puis, la fonction e'*: étant douée de symétrie axiale autour 
de l’axe des 2, seules peuvent entrer dans son développement les fonc- 
tions ne dépendant pas de l'angle @, à savoir des fonctions avec 


1 Autrement dit, c'est le nombre de manières de répartir ñn boules identi- 
ques dans trois cases. 

? Notons la dégénérescence mutuelle des niveaux à moments { différents; 
voir à ce sujet le nota de la page 151. 
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m—=0. On doit donc avoir: 


œ œ 
eim— >» AiŸrio = p> GRyY 101 
1=0 1=0 


les a, étant des constantes. Substituant les expressions (28,8) et (33,9) 
des fonctions Y,, et Ru, il vient: 


se 1[1 d'\tsink 
em E CiPi(coso) (+) (ra) Re (=r cos), 


les C, étant d’autres constantes. Il est commode de déterminer ces 
constantes en comparant les coefficients de (r cos 8)" dans les dévelop- 
pements des deux membres de l'égalité en puissances de r. Dans 
le second membre de l'égalité seul le n7-ième terme contient un 
terme de ce genre; lorsque [> n le développement de la fonc- 
tion radiale commence par des puissances supérieures de r, et pour 
n > l le polynôme P,(cos 6) contient des puissances plus petites de 
cos8. Le terme avec cos!6 dans P,(cos6) a pour coefficient 
(21)1/2:(11)° [voir appendice (c, 3)]. Utilisant également la formule 
(33,13), on trouve le terme cherché du développement du second 
membre 
(20) ! (kr cos 6)! 
(—D'G 21213... (A+ s 


Dans le premier membre, le terme correspondant (dans le dévelop- 
pement de ef*’c:8) est 
(ikr cos 8)! 
[1 ° 


Egalant ces deux quantités, il vient C,=(—i)}t(21+1). De la 
sorte, on trouve finalement le développement cherché : 


d Ye. (34,1) 


en E (241 Pi(cose) (+) (+) SE 
1=0 


Aux grandes distances, il revêt la forme asymptotique : 
| S . : ! 
en m7 2 it(21+ 1) P,(cos 8) sin ( &r —+). (34,2) 


Dans (34,1) l'axe des z est choisi dans la direction du vecteur 
d'onde de l'onde plane k. Ce développement peut aussi s’écrire 
sous une forme plus générale qui ne suppose pas un choix déter- 
miné des axes de coordonnées. À cet effet, on devra se servir du 
théorème d'addition des fonctions sphériques (cf. (ce, 11)), à l’aide 
duquel on exprimera les polynômes P,(ces 8) d’après les fonctions 
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sphériques des directions k et r (l'angle entre lesquels étant préci- 
sément 6). On obtient alors: 


œ I 
kr — si (J k LE 
e 42 L; je (kr) Via (% Le ( ). (34,3) 
Les fonctions j,(kr) (définies conformément à (33,11)) ne dépen- 
dent que du produit kr, d'où l'on voit clairement la symétrie de 
la formule par rapport aux vecteurs k et r (le signe de conjugai- 
son complexe pouvant affecter indifféremment l’une ou l’autre des 
fonctions sphériques). 

Normalisons la fonction d'onde e’*: à la densité du courant de 
probabilité égale à l'unité, c’est-à-dire de sorte qu'elle corresponde 
à un flux de particules (parallèle à l’axe des z) tel que l’unité de 
surface normale à ce flux soit traversée par une seule particule en 
l’unité de temps. Cette fonction est 


ln M .; 
v= ya J/ ei, (34,4) 


v étant la vitesse de la particule (voir (19,7)). Multipliant de part 
et d'autre l'égalité (34,1) par V mykh et introduisant à droite les 
fonctions normalisées dé, = Rä(r)Y:4(0, ), il vient: 


RE 
v=2 Va QT ET - (bio — Vo). 
= 


Le carré du module du coefficient de 14, (ou Y##%) dans ce 
développement détermine, en vertu des règles générales, la proba- 
bilité que la particule dans le flux dirigé vers le centre (ou qui 
en vient) possède le moment { (par rapport à l'origine). Puisque 
la fonction d'onde 1 correspond à un flux de particules de densité 
unité, cette «probabilité» a la dimension du carré d’une lon- 
gueur ; elle peut être interprétée comme la grandeur de l’«aire 
d'impact» (dans le plan des x, y) de la particule lorsqu'elle est 
douée de moment /. Notons cette quantité o,; on a: 


= (2+ 1). (34,5) 


Pour les grandes valeurs de {, la somme des aires d'impact sur 
l'intervalle A! des valeurs de { (tels que IS AI) est égale à: 


Los 21a1=2n ai 
â 


Si l'on substitue l'expression classique du moment #/=pp(p étant 
le paramètre d'impact), cette expression devient 2xp Ap, coïncidant 
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avec l'expression classique. Ce n'est pas là le fait du hasard; 
nous verrons par la suite que, pour les grands {, le mouvement 
est quasi classique ($ 49). 


$ 35. Chute d’une particule sur un centre 


Pour dégager certaines particularités du mouvement quantomé- 
canique, il est utile d'étudier le cas, dépourvu il est vrai de sens 
physique direct, du mouvement d’une particule dans un champ 
d'énergie potentielle infinie en un point (l'origine) suivant la loi 
U(r}&—B/r, B> 0; l'allure du champ loin de l'origine ne nous 
intéressera pas. Nous avons vu au $ 18 que c'est là un cas inter- 
médiaire entre le cas des états stationnaires ordinaires et celui de 
la «chute» de la particule sur l'origine. 

Au voisinage de l'origine des coordonnées, l'équation de Schrô- 
dinger dans le cas envisagé s'écrit : 


R'+ÈR + R=0, (85,1) 


R(r) étant la partie radiale de la fonction d'onde, la constante y 
introduite 
2m 


Fes OT) (35,2) 


et tous les termes d'ordre inférieur en 1/r ayant été omis; la 
valeur de l'énergie E étant supposée finie, le terme correspondant 
dans l'équation a aussi été omis. 

Cherchons R sous la forme R=r*; on obtient alors pour s 
l'équation du second degré 


s(s+1)+y=0 
de racines 


VTT. os 


Il est commode pour la suite de l'étude de procéder ainsi. 
Découpons autour de l’origine une petite région de rayon 7, et 
remplaçons dans cette région la fonction —/r* par la constante — y/r3. 
Ayant défini les fonctions d'onde dans un tel champ découpé, nous 
verrons ensuite ce qui se passe lorsque r, —+ 0. 

Supposons d’abord y < 1/4. Alors s, et s, sont des nombres réels 
négatifs, avec s, > s,. Lorsque r > r,, la solution générale de l'équa- 
tion de Schrôdinger s'écrit (on a partout en vue des r petits): 


R= Ars + Brs, (35,4) 
À, B étant des constantes. Lorsque r < r,, la solution de l'équation 
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de Schrôdinger 

R'+ÈR'+ŸR=0 

ro 

finie à l'origine s'écrit : 

R=GCEEEr. e=V?. (35,5) 

r "o 

Pour r=r, la fonction R et sa dérivée R’ doivent être continues. 
Il est commode de transcrire une de ces conditions dans la con- 


tinuité de la dérivée logarithmique de rR. On est conduit à l'é- 
quation 


A(a+ 1) r6+ 8 (s:+1) rè 
ARTE =kctger, 
ou 
A (+1) re +B(s:+1)re = = 
Arñi+ Brà ne 
Résolue par rapport à B/À, elle donne une expression de la forme: 


_ =const-r#7*, (35,6) 


Passant maintenant à la limite r, —-0, on trouve que B/A—+0 
(rappelons que s, > s,). De la sorte, des deux solutions divergentes 
de l'équation de Schrôdinger (35,1) à l'origine, sera retenue celle 
qui tend moins vite vers l'infini: 


R= A! (35,7) 


risl° 


Soit à présent y > 1/4. Alors 5, et s, sont complexes: 


1 : 1 . 
a=—z+i V Y—Z, Ss=Si- 


Répétant le raisonnement précédent, nous retrouvons encore l'éga- 
lité (35,6), qui, après substitution des valeurs de s, et de s,, donne 


= const-r,{V4v-1, (35,8) 
Lorsque r,—0 cette expression ne tend vers aucune limite définie, 
de sorte qu’on ne saurait passer directement à la limite r, —0. 
Eu égard à (35,8), la solution réelle peut être mise sous la forme 
générale suivante : 


R=const = ( V ? —+ In 7. + const ) ; (35,9) 
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Cette fonction possède des zéros en nombre croissant indéfini- 
ment lorsque r, décroît. Puisque, d’une part, l'expression (35,9) 
convient à la fonction d'onde (pour des r suffisamment petits) 
quelle que soit la valeur finie de l'énergie E de la particule et que, 
d'autre part, la fonction d'onde de l’état normal ne doit avoir 
aucun zéro, on peut conclure que l'«état normal» de la particule 
dans le champ envisagé correspond à l'énergie E=—o. Mais en 
n'importe quel état du spectre discret la particule se trouve prin- 
cipalement dans la région de l'espace où E > U. Par conséquent, 
lorsque E —— la particule est localisée dans une région infi- 
niment petite autour de l'origine, c’est-à-dire que la particule 
«chute» sur le centre. 

Le champ «critique» U,,, pour lequel devient possible la chute 
de la particule sur le centre correspond à la valeur y—1/4. La 
plus petite valeur du coefficient de—1/r? s'obtient pour {—=—0, 
à savoir: ja 


7 Bmri* 


On lit sur la formule (35,3) (pour s,) que la solution admis- 
sible de l'équation de Schrodinger (au voisinage du point où U — 1/r°) 
diverge lorsque r —0 pas plus vite que 1/W7. Si le champ tend 
vers l'infini lorsque r—0 moins vite que 1/r*, on peut alors 
dans l'équation de Schrôdinger au voisinage de l'origine faire 
complètement abstraction de U (r) en comparaison des autres ter- 
mes, et on retrouve les mêmes solutions que pour le mouvement 
libre, à savoir dr! (voir $ 33). Enfin, si le champ tend vers 
l'infini plus vite que 1/r° (comme —1/r*, s > 2), la fonction d'onde 
au voisinage de l'origine est proportionnelle à rs/4-1 (voir prob: $ 49). 
Dans tous ces cas le produit rÿ s’annule avec r. 

Puis, étudions les propriétés des solutions de l'équation de 
Schrôdinger dans un champ décroissant aux grandes distances 
selon la loi UÆ—$yr, sa forme étant arbitraire aux petites 
distances. Soit d’abord y < 1/4. On voit sans peine qu’il ne peut 
exister alors qu'un nombre fini de niveaux d'énergie négatifs!. 
En effet, lorsque l'énergie E—0, l'équation de Schrôdinger aux 
grandes distances a la forme (35,1) avec (35,4) pour solution gé- 
nérale. Mais la fonction (35,4) n'ayant pas de zéros (pour r 0), 
tous les zéros de la fonction d'onde radiale cherchée sont à dis- 
tance finie de l'origine et leur nombre est certainement fini. C'est 
dire que le numéro d'ordre du niveau E=0 clôturant le spectre 
discret est fini. 

Mais si y> 1/4, le spectre discret contient une infinité de 
niveaux d'énergie négatifs. En effet, la fonction d'onde de l'état 


Un = (35,10) 


: 1 Le champ est supposé tel qu'il n’y a pas chute de la particule pour les 
petits r. 
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avec E—0 a, aux grandes distances, la forme (35,9) avec une 
infinité de zéros, de sorte que son numéro d'ordre est certaine- 
ment infini. 

Soit enfin U——B$/r* dans tout l’espace. Alors, pour y > 1/4 
il y a chute de la particule. Mais si y > 1/4, les niveaux d'énergie 
négatifs sont totalement absents. En effet, la fonction d'onde de 
l'état avec E=0 aura dans tout l’espace la forme (35,7) ; elle 
n’a plus du tout de zéros à distance finie, donc correspond au 
niveau d'énergie le plus bas (pour ! donné). 


$ 36. Mouvement dans un champ coulombien 
(coordonnées sphériques) 


Un cas extrêmement important de mouvement dans un champ 
central symétrique est celui dans un champ coulombien 


U=++, 


a étant une constante positive. Nous envisagerons d’abord l’attrac- 
tion coulombienne, écrivant U=—aœ/r. 11 résulte a priori de con- 
sidérations générales que le spectre des valeurs propres négatives 
de l'énergie est discret (avec une infinité de niveaux), celui des 
énergies positives étant continu. 

L'équation (32,8) des fonctions radiales s'écrit : 


ŒR  24R (+1) D, 2m 
tra no R+RE+E)R=-0 (86,1 


S'il s’agit du mouvement relatif de deux particules attractives, m 
représentera leur masse réduite. 

Dans les calculs relatifs au champ coulombien, il est commode de 
prendre pour la mesure au lieu des unités ordinaires d’autres que 
nous appellerons unités coulombiennes. À savoir, on prendra pour 
unités de mesure de la masse, de la longueur et du temps respec- 
tivement : 


Toutes les autres s'en déduisent ; ainsi, l’unité d'énergie est 
ma? 
ER 


Par la suite, dans ce paragraphe et les suivants, nous nous servi- 
rons partout (sauf mention contraire) de ces unités1. 


1 Si m=9,11.10-% g est la masse de l’électron et &—e? (e étant la charge 
de l'électron), les unités coulombiennes coïncident alors avec les unités dites 
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Dans les nouvelles unités l'équation (36,1) prend la forme: 


d'R 2 L( 
+ a A R+2(E+S)R=0. (36,2) 


7 dr 
Spectre discret 


Introduisons au lieu du paramètre E et de la variable r les 
nouvelles quantités : 

l 2r 
FE E , P=:; . (36,3) 
Pour les énergies négatives n est un nombre réel positif. L'équa- 
tion (36,2) devient après substitution de (36,3): 


a D ,n (+1) 
RHÈR +[-7+5 10 Ro, (36,4) 
la dérivation étant faite par rapport à p. 

Pour les petits p, la solution satisfaisant aux conditions néces- 
saires de finitude est proportionnelle à pt [voir (32,15)]. Pour 
expliciter le comportement asymptotique de R pour les grands p, 
nous omettrons dans (36,4) les termes contenant 1/p et 1/p?, ce 
qui donne 


n = 


SR 
R'=—+, 
d'où R—etr/?, La solution évanescente à l'infini, qui seule nous 
intéresse, se comporte donc pour les grands p comme e-P/1. 
Dès lors, il est naturel de faire la substitution 


R=p'e-e/:w(p), | (36,5) 
après quoi l'équation (36,4) prend la forme : 
pw” +(21+2—p)w +(n—l—1)w=0. (36,6) 


La solution de cette équation doit diverger à l'infini pas plus vite 
qu'une puissance finie de p, alors qu'elle doit être finie pour 


atomiques. L'unité atomique de longueur est : 
2 
À _0,529.10-° cm 
me 
(rayon de Bohr). L'unité atomique d'énergie vaut 


me 4,36. 10-11 erg=27,21 eV. 
ha: 

(la moitié de cette grandeur est appelée rydberg, Ry). L'unité atomique de 
charge vaut e—4,80-10-19 unité électrostatique. Le passage dans les formules 
aux unités atomiques s'opère formellement en posant e=1, m—1, À=1. Pour 
a= Ze? les unités coulombiennes diffèrent des unités atomiques. 
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p—0. La solution satisfaisant à cette dernière condition est la 
fonction hypergéométrique dégénérée 


w=F(—n+l+1, 2+2, p) (36,7) 


(voir appendice, $ d)1. La solution satisfaisant à la condition à 
l'infini ne s'obtient que pour les valeurs entières négatives (ou 
nulle) de —n+1+1, la fonction (36,7) se réduisant à un poly- 
nôme de degré (n—/—1). Dans le cas contraire elle diverge à 
l'infini comme æ [voir (d, 14)]. 

De la sorte, nous sommes conduits à la conclusion que # doit 
être entier positif, et tel que, pour ! donné : 


n>l+1. (36,8) 
Nous rappelant la définition (36,3) du paramètre n, on trouve : 
1 
E=—;5,n=1,2,... (36,9) 


Ainsi se résout le problème de la détermination des niveaux d'éner- 
gie du spectre discret dans un champ coulombien. Nous voyons 
qu'il y a une infinité de niveaux entre niveau normal E, = —1/2 
et zéro. Les intervalles entre deux niveaux consécutifs se rétrécis- 
sent lorsque n croît; les niveaux s'accumulent vers la valeur 
E =0, le spectre discret se raccordant alors avec le spectre continu. 
Dans les unités ordinaires la formule (36,9) s'écrit 2: 


ma? 
Es, : (36,10) 

L'entier n s'appelle nombre quantique principal. Le nombre 
quantique radial défini au $ 32 est: 


n,=n—l—1. 


Pour un nombre quantique principal donné, le nombre ! peut 
prendre les valeurs 


I=0, 1,..., n—1, (36,11) 


en tout n valeurs distinctes. Dans l'expression (36,9) de l'énergie 
seul entre le nombre n. Aussi tous les états avec des / distincts 
mais des n identiques possèdent-ils la même énergie. De la sorte, 
chaque valeur propre est dégénérée non seulement par rapport au 
nombre quantique magnétique m (comme pour tout mouvement 


Fs La deuxième solution de l'équation (86,6) diverge lorsque p —0 comme 

? La formule (36,10) a été établie la première fois par N. Bohr en 1913, 

avant l'avènement de la mécanique quantique. Elle a été déduite en mécanique 

quantique par W. Pauli (en 1926) par la méthode matricielle et, quelques mois 
après, par E. Schrôdinger à l’aide de l'équation d'onde. 
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dans un champ central symétrique) maïs aussi par rapport au 
nombre {. Cette dernière dégénérescence (dont on dit qu'elle est 
accidentelle ou coulombienne) est justement spécifique du champ 
coulombien. Il correspond à chaque valeur donnée de !{ 21+1 va- 
leurs distinctes de m; ceci étant, la multiplicité de la dégénéres- 
cence du #-ième niveau d’énergie est : 


n—1 
2 @I+D=n. (36,12) 


Les fonctions d'onde des états stationnaires se déterminent par 
les formules (36,5), (36,7). La fonction hypergéométrique dégénérée 
à valeurs entières des deux paramètres s'identifie, à un facteur 
près, aux polynômes de Laguerre généralisés (appendice, $ d). Par 
conséquent, 

Ru = const-ple-P/2L21%1 (0). 


Les fonctions radiales doivent être normalisées par la condition 
œ 
\ Rir? dr =]. 
0 


Leur forme définitive est la suivante: 


_ LV rm (21 \t 2r\ _ 

Ru = — 73 [(a+0) 1 dé (æ) Lib ( z) 
ner _@+01_ Le-rmE | — 2r 
 ont+2(2+1)l {n—1—1)1 (2r) er! E( n+l+1, 21+2, =) 
(36,13) 


{voir le calcul de l'intégrale normalisante $ f, intégrale (f, 6)*]. 
Au voisinage de l'origine R,, a la forme: 


ere dl. V4 UF 
Ru Tri E D R—1—-01" (36,14) 


1 Voici explicitement les premières fonctions R,z : 


ne =“h Se 
Rio = 2e LE Rao = V2 e ra fi 5) , Ru= Vs rlBr, 
2 2 
Ro 75° rs (i—r+gr). 
8 4 
= = RUES, = —— pr 
Ri= 77e" mr (1 DE Rays 


3 L'intégrale normalisante peut être aussi calculée en substituant l'expres- 
sion (d, 13) des polynômes de Laguerre et intégrant par parties [de la mème 
façon qu'a été calculée l'intégrale (c, 8) pour les polynômes de Legendre]. 
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Aux grandes distances, 
2" 
A —| CE ut PR NE M 
Ru & (D ne+1W(n+Dl(n—1— 1) 
La fonction d'onde R,, de l’état normal s’amortit exponentielle- 
ment aux distances de l'ordre de r—1, soit, dans les unités ordi- 
naires, r—h?/ma. Les valeurs moyennes des diverses puissances de 
r se calculent par la formule 


rn—ie-rm, (36,15) 


rh = \r£tiR? dr. 


Où 8 


La formule générale de r# peut être déduite au moyen de (f, 7). 
Voici quelques-unes des premières valeurs de r* (avec des k positifs 
et négatifs): 


= [3n°—1(1+1)], n=T [5n2+1—31(1+ 1)], 
1 (36,16) 


nm (1+35) 
Spectre continu 


Le spectre des valeurs propres positives de l'énergie est continu 
et s'étend de O à l'infini. Chacune de ces valeurs propres est 
dégénérée, avec une multiplicité infinie de dégénérescence; il cor- 
respond à chaque valeur de E une infinité d'états avec / parcou- 
rant toutes les valeurs entières de O0 à l'infini (et avec toutes les 
valeurs possibles de m pour { donné). 

Le nombre n déterminé par les formules (36,3) ainsi que la 
variable p sont à présent imaginaires purs: 


pin moi (36,17) 


paies 


1 
r = 7 


2 — 


EN 


où » = 2E.1 Les fonctions propres radiales du spectre continu s'écri- 
vent : 


C î s 
Ru = ee M F(E+IH I, 2142, 2ikr ) (36,18) 


Cu étant un facteur normalisant. Elles peuvent être représentées 
par une intégrale complexe (cf. $ d): 


ü 


. I 
2er . E-u-2dt, (36,19) 


Nr 1 
Ru= Cu (2kri'e a Pa (1—T 


1 On pourrait aussi définir n et p par les expressions conjuguées complexes 
n=ik, p—=—2ikr; les fonctions réelles Rx, ne dépendent pas, bien entendu, 
du procédé de définition de ñn et p. 
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prise le long du contour représenté sur la fig. 101. Par la substi- 
tution E—2ikr(t+ 1/2) cette intégrale se ramène à une forme 
plus symétrique : 


1 —| 
Ru = Cu AD per (14) (is) | at. (86,20) 


(le chemin d'intégration contourne dans le sens positif les points 
t—+1/2). Il résulte directement de cette expression que les 
fonctions R,, sont réelles. 


E<2ikr 
t=0 


Fig. 10 


Le développement asymptotique (d, 14) de la fonction hyper- 
géométrique dégénérée permel de déduire directement un dévelop- 
pement analogue pour les fonctions d'onde R,,. Les deux termes 
dans (d, 14) donnent dans R,, deux expressions complexes conju- 
guées, et on a finalement 


eh 
Ru = Cu kr 


Ter La 138 in 24r 
2 k L 5 
D CAES nt, an) 
r{i+i=7) 
(36,21) 


Si l'on normalise les fonctions d'onde «à l'échelle de k/2x» 
[c'est-à-dire par la condition (33,4)], le coefficient C,, vaut alors: 


Cu = 2ken!2t | r (1+ I—+) Ê (36,22) 
En effet, l'expression asymptotique de R,, pour les grands r [le 


1 Au lieu de ce contour on peut aussi prendre n'importe quelle boucle fer- 
mée, contournant les points singuliers E—0 et E—2ikr dans le sens positif. 
Pour { entier la fonction V (E)=E-n-1 (E—2ikr)"-{ (cf. $ d) reprend sa valeur 
initiale lorsqu'on décrit un tel contour. 


10° 
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premier terme du développement (36,21)] s'écrit alors: 
Ru & + sin (ar+pin2er 5148), 
8, =argT (1+ 1—<) : (36,23) 


ce qui est conforme à l'expression générale (33,20) des fonctions 
d'onde normalisées du spectre continu dans un champ central sy- 
métrique. L'expression (36,23) se distingue de (33,20) par la pré- 
sence du terme logarithmique sous le sinus; mais comme In croît 
avec r plus lentement que r lui-même, sa présence n'affecte pas 
les calculs de l'intégrale normalisante divergeant à l'infini. 

Le module de la fonction l dans l'expression (36,22) du fac- 
teur normalisant peut s'exprimer au moyen des fonctions élémen- 
taires. Utilisant les propriétés bien connues de la fonction T 


D(z24+1)=2T (2), T7 (1—2)= 2 


rfeiet) (ut) (et) r(#) 
rfi )= (+). (151), 


fr (+ —+)|=[r (+i-5)r(4i+ pl" s 


il vient : 


puis : 


De la sorte, 


GRR Ver 620 


(pour {—0 on remplace le produit par 1). 
Par le passage à la limite k—0 on peut obtenir la fonction 
radiale dans le cas particulier où l’énergie est nulle. Lorsque k — 0: 


F(r+1+1 21+92, 2ikr)— F(E 21+2, 2ikr) = 


> 2r (2r)? 
 @+2-n “fe +2) @+3-21 
= (2141) 1 (278 Jus (VBr), 
Ju+1 étant la fonction de Bessel. Les coefficients C,, (36,24) de- 
viennent lorsque k — 0 
Cu F Vênk-ttin, 
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On en déduit: 


R ts ; 
Velo Jus (V8r). (36,25) 
Expression asymptotique de cette fonction pour les r grands!: 
Rat {8 in (V8r—ix —Z 36,26 
pale)" sr(Vem 5). 0626 


Le facteur VAR disparaît quand on passe à la normalisation «à 
l'échelle de l'énergie», c'est-à-dire des fonctions R,, aux fonc- 
tions R4, conformément à (33,5); c'est précisément la fonction R:, 
qui reste finie à la limite E —+0. 

Dans un champ coulombien répulsif (U —a/r), seul existe le 
spectre continu des valeurs propres positives de l'énergie. L’équa- 
tion de Schrôdinger dans ce champ peut se déduire formellement 
de l'équation pour le champ attractif en changeant le signe de r. 
Aussi les fonctions d'onde des états stationnaires se déduisent-elles 
directement de (36,18) par cette substitution. Le facteur normali- 
sant se détermine ici encore par l'expression asymptotique, et on 
obtient finalement : 


C eu pÉ : 
Ru= pre Care (EHIHI, 240, —Dikr), 


(+) [] 0 s+ 1. (36,27) 


L'expression asymptotique de cette fonction pour les grands r 
s'écrit: 


Cu = 2ke” 7/2 


Ru 2 sin (ar in + &) ; 
G=argr(1+1++). (36,28) 


Nature de la dégénérescence coulombienne 


Lors du mouvement classique d’une particule dans un champ 
coulombien on a une loi de conservation spécifique de ce champ; 
dans le cas d’un champ attractif: 


A= ——P x1= const (36,29) 


(cf. 1 $ 15). En mécanique quantique à cette grandeur correspond 
l'opérateur 


a 


AT Exi— Îxp) (36,30) 


1 Notons due cette fonction correspond à l'approximation quasi classique 
($ 49) appliquée au mouvement dans la région (1+1/,)?& r <k-3. 
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qui commute, on le vérifie facilement, avec l'hamiltonien 
H=p/2— 1/r. 

Un calcul direct conduit aux règles de commutation suivantes 
pour les 4, entre eux et avec l'opérateur moment : 


{ls As} =iemAn {À A =— het. (36,31) 


La non-commutativité des opérateurs À, entre eux signifie que 
les quantités 4,, À, À, re sauraient avoir, en mécanique quan- 
tique, simultanément de valeurs déterminées. Chacun de ces 
opérateurs, disons À,, commute avec la composante correspondante 


du moment {,, mais non avec l'opérateur du carré du moment Î*. 
L'existence de la nouvelle grandeur conservative, non simultané- 


ment mesurable avec les autres grandeurs conservatives, conduit 
($ 10) à une dégénérescence supplémentaire des niveaux, — ce qui 
est précisément la dégénérescence «accidentelle», spécifique du 
champ coulombien, des niveaux d'énergie discrets. 

L'origine de cette dégénérescence peut être aussi formulée en 
termes de la symétrie accrue (en comparaison de la symétrie par 
rapport aux rotations spatiales) que possède le problème coulom- 
bien en mécanique quantique (V. Fok, 1935). 

A cet effet, remarquons que, pour les états du spectre discret 
à énergie négative fixée, on peut remplacer À dans le second 
membre de la dernière relation (36,31) par E et introduire au lieu 
des À; les opérateurs u;,= À/V —2E. Pour ceux-ci les règles de 
commutation deviennent : 


{ls di=ienus,  {u;, &h=ieul. (36,32) 


Avec la règle {/;, 1,} —ie;l,, ces relations coïncident formellement 
avec les règles de commutation des opérateurs des rotations infi- 
nitésimales dans l'espace euclidien à quatre dimensions'. Ceci est 
précisément la symétrie du problème coulombien en mécanique 
quantique *. 

À partir des relations de commutation (36, 32) on peut à nou- 
veau déduire l'expression pour les niveaux d'énergie dans le champ 


coulombiens. Recopions-les en introduisant au lieu de Î et ü les 


! Alors, /;, l,, l, jouent le rôle d'opérateurs de rotations infinitésimales 
dans les plans yz, xz, xy du système de coordonnées cartésiennes à quatre 
dimensions x, y, z, u, et u,, u,, u,, celui d'opérateurs de rotations infinitési- 
males dans les plans xu, yu, zu. 

? Sous forme explicite cette symétrie se manifeste dans les fonctions d'onde 
en représentation des impulsions: cf. V. Fok, Zs. f. Physik 98, 145, 1935. 

3 Cette déduction coïncide pour l'essentiel avec celle de Pauli (1926). 
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opérateurs 
i=sf+a, = +(—ù). (36,33) 
On a pour ceux-ci: 
{fs De} = ieinires : {ar Jar} = ieiniiurs (36,34) 


{fe fx} =0. 


Ces règles coïncident formellement avec les règles de commutation 
de deux vecteurs indépendants du moment cinétique tridimensionnel. 
Dès lors, les valeurs propres de chacun des carrés j? et j? sont 
h Ga +1) et ja(ja+ 1), OÙ jrs a = 0, Va 1, */y +... Par ailleurs, 
d'après la définition des opérateurs u et VA on trouve après 
un calcul simple: 


_ LE. bel Re 
lu=uil=0, P+u=—1—;z 


(calculant la somme f+u’, À a été de nouveau remplacé par E). 
D'où: 


H 
Ge 1 De 
== (143) = iG4+D 
(où j=j, = j,), après quoi: E=—1/2(2j+ 1). Posant 
2j+l=n, n=1,2, 3, (36,35) 


nous sommes conduits au résultat exigé E—— 1/2n?. La multi- 
plicité de la dégénérescence des niveaux est égale, comme il se doit, 


à (2j, + 1)(2j,+)=(2i+1) =n*. Enfin, étant donné que [= j;+;,, 
lorsque est donné h=h=(@ 02, le moment orbital ! parcourt 
les valeurs de O à 2j=n—11. 


1 Jci nous anticipons qusne peu et nous utilisons les propriétés du mo- 
ment qui apparaîtront au $ 54 (possibilité d'existence de valeurs entières et 
demi-entières de j). 

3 La dégénérescence « accidentelle» des niveaux avec différentes valeurs du 
moment { existe aussi pour le mouvement dans le champ central symétrique 
U=mwîr?/2 (oscillateur spatial, cf. prob. 4, $ 33). Cette dégénérescence est 
aussi liée à une symétrie supplémentaire de l' hamiltonien. En |’ occurrence celte 
symétrie résulte de ce que dans = p°/2m + mwr?/2 les opérateurs Pi et les 
coordonnées x; figurent sous la forme d’une somme de carrés. En les remplaçant 
par les opérateurs 

< _ maxi ip = mx; — iPi 


HT Vonhe Vente 


= ho [ass a+ >|: 
Cette expression su invariante dans les transformations unitaires arbitraires des 
opérateurs & et a formant un groupe plus large que le groupe des rotations 


on obtient 
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Problèmes 


1. Déterminer la distribution des probabilités des diverses valeurs de l’im- 
pulsion dans l'état fondamental de l'atome d'hydrogène. 

Solution!. La fonction d'onde de l'état fondamental est: 
er? 


Ÿ= R10Ÿ 00 = 


1 
Va 
La fonction d’onde de ce même état dans la représentation-p s'en déduit sous 
forme d’intégrale 


açp= | #60 e 4° av 


[voir (15,10)]. L'intégrale se calcule en passant en coordonnées sphériques d’axe 
polaire confondu avec p ; on obtient finalement 


ne 
OT 


la densité de la probabilité dans l’espace des p étant | a (p) [?/(2x}. 

2. Déterminer le potentiel moyen du champ créé par le noyau et l'électron 
de l'atome d'hydrogène dans son état fondamental. 

Solution. Le potentiel moyen . créé par le « nuage électronique » en 
un point quelconque r se détermine le plus simplement en tant que solution 
à ne sphérique de l'équation de Poisson avec pour densité de charge 
p=—]vh: 

LA 

r dri 
Intégrant cette équation, choisissant les constantes de sorte que @, (0) soit fini 
et que g.(œ)=0, et ajoutant le potentiel du champ du noyau, il vient : 


pt n=(r+i)e-tr. 


Lorsque DT on aÆl/r (champ du noyau), et lorsque 7 >> 1, le potentiel 
@#e-? (blindage du noyau par l'électron). 
3. Déterminer les niveaux d'énergie d’une particule en mouvement dans un 
champ central symétrique d'énergie potentielle U = A/r?— Bjr (fig. 11). 
Solution. Le spectre des énergies positives est continu, celui des énergies 
négatives étant discret ; envisageons ce dernier. L'équation de Schrôdinger pour 
la fonction radiale s'écrit : 


(rpe)=4e"?r. 


ŒR, 24R 2 ñ 1 _A 8 
DE HE CE D LU D + )r=0. Qi) 


tridimensionnelles (par rapport auquel est invariant l'hamiltonien d'une parti- 
cule dans tout champ central symétrique). 

Notons également ce qui suit: ce caractère spécifique du champ coulombien 
et de celui de l'oscillateur en mécanique quantique (présence d'une dégénéres- 
cence accidentelle) se traduit en mécanique classique par le fait spécifique 

u’il existe dans ces champs (exclusivement dans ces champs) des trajectoires 
ermées de particules. 

1 Dans les problèmes 1 et 2 nous utilisons les unités atomiques. 
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Introduisons la nouvelle variable 


2VY —2mE 
per : r 
et les notations 
2mA 
a +U+=s(s+1), (2) 


B m 
VV ==" G) 
Alors l'équation (1) devient : 
PR ET ln D) 
R+2R (-+ B_s#GED\s 5 
Æ : Tor es FE 
coïncidant formellement avec (36,4). Et l'on conclut aussitôt que la solution 


u«n) 


Ur) 
| 
La 


Fig. 11 Fig. 12 


satisfaisant aux conditions requises est 


R=pse PF (—n+s+1, 2542, p), 


le nombre n—s—1—p devant être un entier positif (ou nul), et s étant la 
racine positive de l'équation (2). Eu égard à la définition (3), on obtient ainsi 
les niveaux d'énergie : 

2Bîm ñ : 


8mA |-2 
ha ° 
4. Même problème pour U =< +8" (fig. 12). 


Solution. Seul existe le spectre discret. L'équation de Schrôdinger s'écrit : 


dR , 24dR , 2m h°1(1+1) À | 
an teuth(e ur A s)R=0 
Introduisant la variable 
= 2mB à 
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et les notations 
LU) RÉ = Ge D), VE 4 +9 +3, 


on obtient l'équation 


1 
3 &_‘(°+2) 
La solution cherchée se comporte asymptotiquement lorsque Ë —+ « comme 


e”6/1, et pour les petits E, elle est proportionnelle à £5 où s est la valeur 
Dosilite 


_1 2 1 8mA 
=5|-1+ C++ al 
Aussi cherchera-t-on la solution sous la forme: 
R=e"Ÿ'?tsw, 
et l'on obtient pour w l'équation 
1 3 + 
gu+(25+ 5 —E)u"+n0=0, 
d'où 
3 
w=F|—n, 25+-, 8 ; 


n étant un entier non négatif. Par conséquent, on obtient pour les niveaux 
d'énergie l'infinité de valeurs «équidistantes » : 


E,=Rh V 5x BE [an+e+ V'e++f58) , n=0,1,2.., 


$ 37. Mouvement dans un champ 
coulombien (coordonnées paraboliques) 


La séparation des variables dans l'équation de Schrôdinger 
écrite en coordonnées sphériques est toujours possible pour 
le mouvement dans n'importe quel champ central symétrique. 
Si le champ est coulombien, la séparation est aussi possible dans 
des coordonnées dites paraboliques. On a intérêt à résoudre le 
problème du mouvement dans un champ coulombien en coordon- 
nées paraboliques lorsqu'une direction de l'espace est mise en 
évidence, par exemple par l'existence d'un champ électrique exté- 
rieur (autre que le champ coulombien) ($ 77). 

Les coordonnées paraboliques £, n, @ sont définies par les for- 
mules 


x=VEncose, y=VEnsing, 2=7(E—n) 
r=VE PTE LE +1) (37,1) 
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ou inversement 
E=r+z, n=r—2, q=arctgÀ; (37,2) 


E et n parcourant les valeurs de O à oo, q de 0 à 2x. Les surfaces 
E—const et n—const sont des paraboloïdes de révolution d'axe 
confondu avec l'axe des z et de foyer à l’origine. On a là un 
système de coordonnées orthogonales. L'élément de longueur est 
donné par re 


= EE der + ant + En dt, (37,3) 
et l'élément de volume: 

dV=+(E+n) dŒdndy. (37,4) 
De (37,3) résulte ie l'opérateur de Laplace on 


dr f(Ex) ana) 675 


L'équation de Schrôdinger pour une particule dans un champ 
coulombien attractif 


revêt " forme : 


Er [2 (4 R)+ a (" mn) + aa +2(E+ t)v- — 
Cherchons les fonctions propres Ÿ sous la forme FE 


v=/f(@) (ner, (37,7) 
m étant le nombre quantique magnétique. Substituant cette expres- 
sion dans l'équation (37,6) multipliée par (ë+n)/4 et séparant les 
variables È et n, il vient pour f, et f, les équations: 


4 fgdh\,[E£g_m = 
a(ra)+ [Es + h]h 0, 
+ n de )+ [En—$+8.] f=0, 
où les ee de séparation» B,, B, sont liés par la relation 


B,+B,= 1. (37,9) 


Envisageons le spectre d'énergie discret (E < 0). Introduisant 
au lieu de E, &, n les quantités 


1 
VE =tV—2E=Ë, =, (37,10) 


on obtient pour f, l'équation: 


< L df L O1/Im|+i CR 
et [+ (ten) -Hlne0 6710 


(37,8) 


n = 
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et une équation analogue pour f,, ayant introduit également les 
notations 


Jui 


m=———+n8,, n=— mit 


np, (37,12) 


Comme on l’a fait pour l'équation (36,4), on trouve que f, se 
comporte pour les grands p, comme e-P1/3, et pour les petits p, 
comme p,'"!{/2. Ceci étant, nous chercherons la solution de l’équa- 
tion (37,11) sous la forme: 


A (P,)= er? p,tr V2, (p,) 
(et d'une manière analogue pour f,); on obtient pour w, l’équation 
pui +(Im|+ 1—p,) wi + n,w, = 0. 


Nous retrouvons l'équation d’une fonction hypergéométrique dégé- 
nérée. La solution satisfaisant aux conditions de finitude est : 


w=F(—n,, im|+1, Pi), 


n, devant être un entier non négatif. 

Ainsi donc, chaque état stationnaire du spectre discret est 
déterminé en coordonnées paraboliques par trois entiers : les «nombres 
quantiques paraboliques» n, et n, et le nombre quantique magnéti- 
que m. On déduit de (37,9) et (37,12) pour n («nombre quantique 


principal ») : 
n=n,+n,+|m|+1. (37,13) 


Pour les niveaux d'énergie on retrouve, bien entendu, le résultat 
antérieur (36,9). 

Pour n donné, le nombre [m| peut parcourir n valeurs distinc- 
tes de O0 à n—1. Pour n et |[m]|fixés, nr, parcourt n—|m]| valeurs 
de O à n—|m|—1. Ayant en vue encore que, pour |m| donné, 
on peut choisir des fonctions avec m—=+|ml|, on trouve qu'il 
correspond en tout à #7 donné 


n=1 
2 pa (n—m)+(n—0)= n° 


états distincts, en conformité avec le résultat déduit au $ 36. 
Les fonctions d'onde %,,,n du spectre discret doivent être 
normalisées par la condition 
æ© æ 27 


[baron l* dV = +] À Ÿ Ian PO +) de didn= 1. (87.14) 


Les fonctions normalisées ont la forme: 


Ponge = LE nus (E fun (LV, (87,15) 
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avec 
fn = pe VE FC p, Im1+1, phe-vroin is. (87,16) 


Les fonctions d'onde en coordonnées paraboliques, à l'encontre 
des fonctions d'onde en coordonnées sphériques, ne sont pas sy- 
métriques par rapport au plan z2=0. Pour n, > n, la probabilité 
de trouver la particule du côté des z > 0 est plus grande que pour 
le côté des z< 0, et c'est le contraire qui a lieu pour n, < n,. 

Au spectre continu (E > 0) correspond un spectre continu de 
valeurs réelles des paramètres f,, B, dans les équations (37,8) [qui 
sont toujours liées par la relation (37,9)} nous n'écrirons pas ici 
les fonctions d'onde correspondantes. Les équations (37,8) consi- 
dérées comme les équations des «valeurs propres» de B,, B, sont 
également douées (lorsque E > 0) de spectre de valeurs complexes 
de B,, B,. Les fonctions d'onde correspondantes seront données au 
$ 135, où elles nous servent à la résolution du problème de la 
diffusion dans un champ coulombien. 

L'existence d'états stationnaires |n,n,m> est liée à la présence 
de la loi de conservation supplémentaire (36,29). Dans ces états, 
outre l'énergie, les quantités {,=m et À, ont des valeurs déter- 
minées. Calculant les éléments de matrice diagonaux de À,, on 
trouve 


A, =, (37,17) 
Alors u,=n,—n,, et on a pour les projections des «moments» 
j, et j,: 
: 1 l 
Îju=g(mn+n-n)=h, be=z(n-nt+n,)=p. (37,18) 


Ces propriétés des états |n,n,m> (ou, ce qui est la même chose, 
de |nu.u,>) permettent d'établir facilement le lien entre leurs fonc- 
tions d'onde et les fonctions d'onde des états |nlm>. Comme 
1—;j,+3j,, le passage de l’un de ces procédés de description à 
l’autre se réduit au problème de la formation des fonctions d'onde 
lors de l’addition de deux moments (cf. $ 106). En terminologie 
des «moments» j, et j,, les états |nlm> et |n,n,m> sont décrits en 
tant que |j,j,/m> et |j,j.u.u.», où, d’après (36,35) et (37,13): 

: : En A LE . (37,19) 


h=b=—— 


Conformément aux formules générales (106,9-11), on a: 
Vatm = 2 Cm |uib:> bruns 


Hsths=m 
nl (37,20) 
Vans = D KE, Bit bal Bal) Para 


l=0 
(D. Park, 1960). 


CHAPITRE VI 
THÉORIE DES PERTURBATIONS 


$ 38. Perturbations indépendantes du temps 


La solution exacte de l'équation de Schrôdinger ne peut être 
déduite que dans les cas les plus simples en nombre relativement 
restreint. La plupart des problèmes de la mécanique quantique abou- 
tissent à des équations trop compliquées ne se laissant pas traiter 
exactement. Toutefois, dans les conditions du problème figurent 
souvent des quantités de divers ordres ; il peut s'en trouver des peti- 
tes, dont l’omission simplifie le problème à tel point qu'il se prête 
à une résolution exacte. Dès lors, le premier pas dans la résolution 
du problème physique posé est de trouver la solution exacte du pro- 
blème simplifié, et le second, de calculer approximativement les 
corrections qu'entraînent les petits termes négligés. La méthode 
générale mise en œuvre pour le calcul de ces corrections s'appelle. 
théorie des perturbations. 

Supposons que l’hamiltonien du système physique envisagé 
s’écrive : 


A=Â,+V, 


Ÿ étant la petite correction (la perturbation) à l'opérateur «non per- 
turbé» À,. Aux $ 38, 39 nous examinerons des perturbations V ne 
dépendant pas explicitement du temps (la mème hypothèse concer- 
nant aussi bien H,). Les conditions requises pour que Ÿ puisse être 
oies comme « petit» en comparaison de À, seront déduites dans 
a suite. 

Le problème de la théorie des perturbations pour le spectre 
discret peut être formulé comme suit. On suppose connues les fonc- 
tions propres #f” et les valeurs propres E!* du spectre discret de 
l'opérateur non perturbé Â,, c'est-à-dire les solutions exactes de 
l'équation 


Av® = Evry, (38,1) 
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et on demande de trouver les solutions approchées de l'équation 
Ap=(4,+V)p= EY, (38,2) 


c'est-à-dire les expressions approchées des fonctions 1, et des va- 
leurs propres E, de l'opérateur perturbé. 

Dans ce paragraphe, nous supposerons que toutes les valeurs 
propres de l'opérateur H, sont non dégénérées. En outre, pour 
simplifier la déduction, nous supposerons d'abord que seul existe 
un spectre discret de niveaux d'énergie. 

Il est commode de faire d'emblée les calculs sous forme matri- 
cielle. Pour cela, développons la fonction cherchée 1 en série de 


fonctions {2 : 
p= Dent. (38,3) 
Substituant ce développement dans (38,2), il vient: 
Zén (E + V) po = D Epe, 
m m 


et multipliant les deux membres de cette égalité par #* et 
intégrant, on trouve: 


(E— E) co = D Vyncn (38,4) 


Nous avons introduit ici la matrice V,,, de l'opérateur de pertur- 


_ 


bation V, définie au moyen des fonctions non perturbées w#{° : 


Vin = À HP da. (38,5) 


Nous allons chercher les coefficients c, et l'énergie E sous 
forme de séries: 


E=ES+HEULED LE GC +++... 


les quantités E‘, c‘ étant du même ordre que la perturbation Ÿ, 
et E‘*, c‘® du second ordre, etc. 

Déterminons les corrections à la n-ième fonction propre et à la va- 
leur propre correspondante ; nous poserons à cet effet : «= ],c%—0, 
mn. Pour trouver la première approximation, nous substituerons 
dans l'équation (38,4) EE +E, c, =c@ +cf, ne conservant 
que les termes du premier ordre. L'équation donne pour k=—n: 


EP = Von = | p9 + Vapi® da. (38,6) 
De la sorte, la correction de première approximation à la valeur 


propre EË est égale à la valeur moyenne de la perturbation dans 
l'état y. 
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L'équation (38,4) donne pour kzÆn 
(Ræn), (38,7) 


c reste arbitraire et doit être choisi de manière que la fonc- 
tion Ya = YS" +} soit normalisée aux termes du second ordre 
près. Il faut alors poser pour cM —0. En effet, la fonction 


=2 es ny) mn” (38,8) 


(le signe « prime » affectant sigma indique que dans la sommation sur 
les m on sautera le terme correspondant à m=n) est orthogonale à 
+, et donc l'intégrale de |p{ +4{° |? ne diffère de l'unité que 
par un terme du second ordre. 

La formule (38,8) donne la correction de première approximation 
aux fonctions d'onde. Elle montre aussi dans quelle condition la 
méthode utilisée est applicable. À savoir, on doit avoir l'inégalité 


[Van | IE — En |, (38,9) 


c'est-à-dire que les éléments matriciels de perturbation doivent 
être petits en comparaison des différences correspondantes de niveaux 
d'énergie non perturbés. 

Déterminons encore la correction de seconde approximation à 
la valeur propre E{°. Substituons à cet effet dans (38,4) E—E+ 
+EM+ES, c— = co + ch +cf et considérons les termes du second 
ordre. L' équation avec k=n donne 


EG = ZE VamCn?, 
m 
d’où 
Van 
EP = 2 En _ (38,10) 
(nous avons substitué és (38,7) de c‘ et pris en consi- 
dération que, V étant hermitique, V,h, =Vah). 

Notons que la correction de seconde approximation à l'énergie 
de l’état normal est toujours négative. En effet, si E?” correspond 
à la plus petite valeur, tous les termes de la somme (38,10) sont 
négatifs. 

Les approximations suivantes s'effectuent de la même manière. 

Les résultats déduits s'étendent aussitôt au cas où l'opérateur 
À, est doué en outre de spectre continu (il s’agit toujours de l'état 
perturbé du spectre discret). Il suffit seulement d'ajouter aux som- 
mations concernant le spectre discret les intégrales correspondan- 
tes du spectre continu. Nous discernerons les divers états du spectre 
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continu par l'indice v parcourant un ensemble continu de valeurs ; 
nous conviendrons que v représente l’ensemble des valeurs des gran- 
deurs suffisantes pour la détermination complète de l'état (si l'état 
du spectre continu est dégénéré, ce qui a lieu presque toujours, la 
donnée de la seule énergie ne suffit pas à déterminer l'état)1. 11 
faudra alors, par exemple, écrire au lieu cs A 8) 


pr=Y er m + +(a EN E, W pv” dv (88,11) 
m 
et d'une manière anälogue pour les autres formules. 

Il sera aussi utile de noter la formule des valeurs perturbées des 
éléments matriciels d’une grandeur physique f quelconque calcu- 
lés aux termes du second ordre près au moyen des fonctions 

n = + avec + prise dans (38,8). On établit aisément 
l'expression suivante: 


L Va ! Vral® 
Fan = fan +2 E® as +2 F9 ES (38,12) 


Dans la première sommation k-£n et dans la deuxième km. 


Problèmes 


1. Déterminer la correction de deuxième approximation 4% des fonctions 
propres. 
Solution. Nous calculerons les coefficients c®, k £n, dans les équa- 


tions (38,4) avec k < n, ces équations étant limitées” au second ordre, et nous 
prendrons cd2de sorte que la fonction 1, = #9 +p4)+ 43 soit normalisée 


aux termes ‘au troisième ordre près. On trouve finalement : 


w=-2 2 TE VanVrn po — 23 ue “2 mR po — “e ( De ent, 


30hkOnm 


où nous avons nt la us 
Ga (EN — ER"). 
2. Déterminer la correction de LR approximation aux valeurs pro- 
pres de l'énergie. 


Solution. Ecrivant dans les équations (38,4) avec k=n les termes du 
troisième ordre, il vient 


1 VonVexV 1 [Va l* 
E® > Z Free > Porn ; 


3. Déterminer les Re d'énergie d'un oscillateur linéaire anharmonique 
d'hamiltonien 


Pa + pt 


1 Alors les fonctions d'onde w#{°’ doivent être normalisées à la fonction 6 
des quantités v. 


11-50 
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Solution. On peut obtenir directement les éléments matriciels de x? et 
de xt conformément à la règle de multiplication des matrices en utilisant 
l'expression (23,4) des éléments matriciels de x. On trouve pour les éléments 
matriciels non nuls de x: 


aan Enn-e= ( À)" n(n=1l)(a—2), 


8 
Canin = nn = ( £ y" VE. 


mo 


Les éléments diagonaux ne figurent pas dans cette matrice, de sorte que la 
correction de première approximation du terme æœx® dans l'hamiltonien (en tant 
que perturbation de l'oscillateur harmonique) est absente. Pour ce qui est de 
la correction de seconde approximation de ce terme, elle est du même ordre que 
la correction de première approximation de fixt. Les éléments matriciels dia- 
gonaux de xt s'écrivent : SR 
Ga, n= (2) + @n+2n+ 0). 

A l'aide des formules générales (38,6) et (38,10), on trouve finalement l’appro- 
ximation suivante des niveaux d'énergie de l'oscillateur anharmonique : 


1\ 15&/h \%f,, .lU\,38/h \/, 1 

Enmho(ntz)-4 5 (ns) (r+nta)+58 (ns) (vtt). 

4. Un puits de potentiel sphérique à parois infiniment hautes est soumis 
à une petite déformation (sans variation de volume) et prend la forme d'un 
ellipsoïde de révolution faiblement allongé ou aplati de demi-axes a=b et c. 
Trouver la séparation des niveaux d'énergie d'une particule dans le puits pour 
une telle déformation (4. Migdal, 1959). 

Solution. L'équation de la frontière du puits 

x? + y? z? 
a tal 

après changement de variables x —+ ax/R, y—aulR, z—cz/R se transforme 
en l'équation d'une sphère de rayon R: x?+y?+2z?= R?. Par ce- même chan- 
gement, l’hamiltonien de la particule À —p?/2M = — h2A/2M (M étant la masse 
réduite de la particule ; l'énergie est comptée à partir du fond du puits) devient 
= ,+Ÿ, où 


à ha h:2 R? & . 0? R? d 
lg Pen [(t) (tas) ) el: 
De sorte que le problème du mouvement dans un puits ellipsoïdal se ramène 
au problème du mouvement dans un puits sphérique. Si l'ellipsoïde diffère peu 


d'une sphère de rayon R=(a%)!/®, Ÿ peut être considéré comme une petite 
perturbation. Introduisant le « degré d'ellipsoïdicité» B (|BI|<< 1) conformément à 


aæR(1-f ; c& R (143 , 
on écrit l'opérateur de perturbation sous la forme 


_ PB {5:52 
Ps (pt —3p2). 
Au premier ordre de la théorie des perturbations, on a la variation des 


niveaux de l'énergie d'une particule par rapport aux niveaux dans un puits 
sphérique : 


AEnim = Entm— E% = <nim|V | #im> 
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({ et m sont la grandeur du moment de la particule et sa projection sur l’axe 
de l'ellipsoïde ; nr numérote les niveaux dans le puits sphérique pour { donné; 


ces derniers ne dépendent pas du nombre m). Notant que l'expression p?—3p? 
est la composante en zz du tenseur irréductible (du tenseur de trace nulle 
Op? —3pipr), conformément à (107,2) et (107,6), on trouve que l'élément de 


matrice &nim|V | nim> est proportionnel à (—1)* es 0 m) , Si bien que: 


3m? 


(la table des symboles 3j est donnée p. 502). 
Puis on écrit : 


<nl0 |V | n10> + BE + Fe çuuo 


) <nl0[V | #10> 


2 |m0)= 


2 90 (| Du | ar do 


(dans le premier terme on s’est servi de l'équation de Schrôdinger HoŸaim = ES bnim 
pour le puits sphérique, et dans le second on a intégré par parties). Pour la 
dérivée de la fonction %,10= Rai (r) Y'10 (8, @) on trouve en utilisant l'expres- 
sion de Y0 sous la forme (28,11) : 


2 à sin69 
A nl CL ment) ve 
____it+ DS 
TT HGHP—IPA (Ru Ru) riro+ 
! pe 
ATTTENT LE (rat ru )rise 


Les intégrales radiales se calculent d'après les formules: 


œ œ 
FRuRur ar=— + À Ruar, 
0 0 


[rar ar = et +0 | Rue, 
0 


qu s'obtiennent par intégration par parties et utilisation de l'équation de 
hrôdinger radiale (33,3) : 


Rat À Ru CE Ra ET ET. 


r3 


Les termes contenant les intégrales de RÂ se réduisent mutuellement dans la 
réponse, et il vient en définitive : 


ag tU+D [mt _11%e 
Ent +S F +1) ;| is 
Notons que L 
1 _ pt 
FI 2, en=s * 


c'est-à-dire que le «centre de gravité» du multiplet n'est pas déplacé. 
1e 
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$ 39. Equation séculaire 


Venons-en au cas où l'opérateur non perturbé À, a des valeurs 
propres dégénérées. Soient #%, #%, ... les fonctions propres rela- 
tives à une seule et même valeur propre de l'énergie E%. On sait 
que le choix de ces fonctions n'est pas univoque —elles peuvent 
être remplacées par s (multiplicité de la dégénérescence du niveau E°) 
combinaisons linéaires indépendantes de ces mêmes fonctions. Mais 
l'arbitraire disparaît si nous soumettons les fonctions d'onde à la 
condition qu’elles varient peu dans une petite perturbation. 

Nous supposerons pour l'instant que #%, ÿ®, ... sont certaines 
fonctions propres non perturbées arbitrairement choisies. Les fonc- 
tions exactes de l’approximation zéro sont des combinaisons linéai- 
res de la forme 


Cp E COApO +. 


Les coefficients de ces combinaisons se déterminent en même temps 
que les corrections de première approximation aux valeurs propres 
de la manière suivante. 

Recopions les équations (38,4) avec k=n, n',... en remplaçant 
en première approximation E—E® + E‘, où l'on pourra se bor- 
ner à prendre pour les c, l'approximation zéro: c;,=c#, €, — 
=, ...; On =0 lorsque mn, n°, ... On obtient alors 


ECO = SV ci 
ou ° 
2 (Van — En) C® = 0, (39,1) 


n et n° parcourant toutes les valeurs numérotant les états relatifs 
à la valeur propre non perturbée donnée E!”. Ce système d’équa- 
tions linéaires homogènes par rapport aux c# admet des solutions 
non nulles si le déterminant des coefficients est nul. On a donc 


l'équation 
| Von — EN, | = 0. (39,2) 


Cette équation de degré s en E“’ admet en général s racines 
réelles distinctes, qui sont précisément les corrections de première 
approximation aux valeurs propres. L'équation (39,2) est dite sécu- 
laire?. Notons que la somme de ses racines est égale à la somme des 
éléments matriciels diagonaux V,,, Vas, ... (c'est le coefficient 
de E$-1 dans l'équation). 

Substituant à tour de rôle les racines de l'équation (39,2) dans 
le système (39,1) et le résolvant, on trouve les coefficients c#, 
définissant par là les fonctions propres de l'approximation zéro. 


1 Cette appellation est empruntée à la mécanique céleste. 
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A l'issue de la perturbation, le niveau d'énergie primitivement 
dégénéré cesse en général de l’être [les racines de l'équation (39,2) 
étant en général distinctes]; on dit que la perturbation «lève » 
la dégénérescence. Cette levée peut être aussi bien totale que par- 
tielle (dans ce dernier cas, après superposition de la perturbation, 
la multiplicité de la dégénérescence se trouve diminuée). 

Il peut se faire que, pour telles raisons, tous les éléments de 
matrice pour les transitions à l’intérieur d’un groupe d'états mu- 
tuellement dégénérés n, ne ... soient particulièrement petits 
(voire nuls). Alors, il peut y avoir un sens, en même temps qu’on 
tient compte au premier ordre des éléments de matrice V,.. de tenir 
compte aux ordres supérieurs des éléments de matrice V,., (mÆn, 
n',...) pour les transitions vers des états avec d’autres énergies. 
Nous allons faire cela en tenant compte des éléments de matrice 
V,n au second ordre. 

Dans l'équation (38,4) où k=n, posons au premier membre de 
l'égalité E — E + E (on conserve la notation ÆE* pour la cor- 
rection à l'énergie à l’approximation envisagée), et au lieu de c, 
écrivons c®. Ayant en vue que c®=0 pour tous les m£n, 
n', -.., On a: 


EXC = Van + DVanC®. (39,3) 


Quant aux équations (38,4) avec Àk=m-Æn, n’,..., elles donnent 
au premier ordre: 


(ES —E®) D = ZE Vonc, 


d’où 


Substituant ceci dans (39,3), on trouve 


Eco — D CD (Van + TR | 
m En — En 


Ce système d'équations remplace maintenant le système (39,1); 
la condition de leur compatibilité conduit à nouveau à l’équation 
séculaire, qui diffère de (39,2) par la substitution 


VamVmn: 
Ve — Var +2 ED ES ES - (39,4) 
Problèmes 


1. Déterminer les corrections de première approximation à la valeur p DS 
et les fonctions exactes de l’approximation zéro d'un niveau doublement dégén 
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Solution. L'équation (39,2) devient ici: 
Vu —E® Va 

Vis Vos — EM 

les indices 1, 2 correspondant à deux fonctions propres non perturbées arbitrai- 


rement choisies #{°? et 4ÿ£’ du niveau doublement dégénéré donné. Sa résolution 
donne : 


=0, 


EU = [Via Vos + fo], @) 


où l'on a introduit la notation 
Ro = VV Ve) +4 Val 


pour la différence des deux valeurs de la correction Et. Résolvant ensuite les 
équations (39,1) avec ces valeurs de EG), on obtient pour les coefficients dans 
les fonctions normalisées exactes de l’approximation zéro 499) = cpl + cf 


les valeurs 
to _ f__ Vie Via Var] 1? 
a = [: ET |} ' 
+ { Va [: el LE (2) 


2. Déduire les formules de la correction de première approximation aux 
fonctions propres et de seconde approximation aux valeurs propres. 

Solution. Nous supposerons choisies en tant que 4%” les fonctions exactes 
de l’approximation zéro. La matrice Var qu'elles définissent est visiblement 
diagonale par rapport aux indices n, n°’ (relatifs à un seul et même groupe de 
fonctions du niveau dégénéré), les éléments diagonaux Van, Van: Ctant égaux 
aux corrections correspondantes de première approximation EN, ED, .….. 

Nous considérons la perturbation de la fonction propre ÿ%” de sorte qu'à 
l'approximation zéro E= E%, «= 1,0% =0 lorsque m # n. En première appro- 
ximation E=E% + Van, cn=1+cf, cn = «9. Recopions l'équation du système 
général (38,4) avec k £n, n’, ... en nous limitant aux termes du premier 


ordre : 
(EE) D = Van = Vins 


d'où 
eo _ Van 
R E® En Ef 


pus écrivons l'équation avec k=n’ en y conservant les termes du second 
ordre : 


G£nn,..…) () 


, 
Enc= VarneCn? +Y Varmcn 
m 


(dans la sommation nous sautons les termes correspondant à m—n, n°, ...). 


Substituant E% =Vun et l'expression (1) de c, il vient pour n' £n: 


«D 1 o VarmVmn 
ST (Van —Vnrn!) D EN —E® (2) 
m 


(le cocfficient cd”, lui, étant nul à cette approximation). Les formules (1), (2) 
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déterminent la correction = © cmypm de première approximation aux fonc- 
m 


tions propres 1. 
Enfin, écrivant les termes du second ordre dans l'équation (38,4) avec 
k=n, on trouve pour la correction de second ordre à l'énergle la formule 


te) ? VamV 
Er =Y EP ES ES , G) 
m 


coïncidant formellement avec (38,10). 

3. A l'instant initial {—0 le système se trouve dans l'état #{°? d'un niveau 
doublement dégénéré. Déterminer la probabilité que le système se trouve à 
l'instant ultérieur #{ dans un autre état ÿ{° de même énergie: la transition 
s'opère sous l'influence d'une perturbation constante. 

Solution. Ecrivons les fonctions exactes de l'approximation zéro: 


P=cbitcbe Ÿ'=cibi + cie, 
Cw ca et ci, €, étant deux couples de coefficients déterminés par les for- 


mules (2) du problème 1 [pour alléger l'écriture, nous omettons partout l'indice (°]. 
Inversement : 
CŸ— Ca" 


Ÿi Rd nr 0 
CiCe CiCs 


Les fonctions %Ÿ et vw’ concernent les états d'énergies perturbées E+ Et 
et E+EN), EU), EU)’ étant deux valeurs de la correction (1) du problème 1. 
Introduisant les facteurs temporels, nous passons à la fonction d'onde dépen- 
dant du temps: 


t 
-— Et 
y e h - [ — Eu) , = Eur | 
= ——— c —Gve 

1 Ci, — cice se 2Ÿ 


(à l'instant f—0, Wi=14ÿ). Enfin, exprimant de nouveau w, +’ en fonction 
de VŸr Vs, on obtient W, sous forme de combinaison linéaire de 1,, ÿ, avec 
des coefficients dépendant du temps. Le carré du module du coefficient de w, 
donne la probabilité de transition cherchée w,,. Le calcul avec application de (1) 
et (2) du problème 1 donne: 
=9 Val 1 005 wt 
MEL PTOT LS cos ot) 4]. 

On voit que la probabilité oscille périodiquement avec la fréquence wl). Pour 
les temps # petits en comparaison de la période correspondante, l'expression 
entre accolades, et la probabilité w,, avec elle, est proportionnelle à #2: 


1 
vel Vale 
cette formule peut se déduire très facilement par la méthode exposée au para- 
graphe suivant {à l’aide de l'équation (40,4)]. 


1 Notons que la condition de petitesse des quantités (1) et (2) (et donc 
aussi la condition d'application de la méthode envisagée de la théorie des per- 
turbations) exige, comme auparavant, l'observation des conditions (38,9) seule- 
ment pour les transitions entre états se rapportant à des niveaux d'énergie 
différents. Les transitions entre états se rapportant à un seul niveau dégénéré 
sont prises en compte par l'équation séculaire en quelque sens de façon exacte. 
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$ 40. Perturbations dépendant du temps 


Passons à présent à l'étude des perturbations dépendant expli- 
citement du temps. On ne peut désormais parler de corrections aux 
valeurs propres de l'énergie, puisque, l'hamiltonien dépendant 
du temps {il en est ainsi de l'opérateur perturbé H=H,+V(t)], 
l'énergie ne se conserve pas, de sorte qu'il n'existe pas d'états sta- 
tionnaires. Le problème consiste ici dans le calcul approché des fonc- 
tions d'onde d'après les fonctions d'onde des états stationnaires du 
système non perturbé. 

Ce faisant, nous mettrons en œuvre une méthode correspondant 
à celle connue de la variation des constantes lors de la résolution 
des équations différentielles linéaires (P.A.M. Dirac, 1926). 
Soient W les fonctions d'onde (dotées du facteur temporel) des 
états stationnaires du système non perturbé. Alors toute solution 
de l'équation d'onde non perturbée peut s'écrire sous la forme: 
W—Sa,Y®. Nous chercherons à présent la solution de l'équation 


perturbée 
REA +)Y (40,1) 
en tant que somme 
Y— 2 dk (#) y, (40,2) 


les coefficients du développement étant des fonctions du temps. 
Substituant (40,2) dans (40,1) et se rappelant que les Y$9 satisfont 
à l'équation 

ie 
ot 


IDR IE DNA IS 
k k 


Multipliant les deux membres de l'égalité à gauche par Y{* 
et intégrant, on a 


= AE, 


il vient 


ch Ge = D Vox (Eau, (40,3) 


El L> El 
ñ 


sont les éléments matriciels de la perturbation dotés du facteur 
temporel (au reste, il faut avoir en vue que, V dépendant explici- 
tement du temps, les V,, sont aussi des fonctions du temps). 
Prenons à titre de fonction d'onde non perturbée la fonction 
d'onde du n-ième état stationnaire, les coefficients étant alors 


Vu ()= ù Pop dg = Var elmkt , Om = 
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ceux écrits dans (40,2):a%’=—1, a%—0 pour k-n. Pour déter- 
miner la première approximation, cherchons a, sous la forme 
a, =a};" + af", substituant en même temps dans le second membre 
É (40,3) (qui contient déjà les petites quantités Vu) æ=a®. 
Il vient : 


LE AT) (40,4 


Pour indiquer quelle est la fonction non perturbée dont on cher- 
che la correction, affectons les coefficients a, d’un deuxième indice, 


écrivant : 
y = > ayn (€) TE. 
R 


En conséquence, nous écrirons le résultat de l'intégration de l’équa- 
tion (40,4) sous la forme : 


a =— + ( Vntt)dt=— +] Vin etoknt dt (40,5) 


Ainsi sont déterminées les fonctions d'onde de la première appro- 
ximation. 

Examinons plus en détail le cas particulièrement important 
d’une perturbation périodique dans le temps, de la forme: 


Ÿ = Fe-tot + Getut, (40,6) 
F et G étant des opérateurs indépendants du temps. En vertu de 
l'hermiticité de V, on doit avoir 
Fe-tut + Gevt _— Ê+ etot + G+ e-lut, 

d’où l'on déduit &= F+, c'est-à-dire 
Gam = Frn- (40,7) 

Utilisant cette relation, on obtient : 
Ven (E)=Vinetonnt = F,ef(ôrn ot Fil a+), (40,8) 


Substituant dans (40,5) et intégrant, on obtient l'expression 
suivante des coefficients du développement des fonctions d'onde: 
Fen é Conan Fâge! (opn +0 ){ 

À (@kn — ©) À (@xn +0) 2 
Ces expressions ne s'appliquent que si aucun des dénominateurs 
n'est nul, c'est-à-dire si, pour tous les k (pour nr donné), 


ES — ES -£ + ho. (40,10) 


a =— 


1 Plus exactement, ils ne doivent pas être petits à tel point que les al 
cessent d'être petits en comparaison de l'unité. 
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Pour un certain nombre d'applications, il est utile que les élé- 
ments matriciels d’une grandeur arbitraire f soient déterminés 
à l’aide des fonctions d'onde perturbées. 

En première approximation, 


Fam (#) = Fam (€) + Fam (0), 


fo (= Ÿ EP PYED dg = fin élonnt , 
fi, (0 = À ei re + vip Fri) do. 
Substituant dans cette dernière 
= Zap, 


les a? étant donnés par les formules (40,9), on obtient aisément 
l'expression cherchée 


D (4) = — el0nm Frs _ mn Fnr_ | ,-t0 
Fa « ; Z (+ js) ADS 


1 Fe [En Fên ] tot 
+ (+ EE di}. GS) 


Cette formule convient tant qu'aucun des termes ne devient grand, 
c'est-à-dire pour des fréquences o,,, &,, pas trop voisines de w. 
Lorsque w—0, on retrouve la formule (38,12). 

Dans toutes les formules apportées, il est entendu que le spectre 
des niveaux d'énergie non perturbés est entièrement discret. Mais 
elles se généralisent immédiatement au cas où le spectre continu 
entre en jeu (il s’agit toujours de la perturbation des états du spectre 
discret), en ajoutant tout simplement aux sommations sur les ni- 
veaux du spectre discret les intégrales correspondantes du spectre 
continu. 11 faudra alors que dans les formules (40,9), (40,11) les 
dénominateurs w,,+ ne s’annulent pas lorsque l'énergie Ef° 
parcourt tant les valeurs du spectre discret que celles du spectre 
continu. Si, comme à l'ordinaire, le spectre continu se trouve 
au-dessus de tous les niveaux du spectre discret, alors, par exemple, 
la condition. (40,10) devra être complétée par la condition 


Ein —E® > ho, (40,12) 
EX étant l'énergie du niveau du spectre continu le plus bas. 


Problème 


Déterminer les variations des ñ et m-ièmes solutions de l'équation de Schrô- 
dinger en présence d'une perturbation périodique [de la forme (40,6)] de fré- 
quence & telle que El9—É\ = (w+e), e étant une quantité petite. 
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Solution. La méthode mise en œuvre dans le texte est maintenant 
inapplicable, le coefficient all) dans (40,9) devenant grand. Partons encore 


des équations exactes (40,3) avec Vhz(f) pris dans (40,8). Il est évident que 
l'effet le plus tangible provient de ceux des termes des sommations du second 
membre des équations (40,3) dont la dépendance du temps est donnée par la 
petite fréquence ©, —@. Négligeant tous les autres termes, on obtient le sys- 
tème de deux équations : 


ik LE ane (om-0)t an = Fret" an 


Te = eos: 


Par la substitution 


a, gt! =} 


on obtient les équations : 
iham = Fmn bn, iÀ (ba — iebn) = Fmn am. 


Eliminant a, de ces dernières, il vient : 


< : 1 
Bn—iebn + | Fan lbn=0. 


h 
On pourra prendre pour solutions indépendantes 
an= Aëti!, Ga=— À À Jos (1) 
mn 
et 


ha {at 


a,= Be” ll, a,=B + e 
Fran 


(2) 


où À, B sont des constantes (devant être déterminées par les conditions de nor- 
malisation) et où on a ; 


3 
= +0, G=+0, e=} T+inr, n={ . 


Ainsi donc, sous l'influence de la perturbation les fonctions #{9, (0 devien- 
nent a, Fo +a PO, avec a,, a pris dans (1) ou dans (2). 

Posons qu'à l'instant initial (/—0) le système se trouvait dans l'état Pia. 
L'état du système aux instants suivants est déterminé par la combinaison linéaire 


des deux fonctions déduites se réduisant à (0 à l'instant {==0: 
v( #2112 cos Qt — JE ettl? sin ot) io + ete? sin Qt. Yi. (3) 
Le carré du module du coefficient de 19 est égal à 
LE (1 — cos 201). (4) 
Il donne la probabilité que le système se trouve à l'instant { dans l’état PO. 


Nous non que c’est une fonction périodique de fréquence 2Q variant entre 0 
et |nl?/8. 
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Lorsque e—0 (résonance parfaite), la probabilité (4) devient 
HU cos21nlt ) 


Elle varie périodiquement entre O0 et 1; c'est dire que le système passe pério- 
diquement de l'état 10) à l'état LEOR 


$ 41. Transitions sous l'influence d’une 
perturbation agissant pendant un laps de temps fini 


Supposons que la perturbation V ({) n’agisse que pendant un laps 
de temps fini [ou bien que V(f) s'amortisse suffisamment vite 
lorsque {— + oo]. Posons qu'avant l'intervention de la perturba- 
tion (ou à la limite lorsque {——o) le système se trouvait dans 
le n-ième état stationnaire (du spectre discret). A l'instant suivant 
arbitraire l’état du système sera déterminé par la fonction 


y = Zor yo, 
où, en première approximation, 


{ 
ana —+ [Viet dt (sn), 


œ 
! 


Ga 1 +08 = 1 Vendt: (41,1) 


les limites d'intégration dans (40,5) ont été choisies de sorte que 
pour {—+—o tous les aÿ s’annulent. Après l'écoulement du temps 
de la perturbation (ou à la limite £—+ oc), les coefficients a,, pren- 
nent des valeurs constantes a,, (oo), et le système se trouvera dans 
l'état de fonction d'onde 


y = D An (oo) yo, 
k 


satisfaisant de nouveau à l'équation d’onde non perturbée, mais 
différente de la fonction initiale W®. En vertu des règles générales, 
le carré du module du coefficient a,,(o) donne la probabilité que 
le système ait l'énergie El, c'est-à-dire qu’il se trouve dans le 
k-ième état stationnaire. 

De la sorte, la perturbation peut faire passer le système de son 
état stationnaire initial dans n'importe quel autre état. La pro- 
babilité de transition de l'état initial (i-ème état) vers l’état final 
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stationnaire (f-ième état) est1: 
8 


| (41,2) 


+ 
(Vzetnt dt 


1 


Considérons à présent une perturbation qui, une fois apparue, 
persiste indéfiniment (tout en restant, bien sûr, petite). C'est 
dire que V({) tend vers zéro lorsque £—»—o et vers une limite 
finie non nulle lorsque { — wo. La formule (41,2) ne peut s'appliquer 
ici directement, car l'intégrale qu'elle contient diverge. Mais, 
cette divergence n’est pas physiquement essentielle et peut être 
facilement éliminée. Nous intégrerons à cet effet par parties: 


t { 
Vye do si t f Wa ar pit 
ho JA me ôt ho fi 


Le premier terme disparaît à la limite inférieure, et à la limite 
supérieure, il s’identifie formellement avec les coefficients du déve- 
loppement dans la formule (38,8) (la présence du facteur périodique 
£a ,.t = : Ée 
e”si résulte tout simplement de ce que les a;; sont les coefficients 
du développement de la fonction d'onde totale W, alors que les 
ca sont dans le & 38 les coefficients du développement de la fonc- 
tion #ÿ indépendante du temps). Aussi est-il clair que sa limite 
lorsque {—+oo détermine simplement la variation de la fonction 
d'onde initiale W{® sous l’influence de la «partie constante» 
V(+oo) de la perturbation, et elle est donc étrangère aux transi- 
tions dans les autres états. La probabilité de la transition, elle, 
est donnée par le carré du second terme: 


+® 
y to ,t 
7° tidt 
-® 


! 
ai ——+ [ Vent dt = —— 
Er] 


1 4 
RE TT L 


(41,3) 


Les formules déduites sont aussi légitimes lorsque la transition 
s'opère d’un état du spectre discret à un état du spectre continu. 
La seule différence est qu’il s’agit alors de la probabilité de tran- 
sition de l'état donné (i-ème) dans des états repérés par v, (voir 
fin $ 38) entre v, et v,+dv,, de sorte que, par exemple, fa for- 
mule (41,2) doit être mise sous la forme 


2 
1 
do = dv. (41,4) 


f Vje dt 


1 Pour l’uniformité, nous conviendrons de désigner par la suite (quand il 
s'agit de probabilités de transitions) les états initial et final par les indices i et f. 
En outre, nous conviendrons d'affecter les probabilités de transition par les- 
dits indices dans l'ordre fi, conformément à l'ordre adopté pour les indices des 
éléments de matrice. 
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Si la perturbation V({) varie peu dans un intervalle de temps 
—1l/w,;, alors la valeur de l'intégrale (41,2) ou (41,3) est très 
petite. À la limite, lorsque la variation de la perturbation appli- 
quée est infiniment lente, la probabilité de toute transition avec 
variation d'énergie (c’est-à-dire de fréquence w,; non nulle) tend 
vers zéro. Ainsi, pour une variation suffisamment lente (adiabati- 
que) de la perturbation appliquée, un système se trouvant dans 
un état stationnaire non dégénéré persiste dans cet état (voir éga- 
lement $ 53). 

Dans l’autre cas limite où la perturbation survient brusquement, 
les dérivées OV,;/0{ deviennent infinies à PIN de l'interven- 
tion. On peut alors sortir de l'intégrale de —Ze"%i le facteur 
ef variant relativement lentement et le remplacer par sa valeur 
à cet instant. Alors l'expression s'intègre et on obtient : 

IVr 
w Por (41,5) 


Les probabilités de transition lors de perturbations brusques 
peuvent être également déterminées lorsque la perturbation n'est 
pas faible. 

Supposons que le système se trouve dans un état décrit par une 
fonction propre #{” de l'hamiltonien initial H,. Si la variation 
de l’hamiltonien est brusque (c’est-à-dire si elle s'opère dans un 
temps court en comparaison des périodes 1l/w,; des transitions de 
l'état envisagé i dans d’autres), alors la fonction d'onde du système 
«n'arrive pas» à varier et reste ce qu'elle était avant la perturba- 
tion. Mais elle n'est plus fonction propre du nouvel hamiltonien H, 
c'est-à-dire que l'état #{° n'est pas stationnaire. Pour ce qui est 
des probabilités w,;, de la transition du système dans l’un quelcon- 
que des nouveaux états stationnaires, elles sont déterminées, en 
vertu des règles générales de la mécanique quantique, par les 
coefficients du développement de la fonction w#{° en série de fonc- 


n" 


tions propres 4, de l'hamiltonien H: 


own = || vw; da". (41,6) 


Montrons de quelle manière cette formule générale se réduit à la 


formule (41,5) lorsque la variation de l'hamiltonien Ÿ=f—H, 
est petite. Multiplions les équations 


n 


CA {o = Ep, Âyf =E 


respectivement par %; et W°, intégrons sur dq et retranchons 


membre à membre. Utilisant également le fait que À est auto- 
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adjoint, il vient : 


(EE) Ÿ prpf do = | prPpi® dg. 


Si la perturbation V est petite, on peut, en première approxi- 
mation, remplacer E, par le niveau non perturbé voisin EŸ’ et la 
fonction d’onde 1, (du second membre de l'égalité) par fa fonc- 
tion correspondante 4%. On obtient alors: 


Foret da = (virPuie de, 
Ro 
et la formule (41,6) se réduit à (41,5). 


Problèmes 


1. Un oscillateur chargé dans son état fondamental est brusquement plongé 
dans un champ électrique uniforme. Déterminer les probabilités de la transi- 
tion de l’oscillateur dans des états excités par suite de cette perturbation. 

Solution. L'énergie porenielle de l'oscillateur dans le champ uniforme 
(le sollicitant avec la force F) est 


3 2 
U = Fe Te (x 0) + const 
(avec x, —F/mw®), c’est-à-dire qu'elle a encore la forme purement coscilla- 
torielle» (la position d'équilibre étant décalée). Les fonctions d'onde des états 
stationnaires de l'’oscillateur À pop sont donc w4(x—x0), les 14 (x) étant 
les fonctions oscillatorielles (23,12); pour ce qui est de la fonction d'onde ini- 
tiale, c’est ÿ9 (x) dans (23,13). À l’aide de ces fonctions et de l'expression (23,11) 
des polynômes d’Hermite, on trouve : 


f DL pe de = en e #2 ee Le tre, 
2Knk | 


où l'on a noté E,=x, V mu/h. Après k intégrations par parties, cette dernière 
intégrale devient 


Eé À exp (—63+860) d=85 Va exp (63/4). 


On trouve finalement pour la probabilité de transition (41,6) la formule 


En tant que fonction de k, c'est la distribution de Poisson avec pour moyenne £. 
Au cas où l'application de la théorie des perturbations est légitime corres- 
ndent des forces F pete (telles que &< 1). Alors les probabilités d'excita- 
ion sont petites et décroissent rapidement lorsque & croît. La plus grande d'en- 
tre elles est 9 & À. - 
Dans le cas des F grandes (kS> 1), la probabilité d'excitation devient 
écrasante: la probabilité que l'oscillateur reste dans son état normal est 


Woo =e"À, 
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2. Le noyau d'un atome dans son état normal est brusquement heurté, et 
il acquiert alors la vitesse v ; on suppose la durée du choc + petite en comparai- 
son des périodes des électrons et de a/v, a représentant la dimension de l'atome. 
Déterminer la probabilité de l'excitation de l'atome par suite d’une telle 
secousse (À. Migdal, 1939). 

Solution. Passons dans un référentiel K’ en mouvement avec le noyau 
après le choc. En vertu de la condition t<£a/v, on peut admettre que le noyau 
ne s'est pas déplacé tant soit peu durant le choc, FA sorte que les coordonnées 
des électrons dans K”’ et dans le référentiel initial X coïncident immédiatement 
après la perturbation. La fonction d'onde initiale s'écrit dans K”: 


Vo=Ÿo exp (ES) =. 


%Ÿo étant la fonction d'onde de l'état normal lorsque le noyau est immobile 
et la sommation dans l'exponentielle mettant en jeu tous les Z électrons dans 
l'atome (voir prob. 2, $ 15). La probabilité de transition dans le k-ième état, 
d'excitation est donnée à présent, en vertu de (41,6), par la formule 


wro=] (k] exp (—ia Zre) 101. 


Notamment, si ga << 1, développant le facteur exponentiel sous le signe d'inté- 


gration et remarquant que l'intégrale de #éÿ, s'annule eu égard à l’orthogona- 
lité de w, et x, on obtient : 


w=l<4#lq Dr 10}. 


3. Déterminer la probabilité totale d'excitation et d'ionisation d'un atome 
d'hydrogène brusquement « secoué » quoi prob. précédent). 

Solution. La probabilité cherchée peut être calculée comme la diffé- 
rence 


ls 1— [S get" av |”, 


où wo est la probabilité que l'atome reste dans son état fondamental (4, = 
=(na)" 1/3e-7/8 Gant la fonction d'onde de l'état fondamental de l'atome d’hy- 
drogène, a le rayon de Bohr). Ayant calculé l'intégrale, on obtient : 


A 
(+4 v%) 


Dans le cas limite ga<l, cette probabilité tend vers zéro comme 1 —wy, % 
& q'a?, et pour ga 1 vers l'unité comme 1—w,, & 1 —(2/ga)f. 

4. Déterminer la probabilité d'éjection d'un électron de la couche K d'un 
atome de grand numéro atomique Z au cours d’une désintégration B du noyau. 
On suppose que la vitesse de la particule B est grande en comparaison de l'élec- 
tron KA. Migdal, E. Feinberg, 1941). 

Solutiont. Dans les conditions indiquées, le temps que met la parti- 
cule B pour traverser la couche X est petit en comparaison de la période de ré- 
volution de l’électron, et l’on peut admettre que la variation de la charge du 
noyau est instantanée. Le rôle de la perturbation revient en l'occurrence à la 
variation V=—1/r du champ du noyau pour une petite variation (1 en compa- 
raison de Z) de sa charge. En vertu de (41,5), la probabilité de la transition 


1 Dans les problèmes 4 ct 5 on se sert des unités atomiques. 
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de l’un des deux électrons de la couche K avec l'énergie < —Z3/21 dans 


l'état de spectre continu d'énergie E—k?/2 dans l'intervalle dE =k dk est 
_9 41Vo 
d=2 T7 dk. 


Dans l'intervalle déterminant l'élément matriciel Vox, importante est la 
région des petites la distances du noyau, dans laquelle on peut également 
se servir pour la fonction d'onde de l'état de spectre continu de l'expression 
hydrogénoïde. L'état final de l'électron doit être doué de moment [—0 (coïn- 
cidant avec le moment de l'état initial). A l'aide de la fonction RQ et de la 
fonction Red normalisée à l'échelle de k/2x obtenues au $ 36 et de A formule 
(f, 3) de l'appendice mathématique on trouve? : 


(+) AVR (1+ik/ZN AR (1— 18/27) 2/8 
r Jon Vie (+RZT 


et comme 
Loto) [rm exp (2 MES), 


on trouve finalement 


2 k 
dre (7 #48. 
avec la notation 


- 1 arctga 
Fo= ve exp (k€) . 


Les valeurs limites de la fonction f (&) sont : 
f=e-t pour a<1; f—a/2x pour a > 1. 


La probabilité totale de l'ionisation de la couche K s'obtient en intégrant 
dæ a ae les énergies de l'électron éjecté. Le calcul numérique donne 
w=—0,65.2Z2. 

5. Déterminer la probabilité d’éjection d'un électron de la couche K d'un 
atome de grand numéro atomique Z au cours d’une désintégration &« du noyau. 
La vitesse de la particule & est petite en comparaison de la vitesse de l’électron 
K, mais le temps de sa sortie du noyau est petit en comparaison de la période 
de révolution de l'électron (A. Migdal, 1941 ; J. Levinger, 1953). 

Solution. Après l'éjection de la particule & la perturbation agissant 
sur l'électron a un caractère adiabatique. Par conséquent, l'effet cherché est 
déterminé pour l'essentiel par le laps de temps voisin de «l'instant de l’inter- 
vention» de la perturbation altérant son caractère adiabatique, alors que la 
particule & sortant du noyau et se mouvant en tant SL particule libre se trouve 
encore à une distance petite par rapport au rayon de l'orbite X. Le rôle de la 

rturbation V provoquant l'ionisation de l'atome est joué en l'occurrence par 
‘écart du champ d'ensemble du noyau et de la particule & vis-à-vis du champ 
proprement coulombien Z/r. Le moment dipolaire de deux particules de poids 


1 Ici et dans ce qui suit on utilise le fait que l'état des électrons de la 
couche K est hydrogénoïde joie ÿ 74). 

3 Il est commode d'utiliser lors des calculs les unités coulombiennes, pas- 
sant ensuite aux unités atomiques dans le résultat final, 


12-50 
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atomiques 4 et A—4 et de charges 2 et Z—2, la distance entre elles étant vf 
(où vu est la vitesse relative du noyau et de la particule «), est égal à: 
2(4—4)—(Z—2)-4 —24-—22,, 
A ets TA : 


Po LS le terme dipolaire du champ du noyau et de la particule & 
s'écrit 1: 


ut 


l'axe des z étant dirigé suivant la vitesse v. L'élément matriciel de cette per- 
turbation se réduit à l'élément matriciel de z: prenant l'élément matriciel de 


l'équation du mouvement de l'électron 2—=—Z2/r8, on obtient : 


(ane 


La probabilité de transition cherchée de l'un des deux électrons de la 
couche Æ est, en vertu de (41,2), 


4 
= 2y2 
du=2 jar de AE par 


our calculer l'intégrale, on introduit sous le signe somme un facteur supplé- 
mentaire d'amortissement e-, À> 0, puis on fait À —+0 dans le résultat obte- 
nu). Pour calculer l'élément matriciel de z=7r cos 6, nous remarquerons que, 
le moment orbital dans l'état initial étant {—0, cos 8 a un élément matriciel 
non nul seulement pour la transition dans l'état avec {= 1; alors 


1 1 
| (cos 6)o == (cos B)oo = + et | Zox PF | Fox (À. 
Calculant rox au moyen des fonctions radiales Ro et Ry1, on obtient finale- 
ment : 
__2H (4 —2Z}?vt k 
ZHAZ + 208 / ( z ) us 
la fonction f ayant été définie dans le problème 4. 


$ 42. Transitions sous l'influence d’une 
perturbation périodique 


On obtient des résultats d’un autre genre pour la probabilité 
de transition dans des états de spectre continu s'effectuant sous 
l'influence d’une perturbation périodique. Supposons que le système 
se trouvait à un certain instant initial {=0 dans le i-ème état 
stationnaire du spectre discret. La fréquence w de la perturbation 
périodique sera supposée telle que 


ho > Erin —E$, (42,1) 
Emin étant la valeur de l'énergie d’où commence le spectre continu. 


1 Si la différence À4—2Z est petite, l'intervention du terme suivant, qua- 
drupolaire, peut être indispensable. 
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Des résultats du $ 40, il est a priori évident que le rôle prin- 
cipal reviendra aux états du spectre continu dont les valeurs de 
l'énergie E, sont dans le voisinage immédiat de l'énergie de «ré- 
sonances É’+hw, c'est-à-dire que pour ces états la différence 
w/;—0 est petite. Pour cette même raison, il suffira dans les élé- 
ments matriciels de la perturbation (40,8) de considérer seulement 
le premier terme (de fréquence w,; —w voisine de zéro). Substituant 
ce terme dans (40,5) et intégrant, il vient : 


vd 
An=— = — . 42,2 
ft +} fi ©) LE Tor" (42,2) 


La limite d'intégration inférieure a été choisie de sorte que a,; =0 
pour {—0, en accord avec la condition initiale posée. 
On en déduit pour le carré du module de a,;: 


4 sin 
a = F D — , 
| ni | nl À (0, —0) 


Il est facile de voir que, pour les grands #, la fonction ci-dessus 
est en raison de é. 
Nous remarquerons à cet effet qu'on a la formule suivante: 


(42,3) 


lim ne = 6 (a). (42,4) 


En effet, lorsque «=£0, cette limite est nulle, et lorsque «= 0, 


on a ee —t, de sorte que la limite est infinie. Intégrant sur da 
de —oco à oo (on fait la substitution œt=E£), il vient: 
+o +o 
1 sin? af 1 sin?E + _ 
1 dr jp El. 


Ainsi, la fonction du premier membre de (42,4) satisfait effective- 
ment à toutes les conditions définissant la fonction &. 
Conformément à cette formule, on peut écrire pour les grands £ 


1 © —0 
lanP=RlFn lat 6 (2) 


ou, substituant ho, = E;— E!° et utilisant le fait que 6 (ax) = 6 (x)/a : 
lapl= SE] Fr 8 (Ey—Ei —ho) t. 


L'expression |a,;[*dv, est la probabilité de la transition de l’état 
initial dans des états compris dans l'intervalle donné dv,. On voit 


19° 
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que, pour les grands f, elle est bien proportionnelle au laps de 
temps écoulé depuis l'instant {—0. En ce qui concerne la proba- 
bilité dw,, de la transition dans l'unité de temps, elle est égale à: : 


do = _ |Fxl°8(Er—E{ —hw)dv,. (42,5) 


Comme il fallait s’y attendre, elle est non nulle seulement pour 
les transitions dans des états d'énergie E,= E{°+hw. Si les ni- 
veaux énergétiques du spectre continu sont non dégénérés, de sorte 
que v, représentera la valeur d'une seule énergie, alors tout 
l’aintervalle» d'états dv, se réduit à un seul état d'énergie 
E=E+hw, et la probabilité de la transition dans cet état est 


on Ferl (42,6) 


Il est instructif de donner aussi un autre procédé de déduction 
de la formule (42,5), dans laquelle la perturbation périodique est 
supposée introduite non pas à l'instant discret £—0, mais croît 
lentement de {——o suivant la loi exponentielle e, À étant une 
constante positive que l’on fait tendre ensuite vers zéro (intro- 
duction adiabatique). En conséquence, on pose aussi la condition 
initiale ay; —=0 à l'instant {——oo. L'élément de matrice de la 
perturbation prend à présent la forme 


Vs ({)= F pete pi ot + M 
et on écrit au lieu de (42,2): 
etoyir oo t+a 


{ 
ci 
be à) VaOd= Frs V2 
D'où: : ui 
€ 
lerle gente 


La probabilité de transition dans l'unité de temps est déterminée 
par la dérivée 


d 
alenF=2la;. 
Notons à présent qu’on a la formule 


: À 
li TR = : 
15 ô(a) (42,8) 
vraie dans le même sens que (42,4). À l’aide ce cette formule, on 
trouve en passant à la limite À—0: 

L On vérifierait facilement que la considération du second terme de (40,8) 


que nous avons négligé donne des expressions supplémentaires qui, après divi- 
sion par {, s’annulent lorsque f{ -— + ©. 
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d 2x 
aa PF Pô(&,; —0), 


et on retrouve à nouveau la formule (42,5). 


$ 43. Transitions dans le spectre continu 


L'une des applications majeures de la théorie des perturbations 
est le calcul de la probabilité de transition dans le spectre continu 
sous l'influence d'une perturbation constante (indépendante du 
temps). Nous avons déjà mentionné que les états du spectre con- 
tinu ‘sont pratiquement toujours dégénérés. Ayant choisi d’une 
manière déterminée l'ensemble des fonctions d'onde non perturbées 
correspondant à un état donné de l'énergie, on peut poser le pro- 
blème comme suit: on sait qu’à l'instant initial le système se 
trouvait dans l’un de ces états et on demande de trouver la pro- 
babilité de transition vers un autre état de même énergie. Il vient 
aussitôt de (42,5) (en posant w—0 et changeant de notations) pour 
les transitions de l'état initial ü vers des états compris entre v, et 
Vr+ dv,: 


27 
don = |VaFô(E—E) dv, (43,1) 


Comme il se doit, cette expression est différente de zéro seulement 
pour E,=E;: sous l'influence d'une perturbation constante, les 
transitions ne s'opêrent qu'entre états de même énergie. Il faut 
noter que, pour les transitions d'états du spectre continu, la quan- 
tité dw,; ne saurait être considérée directement comme la probabi- 
lité de transition; elle n'est même pas douée de la dimension 
requise (1/s). L'expression (43,1) représente le nombre de transitions 
dans l'unité de temps, sa dimension dépendant de la méthode 
adoptée pour normaliser les fonctions d'onde du spectre continu:. 

Calculons la fonction d'onde perturbée coïncidant avant l'action 
de la perturbation avec la fonction initiale non perturbée {°. 
Nous allons suivre le procédé indiqué à la fin du paragraphe pré- 
cédent et considérer que la perturbation est incluse adiabatique- 
ment suivant la loi e" avec À—0. Conformément à la formule 
(42,7) (où l'on pose.w—0 et change de notations), on a 


ep{r Er Ejt+Mu } 
EE (43,2) 


1 De la catégorie des phénomènes embrassés par la théorie exposée relèvent, 
par exemple, diverses collisions ; alors, le système dans les états initial et final 
est un ensemble de particules libres, la perturbation étant l'interaction entre 
elles. Pour une normalisation adéquate des fonctions d'onde, la quantité (43,1) 
peut être alors la section des collisions (cf. $ 126). 
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La fonction d'onde perturbée a la forme 
Yi= vie + apyiodv, 


l'intégration étant faite dans le spectre continu tout entier. Subs- 
tituant ici (43,2), on trouve: 


= Ï + [vie Fra) exp(—7 Et) - (43,3) 


A la limite À—0 le facteur ex est remplacé par l'unité. Le terme 
+i0 (qui signifie la limite de iÀ lorsque la quantité positive À 
tend vers 0) détermine le procédé d'intégration par rapport à la 
variable E, dont la différentielle figure en tant que facteur dans dv, 
(en même temps que les différentielles des autres quantités carac- 
térisant les états du spectre continu). Sans le terme i l'expression 
sous le signe d'intégration dans (43,3) aurait un pôle pour E,=E,;, 
au voisinage duquel l'intégrale divergerait. Le terme iÀ déplace ce 
pôle dans le demi-plan supérieur de la variable complexe E,. Après 
le passage à la limite À—0 le pôle revient sur l'axe réel, mais 
on sait à présent que le chemin d'intégration doit contourner le 
pôle par le bas: 


Ei 


— 2 y ——— E; (43,4) 


Le facteur temporel dans (43,3) montre que cette fonction se 
rapporte, comme il se doit, à la même énergie E; à laquelle se 
rapportait la fonction initiale non perturbée. En d’autres termes, 
la fonction 


= vi" + v dv; 
{ Ei— Ey+i0 û 
satisfait à l'équation de Schrôdinger 


(H,+V)p; = Ep. 
Dès lors, il est naturel que cette expression corresponde exactement 
à la formule (38,8). 

Les calculs effectués ci-dessus correspondent à la première appro- 
ximation de la théorie des perturbations. Point n’est difficile de 
calculer la seconde. Il faut pour cela déduire la formule de l’appro- 
ximation suivante de W,., ce qui est facile si l’on utilise la méthode 
du $ 38 (puisqu'on connaît à présent le procédé permettant de cal- 


1 Si l'on a aussi un spectre discret, il conviendra d'ajouter à l'intégrale 
dans cette formule (et les suivantes) la sommation correspondante sur les états 
du spectre discret. 

Partant de cette formule, le moyen de calculer cette intégrale peut être 
établi par la condition que l'expression asymptotique de w, aux grandes distan- 
ces ne contienne qu'une onde divergente, mais non convergente (voir $ 136). 
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culer les intégrales « divergentes»). Un calcul simple conduit à la 
formule : 


{ 
ViV'ur pr” dv; airs E;t 
={w+] Mi+ fee EE +10 v|z E;—Ef ke . (43,5) 
Comparant cette expression avec la formule (43,3), on peut 


écrire la formule correspondante de la probabilité (plus exactement 
du nombre de transitions) par analogie directe avec (43,1 ): 


= VrVvi _ 
dw, at | Ey+i0 V E) dv,. (43,6) 


Il se peut que l'élément matriciel V,; s'annule pour la transi- 
tion considérée. Alors l'effet de première approximation ne figure 
pas, et l'expression (43,6) se réduit à: 


n 2x VV vi 
dut || re dv 


*6(Ey— Edv, (43,7) 


(lorsqu'on applique cette formule, le point E,=E; n'est pas habi- 
tuellement un pôle pour l'expression sous le signe somme; par là, 
le procédé d'intégration sur dE, n'est pas essentiel et on peut 
l'effectuer directement le long de l'axe réel). 

On dit souvent des états v pour lesquels V,;, et V,; sont dif- 
férents de zéro que ce sont des états in{ermédiaires pour la transi- 
tion i—+f. De façon imagée, on peut dire que cette transition 
s'opère en quelque sorte en deux étapes: i—+v et v—+f (mais il 
est bien entendu qu'on ne prendra pas cette description au pied 
de la lettre). Il se peut que la transition i—.f ne puisse être 
réalisée qu'à travers plusieurs états intermédiaires successifs, et 
non un seul. La formule (43,7) se généralise directement pour de 
tels cas. Ainsi, s’il faut deux états intermédiaires, alors 


Vive Vos ‘| . 
=+| | RE dv dv | Ô(Ey—E;)dv, (43,8) 


Enfin, pour expliciter le sens mathématique des intégrales pri- 
ses sur un chemin de la forme (43,4), indiquons la formule 


EG de =({2E GE | if (a), (43,9) 


x—a—i0 


l'intégration étant faite sur un segment de l’axe réel contenant 
le point x—a. En effet, contournant le pôle x= a suivant une 
demi-circonférence (de rayon p), on trouve que l'intégrale tout 
entière est égale à la somme d'intégrales prises sur l'axe réel à 
partir de la borne inférieure jusqu’à a—p et de a+ p jusqu’à laborne 
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supérieure, et du résidu (multiplié par ix) de l'expression sous le 
signe d'intégration au pôle. À la limite p—0 les intégrales sur 
l’axe réel s'ajoutent en une intégrale sur tout le segment, comprise 
en tant que valeur principale (ce qu’on a noté en barrant l'inté- 
grale), et nous sommes conduits à la formule (43,9). Cette formule 
s'écrit aussi sous la forme symbolique 


1 1 : 

720 — Pat inô (x—a) ; (43, 10) 
le symbole P indique que lors de l’intégration de la fonction 
f(x)/(x—a) on doit prendre la valeur principale de l'intégrale. 


$ 44. Relation d'incertitude pour l'énergie 


Soit un système constitué de deux parties en interaction faible. 
Supposons connu à un certain instant que ces parties sont douées 
d'énergies déterminées, que nous désignerons par E et e. Soit encore 
une nouvelle mesure de l'énergie effectuée au bout d'un intervalle 
de temps Af. Elle donne des valeurs E’ et e’ en général différen- 
tes de E et e. Il est facile de déterminer l’ordre de grandeur de 
la valeur la plus probable de la différence E’+e’—E —e trouvée 
à l’issue de la mesure. 

En vertu de la formule (42,3) (avec w—0), la probabilité de 
transition du système (dans le temps {), sous l'influence d’une 
perturbation indépendante du temps, de l'état d'énergie E à l'état 
d'énergie E” est en raison de 

E'—E 
2h 
(ŒE'—E} 


Ce qui prouve que la valeur la plus probable de E’—E est de 
l'ordre de h/f. 

Appliquant ce résultat au cas envisagé (la perturbation consiste 
dans l'interaction des parties du système), nous obtenons la relation 


|E+e—E'—e'|At—h. (44,1) 


Par conséquent, plus l’intervalle de temps Af est petit, plus grande 
sera la variation d'énergie trouvée. Il est essentiel que son ordre 
de grandeur Â/At ne dépende pas de la grandeur de la perturbation. 
La variation d'énergie définie par la relation (44,1) sera trouvée 
si faible que soit l'interaction des deux parties du système. C'est 
là un résultat purement quantique ayant un sens physique profond. 
Il prouve qu'en mécanique quantique la loi de la conservation de 
l'énergie peut être vérifiée par deux mesures seulement avec une 


sin? t 
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précision de l'ordre de A/Af, At étant le laps de temps entre les 
mesures. 

On parle souvent de (44,1) comme d'une relation d’incertitude 
pour l'énergie. Il conviendra toutefois de souligner que sa signi- 
fication est tout autre que celle de la relation d'incertitude ApAx —h 
pour la coordonneé et l'impulsion. Dans cette dernière Ap et Ax 
sont les incertitudes sur les valeurs de l'impulsion et de la coor- 
donnée à un seul et même instant ; elle montre que ces grandeurs 
ne peuvent avoir simultanément des valeurs rigoureusement déter- 
minées. Au contraire, les énergies E et e peuvent être mesurées à 
n'importe quel instant avec la précision requise. La quantité 
(E +e)—(E’+e’) dans (44,1) est la différence de deux valeurs 
exactement mesurées de l'énergie E + e à deux instants différents, 
et nullement l'incertitude sur la valeur de l'énergie à un instant 
déterminé. 

Si l'on considère que E est l’énergie d’un certain système et e 
celle de l’eappareil de mesure», on peut dire que leur énergie 
d'interaction ne peut être notée qu'à #/Af près. Soient AE, Ae, … 
les erreurs dans les mesures des grandeurs correspondantes. Dans 
le cas favorable où e et e’ sont parfaitement connues (Ae — Ac’ —0) 
on a: 


A(E—E')— 2 : (44,2) 


A partir de cette relation, on peut déduire des corollaires im- 
portants en ce qui concerne la mesure de l'impulsion. Le processus 
de mesure de l’impulsion d’une particule (pour fixer les idées, 
un électron) implique la collision de l’électron avec une autre par- 
ticule («de mesure») dont on peut considérer les impulsions avant 
et après la collision connues exactement :. Si l'on applique à cette 
collision la loi de conservation de l'impulsion, on obtient trois 
équations (les trois composantes d’une équation vectorielle) avec 
six inconnues, à savoir les composantes de l'impulsion de l’électron 
avant et après la collision. Pour augmenter le nombre d'équations, 
on peut réaliser une série de collisions successives de l'électron 
avec des particules «de mesure» et appliquer chaque fois la loi 
de conservation de l'impulsion. Toutefois, le nombre d'inconnues 
(les impulsions de l’électron entre les collisions) en sera accru, et 
l’on conçoit sans peine que, quel que soit le nombre de collisions, 
le nombre d’inconnues excédera de trois celui des équations. Par 1à, 
pour mesurer l'impulsion de l'électron, il faudra faire intervenir 
concurremment à la loi de conservation de l'impulsion la loi de 
conservation de l'énergie dans chaque collision. Néanmoins, nous 


Pour l'analyse effectuée ici, peu importe de quelle manière l'énergie de 
la particule «de mesure» est connue. 
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avons vu que cette dernière ne peut être appliquée qu'avec une 
précision de l'ordre de #/At, At étant le laps de temps entre le début 
et la fin du processus envisagé. 

Afin de simplifier les raisonnements ultérieurs, il est commode 
de considérer l'expérience mentale idéalisée où la particule « de me- 
sure» est un miroir plan parfaitement réfléchissant ; alors seule joue 
une composante de l'impulsion, précisément celle normale au plan 
du miroir. Les lois de conservation de l'impulsion et de l'énergie 
donnent pour la détermination de l'impulsion P les équations: 


p+P'—p—P=0, (44,3) 
je +E—e— El. À | (44,4) 


(P, E sont l'impulsion et l'énergie de la particule, p, e les mêmes 
pour le miroir; les quantités sans signe prime se rapportent à l’ins- 
tant avant la collision, les quantités affectées du signe prime, à 
l'instant suivant la collision). On peut considérer que les quantités 
P, P’, e, e’ concernant la «particule mesurante» sont exactement 
connues, c’est-à-dire que les erreurs sur elles sont nulles. On déduit 
alors des équations écrites pour les erreurs sur les autres quantités: 


’ , ñ 
AP=AP", AE'—AE--——. 


Or AE= AP =v4P, où u est la vitesse de l’électron (avant la 


collision), et de même AE’—v"AP'—u’AP. Aussi obtient-on : 


(6 —v,) AP, = À . (44,5) 


Nous avons affecté ici les vitesses et l'impulsion de l'indice x, 
mettant ainsi en évidence le fait que cette relation concerne chacune 
de leurs composantes séparément. 

C'est là la relation cherchée. Elle montre que la mesure de 
l'impulsion de l'électron (pour une précision AP donnée) est inhé- 
rente à la variation de sa vitesse (donc de l’impulsion elle-même). 
Cette variation est d'autant plus grande que la durée du processus 
de mesure est petite. La variation de la vitesse ne peut être ren- 
due arbitrairement petite que si Af—, mais les mesures de 
l'impulsion, qui durent longtemps, ne peuvent avoir un sens que 
pour une particule libre. Là se manifeste avec un éclat particulier 
la non-itérativité de la mesure de l’impulsion au bout de petits laps 
de temps et la nature double de la mesure en mécanique quantique, 
savoir: la nécessité de faire une distinction entre la valeur de la 
grandeur à mesurer et celle donnée par la mesure:. 


1 La relation (44,5) ainsi que le dégagement du sens physique de la rela- 
tion d'incertitude pour l'énergie appartiennent à N. Bohr (1928). 
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On peut envisager d’un autre point de vue la déduction du début 
de ce paragraphe reposant sur la théorie des perturbations, en 
l’appliquant à la désintégration d'un système sous l'influence d’une 
perturbation quelconque. Soit E, un certain niveau d'énergie du 
système calculé en faisant totalement abstraction de l'éventualité 
de sa désintégration. Soit t la durée de vie de cet état du système, 
à savoir l'inverse de la probabilité de désintégration dans l'unité 
de temps. On trouve alors par le même procédé que 


|E,—E—e|-ñ/x, (44,6) 


E, e étant les énergies des deux parties de désintégration du système. 
Mais la somme E+e permet de juger de l’énergie du système avant 
la désintégration. Aussi la relation déduite montre que l'énergie 
d'un système désintégrable dans un état quasi stationnaire ne peut 
être déterminée qu’à A/Tt près. Cette quantité est ce qu'on appelle 
la largeur T du niveau. De la sorte, 


T = h/r. (44.7) 


$ 45. L'énergie potentielle en tant que perturbation 


Le cas particulier où l'énergie potentielle totale d’une parti- 
cule dans un champ extérieur peut être considérée comme une per- 
turbation mérite un examen à part. L'équation de Schrôdinger 
non perturbée est alors l'équation du mouvement libre de la par- 
ticule : 

V?mE __P 


APP + OO, = = (45,1) 


dont les solutions sont des ondes planes. Le spectre énergétique 
du mouvement libre étant continu, nous avons là un cas original 
de la théorie des perturbations dans le spectre continu. Il est com- 
mode de déduire ici la solution du problème directement, sans avoir 
recours aux formules générales. 

L'équation de la correction 4! de première approximation à 
la fonction d'onde stipule : 


AT + kg = p° (45,2) 


U étant l'énergie potentielle. La solution de cette équation, comme 
on le sait de l’électrodynamique, peut s'écrire sous forme de « po- 
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tentiels retardés», savoir: : 
m , , "\ ikr dV' 
vo De (HO (, y, 2eme (45.3) 
dV'= dx" dy" dz", r=(x—x'} + (y—g'}+ (2-2. 


Voyons à quelles conditions doit satisfaire le champ U pour 
qu'on puisse l'identifier à une perturbation. La condition de vali- 
dité de la théorie des perturbations est que wt'<£4°. Soit a 
l'ordre de grandeur des dirersions de la région de l'espace où le 
champ est notablement non nul. Supposons d’abord l'énergie de la 
particule assez petite pour que ak soit inférieur à l'unité ou du 
même ordre. Alors le facteur ef*’ dans (45,3) n'est pas essentiel 
dans l'évaluation de l’ordre de grandeur et l'intégrale tout entière 
est de l'ordre de #[U | a?, de sorte que 4? = (ma?|U|/h°)4#°, et 
nous obtenons la condition 


IU1<Ë, (pour ka 1). (45,4) 


Notons que l'expression #°/ma? possède un sens physique simple — 
c'est l'ordre de grandeur de l'énergie cinétique que posséderait 
la particule si elle était enfermée dans un volume de dimensions 
linéaires a (puisque, en vertu de la relation d'incertitude, son im- 
pulsion serait — h/a). 

Envisageons, notamment, un puits de potentiel si peu profond 
qu'il vérifie la condition (45,4). Il est facile de voir qu’il n'existe 
pas dans un tel puits de niveaux d'énergie négatifs (R. Peierls, 
1929); nous l'avons déjà vu dans le problème du $ 33 pour le cas 
particulier d’un puits à symétrie sphérique. En effet, lorsque E —0,. 
la fonction d’onde non perturbée se réduit à une constante, 
que l'on peut poser égale à un: ÿ°’= 1. Comme pt? € #l°, il est 
clair que la fonction d'onde du mouvement dans le puits, = 1+ 
++", ne s’annule nulle part, or une fonction propre sans nœuds 
concerne l'état normal, de sorte que E =0 reste la valeur minimum 
possible de l'énergie de la particule. Ainsi, si le puits est insuffi- 
samment profond, seul est possible un mouvement infini de la 
particule : la particule ne saurait être «captée» par le puits. Re- 
marquons que ce résultat a un caractère foncièrement quantique — 
en mécanique classique, une particule peut accomplir un mouvement 
fini dans n'importe quel puits de potentiel. 

Il convient de souligner que tout ce qui a été dit ne concerne 
qu'un puits à trois dimensions. Dans un puits à une ou deux di- 
mensions (où le champ est fonction d’une seule ou de deux coordon- 


1 C'est une intégrale particulière de l'équation (45,2), à laquelle on peut 
ajouter encore n'importe quelle solution de l'équation sans second membre 
{c'est-à-dire de l'équation non perturbée (45,1)]. 
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nées) il existe toujours des niveaux d'énergie négative (voir les 
problèmes à la fin du paragraphe). Cela provient de ce que dans 
le cas uni ou bidimensionnel la théorie des perturbations ne s'appli- 
que plus du tout lorsque l'énergie E est nulle (ou très petite):. 

Dans le cas des grandes énergies, lorsque kaÿ> 1, le facteur ei” 
dans la fonction sous le signe somme joue un rôle essentiel, réduisant 
considérablement la valeur de l'intégrale. La solution (45,3) peut 
se mettre alors sous une autre forme, qu'il sera plus commode 
d'établir directement à partir de (45,2). Prenons pour axe des x 
la direction du mouvement non perturbé: alors la fonction d'onde 
non perturbée s'écrit W°’=e'#x* (nous avons posé le facteur cons- 
tant égal à un). Cherchons la solution de l'équation 


Aÿ® + ka = ee Ueixx 
sous la forme #?=efxxf; k étant supposé grand, il suffira de garder 
dans Awy? les seuls termes où le facteur e’** est dérivé (ne serait-ce 
qu'une seule fois). On obtient alors pour f l'équation 


E of _2mU 
<e dx h? 
d'où | 
pa — eirxf = — ss eikx [ Udk. (45,5) 


L'évaluation de cette intégrale donne |ÿ®’|—m|Ul|a/ñ'#k, de 
sorte que la condition de validité de la théorie des perturbations 
donne dans ce cas: : 

4] 


LUI ka À (ka 1, (45,6) 


v=kh/m étant la vitesse de la particule. Remarquons que cette 
condition est plus faible que (45,4). Par là, si l'on peut assimiler 
le champ à une perturbation pour de petites énergies de la particule, 


1 Dans le cas bidimensionnel #4} s'exprime (comme on le sait de la théorie 
de l'équation d'onde bidimensionnelle) sous la forme d'une intégrale analogue 


ï RE STE : HA) PAC TI 
à (45,3), où gr dx’ dy dz' est remplacé par inHo” (kr) dx’ dy" (H5” étant la 
fonction de Hankel) et r = Y (x'— x)? + (y'— y)?. Lorsque k +0, la fonction 


de Hankel et, avec, l'intégrale tout entière tendent logarithmiquement vers 
l'infini. 
De la même manière, dans le cas unidimensionnel, on a dans l'intégrale 
{à 
déterminant #4) la quantité 2ni Tu dx’ (où r=1x—x|) et M tend vers 


l'infini comme 1/k lorsque k —+ 0. 
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ceci est certainement possible pour les grandes énergies aussi, alors 
que la réciproque n’est généralement pas vraie!. 

L'application au champ coulombien de la théorie des perturba- 
tions développée ici exige une étude particulière. Dans un champ 
U = a/r on ne saurait spécifier une région finie de l’espace en dehors 
de laquelle U serait bien plus petit que dans cette région elle- 
même. On peut obtenir la condition cherchée en substituant au 
paramètre a dans (44,6) la distance variable r; on est conduit à 
l'inégalité 

1. (45,7) 
ho 


Par conséquent, pour de grandes énergies de la particule le champ 
coulombien peut être assimilé à une perturbation ?. 

Enfin, déduisons une formule déterminant approximativement 
la fonction d'onde d’une particule d'énergie Æ excédant notable- 
ment partout l'énergie potentielle U (on ne demande pas alors que 
soient vérifiées telles ou telles autres conditions). En première 
approximation, la dépendance de la fonction d'onde vis-à-vis des 
coordonnées est la même que pour le mouvement libre (dont la 
direction sert d’axe des x). En conséquence, cherchons wÿ sous la 
forme —e*F, F étant une fonction des coordonnées variant len- 
tement en comparaison du facteur e’** (mais, toutefois, on ne pourra 
dire qu'elle est voisine de l'unité). Substituant dans l'équation de 
Schrôdinger, on obtient pour F l'équation 


.10F 2m 
d'où Die me UF, (45,8) 
p=eî#xx F — const-e/#* exp (— ee ( U dx) : (45,9) 
hu) 


Telle est l'expression cherchée. Mais il conviendra d'avoir en vue 
qu'elle n’est pas applicable aux trop grandes distances. On a omis 
dans l'équation (45,8) le terme AF contenant les dérivées secondes 
de F. 0?*F/0x°, ainsi que 0F/0x, tend vers zéro aux grandes distances. 
En ce qui concerne les dérivées par rapport aux coordonnées trans- 
versales y, z, elles ne tendent pas vers zéro et on ne peut en faire 
abstraction que si x<£ kaï. 


1 Dans le cas unidimensionnel la condition de validité de la théorie des 
PRENONS est donnée par l'inégalité (45,6) pour tous les ka. La déduction de 
a condition (45,4) faite plus haut pour le cas tridimensionnel n'est plus possible 
dans le cas unidimensionnel, étant donnée la divergence, indiquée en nota à la 
page 189, de la fonction d'onde wfl} ainsi construite. 

2 ]1 faut avoir en vue que l'intégrale (45,5) de champ U = ar diverge 
(logarithmiquement) pour les grands x/W y?+2?. C'est pourquoi la fonction 
d'onde dans un champ coulombien donnée par la théorie des perturbations ne 
s'applique pas dans un cône étroit axé sur l'axe des x. 
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Problèmes 


1. Déterminer le niveau d'énergie dans un puits de potentiel à une dimen- 
sion de faible Ro Rnset on suppee la condition (45,4) remplie. 

Solution. Nous ferons Fpotpeses sanctionnée par le résultat que 
le niveau d'énergie | E|<[U|. Âlors, dans le second membre de l'équation 
de Schrôdinger 


D =F uw E)Ÿ 


on peut négliger E dans la région du puits et considérer également que est 
constante, et soit, sans restreindre la généralité, un sa valeur : 


= 2m y 
ner 
Intégrons cette égalité sur dx entre deux points + x1 tels que a << x: << 1/x, 


a étant la largeur du puits et x= V2m|]E | /h. L'intégrale de U (x) Ne ann 
on peut étendre à droite M A be la région allant de — © à + 


à | =+ | Udx. (1) 


CA er] 


Loin du puits la fonction d'onde s'écrit ÿ—e+**. On trouve en substituant 
ceci dans (1): 


+ 
ne ( U dx 
“© 
ou 
+ 2 
m 
= | va 


Nous voyons, ce qui est conforme à notre hypothèse, que la grandeur du niveau 
. effectivement une quantité petite d'ordre supérieur (du second) à la pro- 
ondeur. 
2. Déterminer le niveau d'énergie dans un puits de potentiel à deux dimen- 
sions U(r) (r étant le rayon polaire du plan) peu profond; on suppose que 
œæ 


l'intégrale \ rU dr converge. 


0 
Solution. En procédant comme dans le problème précédent, on obtient 
dans la région du puits l'équation 


ral 2)= SU 


En l'intégrant sur dr de 0 à r, (avec ar, << 1/*), on obtient : 


= (ru (r) dr. (1) 
0 
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Loin du puits, l'équation du mouvement libre à deux dimensions 


La (S)+@e 0 


a pour solution (s'annulant à l'infini) ÿ— const. H6" (ixr); pour les petites valeurs 
de l'argument, le terme principal de cette fonction est proportionnel à In xr. 
Ceci étant, nous égalons, pour ra, les dérivées logarithmiques de # dans 
le puits [le second membre de (1)| et en dehors, ce qui donne: 


œ 

1 2m 

Dase qn [UV trrar, 
0 


æ -1 
2 
_r ( U rar | 
m « 
L 0 J 
Nous voyons que le niveau de l'énergie est exponentiellement petit en compa- 
raison de la profondeur du puits. 


d'où 


CHAPITRE VII 
CAS QUASI CLASSIQUE 


$ 46. La fonction d'onde dans le cas quasi classique 


Si les longueurs d'onde brogliennes des particules sont petites 
en comparaison des dimensions caractéristiques L déterminant les 
conditions du problème concret considéré, alors les propriétés du 
système sont quasi classiques (de même que l'optique ondulatoire 
se réduit à l'optique géométrique lorsque la longueur d’onde tend 
vers Zéro). 

Faisons à présent une étude plus détaillée des propriétés des 
systèmes quasi classiques. À cet effet, faisons formellement dans 
l'équation de Schrôdinger 

2 
À ap +(E—U) $=0 


la substitution 


Lo 
p=e . (46,1) 
On obtient pour la fonction o l'équation 
1 h 
L 37e (V2 — | jme A5 = EU. (46,2) 


Conformément au fait que le système est supposé quasi classique 
quant à ses propriétés, nous chercherons à définir o sous forme de 


série a k 
2 
o=a+Fau+(+) 0,+..., (46,3) 


des puissances de À. 
Nous commencerons par l'examen du cas le plus simple, savoir 
le mouvement unidimensionnel d’une particule. L'équation (46.2) 
se réduit alors à à 
I i 


om" E—U (x), (46,4) 
(dérivation par rapport à x). 


B-50 
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Nous écrirons en première approximation 6 =0, et omettrons 
dans l'équation le terme contenant ñ: 
ga où = E—U (x). 


On en déduit: 
Oo = + (V 2m [E—U (x)]dx. 


L'expression sous le signe somme n'est autre que l'impulsion clas- 
sique p (x) de la particule en fonction de la coordonnée. Définissant 
p(x) avec le signe+ devant le radical, il vient: 


G=+(pdx, p=V2mtE—U), (46,5) 


résultat attendu, conformément à l'expression limite (6,1) de la 
fonction d'onde. 

L'omission dans (46,4) n'est légitime que si le second terme 
dans le premier membre de l’égalité est petit par rapport au premier, 
c'est-à-dire que l’on doit avoir h|o"/0'?l< 1 ou 


FOIE 


Nous avons en première approximation, en vertu de (46,5), a’=p, 
de sorte que la condition déduite peut s’écrire: 


ax 
dx 


1, (46,6) 


où k —=À/2x et 2 (x) =2nh/p(x) étant la longueur d'onde broglienne 
de la particule exprimée en tant que fonction de x à l’aide de la 
fonction classique p(x). Ainsi donc, nous avons établi la condition 
quantitative de quasi-classicisme : la longueur d'onde de la particule 
doit varier peu sur des distances équivalentes à la longueur d'onde 
elle-même. L'approximation ne s'applique plus dans les domaines 
de l’espace où cette condition n'est pas vérifiée. 
La condition (46,6) peut être recopiée sous une autre forme, 
remarquant que 
dd_dyf5575 TR m dU _mF 
—— dU dx étant la force classique agissant sur la particule dans 


1 On sait que [par est la partie de l'action indépendante du temps. 


L'action mécanique totale S de la particule est S—— Et + \ pdx. Le terme — Et 


ne figure pas dans ©, en raison du fait que nous envisageons une fonction 
d'onde 1 indépendante du temps. 
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le champ extérieur. Introduisant cette force, il vient: 
hIF 
let. (46,7) 


Ceci prouve que l’approximation quasi classique ne s'applique plus 
lorsque l’impulsion de la particule est trop petite. Notamment, elle 
est certainement inapplicable au voisinage des points de rebrous- 
sement, c'est-à-dire là où, conformément à la mécanique classique, 
la particule s'arrête pour rebrousser chemin. Ces points sont déter- 
minés par l'égalité p(x)=0, savoir E=U (x). Lorsque p—0, la 
longueur d'onde broglienne tend vers l'infini et il est clair qu’elle 
ne peut certainement pas être considérée comme petite. 
Soulignons, toutefois, que la condition (46,6) et (46,7) par elle- 
même peut apparaître insuffisante pour que l'approximation quasi 
classique soit permise. Le fait est qu’elle a été obtenue en évaluant 
les divers termes dans l'équation différentielle (46,4), et le terme 
rejeté contient la dérivée d'ordre supérieur. Or, en réalité, il faut 
exiger que soient petits les termes successifs du développement dans 
la solution de cette équation, l’omission du terme en question 
pouvant s’avérer insuffisante. Ainsi, si la solution pour © (x) con- 
tient un terme croissant en même temps que x suivant une loi 
voisine de la loi linéaire, le fait que la dérivée seconde dans l’équa- 
tion soit petite n'empêche pas qu'aux distances suffisamment gran- 
des ce terme puisse s'agrandir. Une telle situation se présente en 
général lorsque le champ s'étend à des distances grandes par rapport 
à la longueur caractéristique L sur laquelle il varie notablement 
(voir ci-dessous la remarque concernant la formule (46,11)) ; l'appro- 
ximation quasi classique ne convient plus alors pour suivre le com- 
portement de la fonction d'onde aux grandes distances. 
Venons-en au calcul du terme suivant dans le développement 
(46,3). Les termes du premier ordre en À dans l'équation (46,4) 


donnent 0,0; +2=0, d'où 


fes 00 2 
; 206 2p 
Intégrant, on trouve 
0, =—+ Inp (46,8) 


(nous omettons la constante d'intégration). 
Substituant l'expression déduite dans (46,1), (46,3), on obtient 
la fonction d'onde sous la forme: ’ 


sfr fre) en( ire) eo 
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Le facteur 1/V p dans cette fonction admet une interprétation 
simple. La probabilité de trouver la particule aux points de coor- 
données entre x et x+dx est donnée par le carré |#{[?, c'est-à-dire 
qu’elle est pour l'essentiel en raison de 1/p. C'est précisément ce 
qu’on devait espérer pour une «particule quasi classique», puisque 
dans un mouvement classique le séjour de la particule sur le segment 
dx est en raison inverse de sa vitesse (ou de son impulsion). 

Dans les domaines classiquement inaccessibles de l'espace, où 
E <U(x), la fonction p(x) est imaginaire pure, de sorte que les 
exposants sont réels. La forme générale de la solution de l'équation 
d'onde dans ces domaines : 


Se ŒAl dx) Ca _ ex (& dx) 46,10 
a RL 2 EL PT ri [rl (46,10) 
Toutefois, on aura en vue que la précision de l’approximation quasi 
classique ne permet pas de conserver dans la fonction d'onde les 
termes exponentiellement petits «sur le fond » des termes exponen- 
tiellement grands, si bien qu'en ce sens la conservation simultanée 
des deux termes dans (46,10) est en règle générale inadmissible. 

Bien qu’on n'ait pas d'ordinaire à utiliser les petits termes 
d'ordre supérieur dans la fonction d'onde, nous allons encore dé- 
duire ici le terme suivant du développement (46,3), afin de dégager 
certains aspects concernant la précision de l'approximation quasi 
classique. Les termes de l'ordre de %? dans l'équation (46,4) donnent 


co +7 0 += 0, 
d’où [substituant (46,5) et (46,8) à o, et o,] 


LR 
4p*  8p°° 


Intégrant (le premier terme s'intègre par parties) et introduisant 
la force F = pp'/m, il vient: 


0, = 


{ 
+0: 
=eh (1—iho,) 
ou 


{ 
L : _ d. 
pis de Pace (46,11) 


L'apparition de termes correctifs imaginaires dans le facteur 
préexponentiel équivaut à l’apparition d’une telle correction dans 


$ 47] CONDITIONS AUX LIMITES DANS LE CAS QUASI CLASSIQUE 197 


la phase de la fonction d'onde (c'est-à-dire qu’il s'ajoute un terme 
à l'intégrale + p dx dans l’exponentielle). Cette correction est pro- 


portionnelle à #, c'est-à-dire qu'elle est de l'ordre de k/L. 

Les second et troisième termes entre crochets dans (46,11) doivent 
être petits par rapport à l'unité. Pour le premier d'entre eux 
cette condition coïncide avec (46,7), mais dans le second l'évalua- 
tion de l'intégrale ne mène à la condition (46,7) que si F° s'annule 
suffisamment vite aux distances — L. 


$ 47. Conditions aux limites dans le cas quasi classique 


Soit x=a un point de rebroussement [de sorte que U (a) = E] 
et soit U > E pour tous les x > a, de sorte que la région à droite 
du point de rebroussement est classiquement inaccessible. La fonction 
d'onde doit s’amortir quand on s’enfonce dans cette région. Suf- 
fisamment loin du point de rebroussement, elle a la forme 


x 
fra 
a 


dr (+ | pour x>a, (47,1) 
ce qui correspond au premier terme dans (46,10). À gauche du point 
de rebroussement, la fonction d'onde doit être représentée par la 


combinaison réelle (46,9) de deux solutions quasi classiques de 
l'équation de Schrôdinger : 


+= pipoun( (ous) Siren — fn) pour x<a. (47,2) 


Pour déterminer les coefficients de cette combinaison, il faut 
suivre la variation de la fonction d'onde des x—a positifs [où est 
vraie l'expression (47,1)] aux x—a négatifs. Mais force serait alors 
de traverser la région du point d’arrêt, où l’approximation quasi 
classique ne joue plus, et de considérer la solution exacte de l’équa- 
tion de Schrôdinger. Pour les |x—a]| petits, on a 


E—U()R&F,(x—a), F,=—4% _ <0; (47,3) 


en d’autres termes, nous sommes dans ce domaine en présence du 
problème du mouvement dans un champ constant. La solution 
exacte de l'équation de Schrôdinger pour ce problème a été trouvée 
au $ 24, et le lien entre les coefficients dans (47,1) et (47,2) peut 
être déduit de la comparaison avec les expressions asymptotiques 
(24,5) et (24,6) de ladite solution exacte de part et d'autre du 
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point de rebroussement. On notera alors que (47,3) entraîne p(x) = 
= V2mF,(x—a), si bien que l'intégrale 


+ [ pdx= + V2mF(x— a" 


coïncide avec l'expression dans l’argument de exp ou de sin dans 
(24,5) ou (24,6). Un fait important dans ces raisonnements est que 
le domaine d'application du développement (47,3) et le domaine 
de quasi-classicisme empiètent l’un sur l’autre: si le mouvement 
est quasi classique dans presque tout le domaine du champ (chose 
supposée), il existe des valeurs de |x—a| si petites que le déve- 
loppement (47,3) est permis, alors que ces valeurs sont encore si 
grandes que la condition de quasi-classicisme est satisfaite et que 
les expressions asymptotiques (24,5-6) sont applicables1. 

Une autre méthode plus instructive évite la résolution exacte. 
A cet effet, on considère formellement 1b(x) comme une fonction 
de la variable complexe x et on passe des x—a positifs aux x—a 
Deqaus en suivant un chemin situé tout entier loin du point x=a, 
si bien que sur tout ce chemin la condition de quasi-classicisme 
est formellement observée (A. Zwaan, 1929). Ce faisant, on consi- 
dère à nouveau les valeurs de x—a pour lesquelles est aussi admis- 
sible le développement (47,3), de sorte que la fonction d'onde (47,1) 
prend la forme: 


; c 1 if 
ee pérenne 0 | TRE 


(47,4) 


Suivons d'abord la variation de cette fonction lorsqu'on décrit 
autour du point x=a de droite à gauche une demi-circonférence 
(de rayon p) dans le demi-plan supérieur de la variable complexe x. 
Sur cette demi-circonférence : 


« 
x—a=pel#?, [vx —adx = +p (cos + sin +) , 
a 


la phase @ variant de 0 à x. Alors, le facteur exponentiel dans (47,4) 
croît d’abord en module (pour 0 << 2x/3), puis décroît en mo- 


1 En effet, le développement (47,3) est valable pour es a] < L, L étant 
la distance caractéristique de la variation du champ (x). La condition 
de quasi-classicisme (46,7), elle, exige |x—al%”* ©4/VmlFsl. Ces deux 
conditions sont compatibles, étant donné que le quasi-classicisme du mouvement 
loin du point de rebroussement (c'est-à-dire pour |x—a|—L) signifie que 


L'SH/VTmn 1. 
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dule jusqu'à 1. A la fin du passage l’exposant de l'exponentielle 
devient purement imaginaire, et il vaut 


Dans le facteur préexponentiel dans (47,4), on a à l’issue du con- 
tournement : 
(x—a)-Vs—(a—x)-vse- tva, 


Ainsi donc, la fonction (47,4) tout entière se transforme en le se- 
cond terme dans (47,4) avec le coefficient C,= Ce-tm, 


Le fait que par contournement dans le demi-plan supérieur on 
n'ait pu déterminer que le coefficient C, dans (47,2) s'explique 
facilement. Si l'on suit la variation de la fonction (47,2) lorsqu'on 
décrit la même demi-circonférence en sens inverse (de gauche à 
droite), on voit qu’au début du chemin le premier terme devient 
bien vite exponentiellement petit par rapport au second. Or, l’ap- 
proximation quasi classique ne permet pas de noter les termes 
exponentiellement petits dans 1 «sur le fond » du terme fondamental 
grand ; telle est précisément la raison de la «perte» du premier 
terme dans (47,2) à l'issue du contournement. 

Pour déterminer le coefficient C,, on doit décrire de droite à 
gauche une demi-circonférence dans le demi-plan inférieur de la 
variable complexe x. On note de façon analogue qu'alors la fonc- 
tion (47,4) se transforme en le premier terme dans (47,2) avec le 


coefficient C, = _. Cetra, i 


Ainsi donc, à la fonction d'onde (47,1) pour x > a correspond 
pour x <a la fonction 


era a . 
PR 


La règle de correspondance déduite peut s'écrire sous une forme 
indépendante du côté où se trouve le domaine classiquement inac- 
cessible par rapport au point de rebroussement : 


C 1 ( C 1 C EL 
=——— =— —+> —— me, dx|—— 
VTT ox | £ fra] 75 cos Ê L x ÿ (47,5) 
pour U(x)> E pour U(x) <E 


(H. À. Kramers, 1926). 
Soulignons une fois de plus le fait résultant aussitôt de la dé- 
duction que cette règle est liée à une condition à la limite déter- 
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minée posée d’un côté du point de rebroussement, et sous ce rapport 
elle doit s'appliquer seulement dans un sens déterminé. À savoir, la 
règle (47,5) a été déduite pour la condition à la limite 9 —+0 vers 
l’intérieur du domaine classiquement inaccessible, et elle doit s’ap- 
pliquer lorsqu’on passe de ce domaine dans le domaine classique- 
ment permis (comme on l'a indiqué dans (47,5) par une flèche)1. 
Si la région classiquement accessible est limitée (pour x=a) 
par une barrière de potentiel infiniment élevée, la condition à la 
limite x—a de la fonction d'onde est #—=0 (voir $ 18). L'appro- 
ximation quasi classique s'applique alors jusqu’à même la barrière 
et la fonction d’onde s'écrit : 
x 
C  ._ 1 
=—— sin —|pdx pour x <a, 
Vr fi | rer * (47,6) 


p=0 pour x > a. 


$ 48. Règle de quantification de Bohr-Sommerfeld 


Les états qui relèvent du spectre discret de l'énergie sont quasi 
classiques pour les grandes valeurs du nombre quantique 7 —du 
numéro d'ordre de l'état. En effet, ce nombre détermine le nombre 
de nœuds de la fonction propre (cf. $ 21). Or, la distance entre 
nœuds voisins coïncide, en ce qui concerne l’ordre de grandeur, 
avec la longueur d'onde broglienne. Pour les ñ grands cette distance 
est petite, si bien que la longueur d'onde est petite par rapport 
aux dimensions du domaine du mouvement. 

Nous allons déduire la condition qui détermine les niveaux 
d'énergie quantiques dans le cas quasi classique. À cet effet, con- 
sidérons le mouvement unidimensionnel fini d'une particule dans 
un puits de potentiel ; le domaine classiquement accessible b< x< a 
est limité par deux points de rebroussement . 

D'après la règle (47,5), la condition à la limite au point x—b 
conduit (dans le domaine à droite de ce point) à la fonction d'onde 


=pzcs(sfpér-à), (48,1) 


1 Le passage en sens inverse n’a pas de sens du fait que déjà une petite 
variation de la fonction d'onde à droite dans (47,5) peut entraîner l'apparition 
d'un terme exponentiellement croissant dans la fonction à gauche. 

3 En mécanique classique, la particule effectuerait dans un tel champ un 
mouvement périodique de période (temps mis pour l’aller-retour entre b et a) 


a a 
ensnies 
U ÿ P 


v étant la vitesse de la particule. 
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Appliquant cette règle au domaine situé à gauche du point x=a, 
on obtient cette même fonction d'onde sous la forme 


a 
C’ l a 
Ve 8 tjrus) 
x 


Pour que ces deux fonctions s'identifient dans toute la région, la 
somme de leurs phases (qui est une constante) doit être un mul- 
tiple de x: 


| 


[pdi—5= nn 
è 
(avec C—(—1)" C’). D'où 
= Prdx=n + (48,2) 


a 
l'intégrale $ pdx=2 \ pdx étant prise sur une période complète 
b 


du mouvement classique de la particule. Telle est la condition 
déterminant dans le cas quasi classique les états stationnaires de 
la particule. Elle correspond à la règle de quantification de Bohr- 
Sommerfeld de l’ancienne théorie quantique. 

Il est facile de voir que l’entier n est égal au nombre de zéros 
de la fonction d'onde, donc que c'est le numéro d'ordre de l'état 
stationnaire. En effet, la phase de la fonction d'onde (48,1) croît 
de —:x/4 au point x=—b à (n+1/4)x au point x—a, de sorte que 
le cosinus s’annule n fois dans cet intervalle (en dehors de l’intervalle 
b<x<a la fonction d'onde s'’amortit d’une manière monotone 
sans zéros à distance finie)1. 

D'après ce qui a été dit plus haut, dans le cas quasi classique 
le nombre n est grand. Soulignans, toutefois, que la conservation 
du terme 1/2 à côté de nr dans (48,2) est néanmoins légitime : la 
prise en compte des termes correctifs suivants dans la phase des 
fonctions d'onde ne ferait apparaître au second membre de (48.2) 
que des termes — À/L petits devant 1 (cf. remarque fin $ 46)*. 


1 A strictement parler, le calcul du nombre de zéros doit s'effectuer compte 
tenu de la forme exacte de la fonction d'onde au voisinage des points de re- 
broussement. Une telle étude confirme le résultat indiqué. 

? Dans certains cas, l'expression exacte des niveaux d'énergie E (n) (en tant 
ue fonction du nombre quantique n) se déduisant de l'équation exacte de 
hrôdinger est telle qu'elle conserve sa forme lorsque n —+ œ ; les niveaux 

d'énergie dans un champ coulombien et les niveaux d'énergie d’un oscillateur 
harmonique en sont des exemples. Il est naturel qu'alors la règle de quantifi- 
cation (48,2) appliquée pour les grands ñ donne pour la fonction E (7) une 
expression coïncidant avec l'expression exacte. 
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Pour normaliser la fonction d'onde il suffit d'intégrer |#[? dans 
l'intervalle b£ x< a, puisqu’en dehors 1 (x) s’amortit exponentiel- 
lement. L'argument du cosinus dans (48,1) étant une fonction 
variant rapidement, on peut remplacer avec une précision suffi- 
sante le carré du cosinus par sa valeur moyenne, soit 1/2. Il vient 
alors : 

a 
C? ( dx nC1 
Jivlére | san 1, 
w—2x/T étant la fréquence du mouvement périodique classique. 
On a donc la fonction quasi classique normalisée 


v= VE cos (tfra-5) (48,3) 
b 


Il convient de rappeler que la fréquence w est fonction de l’éner- 
gie et en général elle est différente pour différents niveaux. 

La relation (48,2) peut encore s'interpréter autrement. L’inté- 
grale $ p dx est l’aire embrassée par la trajectoire classique de phase 
fermée de la particule (c'est-à-dire par la courbe dans le plan p, x, 
espace des phases de la particule). Divisant cette aire en cellules 
d'aire 2xh chacüne, on obtient en tout n cellules. Or n est le nombre 
d'états quantiques d'énergies n'’excédant pas sa valeur donnée 
(correspondant à la trajectoire de phase considérée). Par là, on 
peut dire qu’il correspond dans le cas quasi classique à chaque état 
quantique une cellule dans l’espace des phases d’aire 2x. Ou encore, 
le nombre d'états rapporté à l'élément de volume Ap Ax de l’espace 
des phases est 

De. (48,4) 
Si l'on introduit au lieu de l'impulsion le vecteur d'onde k= p/h, 
ce nombre se transcrit Ak Ax/2n. Il coïncide, comme il fallait s’y 
attendre, avec l'expression connue du nombre d'oscillations propres 
du champ d'onde (voir II $ 52). 

A partir de la règle de quantification (48,2), on peut dégager 
le caractère général de la distribution des niveaux dans le spectre 
énergétique. Soit AE la distance entre deux niveaux voisins, leurs 
nombres quantiques n différant d’une unité. Puisque AE est petit 
(pour les grands n) vis-à-vis de l'énergie des niveaux elle-même, 
on peut écrire en vertu de (48,2): 


op 
AE Ÿ 55 dx = 27h. 
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Or ÔE/ôp=v, de sorte que 


dp , _ cd 
a d=p$5- 
Il vient donc: 
AE=h=ho. (48,5) 


Ainsi donc, la distance entre niveaux voisins est égale à ho. 
Pour toute une série de niveaux voisins (dont la différence des 
numéros n est petite en comparaison de #7 eux-mêmes) on peut ad- 
mettre que les fréquences correspondantes w sont à peu près iden- 
tiques. On est donc conduit à cette conclusion que dans toute 
petite bande de la partie quasi classique du spectre les niveaux 
sont équidistants, séparés par le même intervalle fo. Au reste, on 
pouvait espérer ce résultat a priori, puisque dans le cas quasi 
classique les fréquences correspondant aux transitions entre diffé- 
rents niveaux d'énergie doivent être des multiples de la fréquence 
classique ©. 

Il est intéressant de voir ce que deviennent à la limite classique 
les éléments matriciels d’une grandeur physique quelconque f. A cet 
effet, nous partirons du fait que la valeur moyenne f dans un cer- 
tain état quantique doit se réduire à la limite tout simplement à 
la valeur classique de cette grandeur, pourvu que l’état lui-même 
représente à la limite le mouvement de la particule sur une trajec- 
toire déterminée. 11 correspond à un tel état un paquet d'ondes 
(voir $ 6) constitué par la superposition d’une série d'états station- 
naires avec des valeurs voisines de l'énergie. La fonction d'onde 
d'un tel état s'écrit: 

y=Da,y,, 


où les coefficients a, sont notablement non nuls seulement dans 
un certain intervalle An de valeurs du nombre quantique n tel que 
1<SAn<n; les n sont supposés grands, étant donné le caractère 
quasi classique des états stationnaires. La valeur moyenne de f est, 
par définition, 


F=(vprax-ZEoaet mr, 


ou, remplaçant la sommation sur n, m par une sommation sur n 
et la différence s=m—n: 


Î = 22 dar t 


où l'on a substitué w,,—sw en raison de (48,5). 
Les éléments matriciels f,, calculés à l’aide des fonctions d’onde 
quasi classiques décroissent rapidement en grandeur lorsque la dif- 
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férence m—n croît, tout en étant des fonctions de n à variation 
lente (pour m—n donné). Ceci étant, on peut écrire approximati- 


vement 
Î = ZX asa,f etust = D | a} F > pee 
°° nSsS n $ 
où l’on a introduit la notation 
fers re 


n étant une certaine valeur moyenne du nombre quantique dans 
l'intervalle An. Or S|a,f*=1; par conséquent, 
U] 


F= Deus. 


La somme déduite se présente comme une série de Fourier ordinaire. 
Puisque f doit se réduire à la limite à la grandeur classique f ({), 
on est conduit à ce résultat que les éléments matriciels f,, se ré- 
duisent à la limite aux composantes f,,_, du développement en série 
de Fourier de la fonction classique f(t). 

De la même manière, les éléments matriciels des transitions 
entre états du spectre continu se réduisent aux composantes de la 
représentation de f({) en intégrale de Fourier. Alors, les fonctions 
d'onde des états stationnaires doivent être normalisées sur la fonc- 
tion ô de l'énergie divisée par À. 

Tous les résultats exposés se généralisent aussitôt à un système 
à plusieurs degrés de liberté exécutant un mouvement fini pour 
lequel le problème mécanique (classique) admet une séparation 
complète des variables dans la méthode d'Hamilton-Jacobi (mou- 
vement dit quasi périodique, voir I $ 50). Après séparation des 
variables, pour chaque degré de liberté on est ramené à un pro- 
blème à une dimension, et les conditions de quantification corres- 
pondantes s'écrivent : 


$ Pidg;= 27h (n;+v), (48,6) 


l'intégrale étant prise sur la période de variation de la coordonnée 
généralisée g;, et y; étant un nombre de l'ordre de l’unité qui dépend 
du caractère des conditions aux limites suivant le degré de liberté 
envisagé 1. 


1 Ainsi, pour le mouvement dans un champ central symétrique : 
1 1 
Prrar=th(n+e). $ Peak (1-m+T), fPodp=2rhm, 
n,=n—l—1 étant le nombre quantique radial. La dernière égalité résulte tout 


simplement de ce que P est la composante sur l'axe des z du moment, de 
valeur Am. 
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Dans le cas général d’un mouvement arbitraire (non quasi pério- 
dique) à plusieurs dimensions la formulation des conditions quasi 
classiques de la quantification exige des raisonnements plus pro- 
fonds”. Mais la notion de «cellules» dans l'espace des phases sub- 
siste toujours (à l’approximation quasi classique) sous la même 
forme. C'est évident si l’on se reporte à son lien, mentionné plus 
haut, avec le nombre d'oscillations propres du champ d'onde dans 
le volume donné de l’espace. Dans le cas général d'un système à s 
Re de liberté, il vient à l'élément de volume de l’espace des 
phases 

__ Ag1---AgsAp;...Aps 
AN = Cab (48,7) 
états quantiques ?. 


Problèmes 


1. Déterminer (approximativement) le nombre de niveaux discrets d'énergie 
d'une particule dans un champ UÜ(r) vérifiant la condition de quasi-classicisme. 
Solution. Le nombre d'états pour le volume de l'espace des phases 
correspondant aux impulsions dans l'intervalle 0& p & Pmax et aux coordonnées 
de la particule dans le volume dV est 
4x 
+ PmaxdV 


3 
Ch) 
Pour r donné, la particule peut avoir (dans son mouvement classique) une im- 
pulsion satisfaisant à la condition EP +u (9) 0. Substituant Prax = 


= —=2mU (r), on obtient le nombre total d'états du spectre discret : 


LE Lu [ (—U)*/*4v, 


l’integrale étant prise dans la région de NE où U < 0. Cette intégrale 
diverge (le nombre de niveaux est infini) si U décroîft à l'infini comme r-$ 
avec s < 2, conformément aux résultats du $& 18. 

2. Même problème pour un champ central symétrique quasi classique U(r) 
(V. Pokrovsky). 

Solution. Dans un champ central symétrique le nombre d'états ne coïn- 
cide pas avec le nombre de niveaux, qui sont dégénérés relativement aux di- 
rections du moment. On peut trouver le nombre cherché si l’on remarque que 
le nombre de niveaux correspondant à une valeur donnée du moment coin- 
cide avec le nombre de niveaux (non dégénérés) pour un mouvement à une dimen- 
sion dans un champ d'énergie potentielle Ur =U (r) + M3/2mr3. La plus grande 
valeur possible de l'impulsion p, pour r donné et des énergies E&0 est 


1 Voir J. B. Keller, Annals of Physics, 4, 180 rx 

3 Notamment, pour une seule particule d‘p/(2xh)° est le nombre d'états 
qui reviennent à l'intervalle d’p des valeurs de l'impulsion dans le volume 
unité de l’espace. Ceci explique la coïncidence des deux sens de normalisation 
d'une onde plane (15,8), mentionnée dans la note de la page 59. 
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max= V—2mUes. Aussi a-t-on pour le nombre d'états (c’est-à-dire le nombre 


Pr 

de niveaux) 
drdp, _V2m Lu ,, 
eV V-Endr 


É nombre total cherché de niveaux discrets s'en déduit en intégrant sur 
dM/h (remplaçant dans le cas quasi classique la sommation sur {) et est égal à 


m 
ra (=U) r dr. 


$ 49. Mouvement quasi classique dans 
un champ central symétrique 


Lors du mouvement dans un champ central symétrique la fonc- 
tion d'onde de la particule se décompose, comme on le sait, en une 
partie angulaire et une partie radiale. Envisageons d’abord la pre- 
mière d’entre elles. 

Le lien rattachant la fonction d'onde angulaire à l'angle y 
(donné par le nombre quantique m) est si simple qu'il n'y a pas 
lieu de lui trouver des formules approchées. En ce qui concerne 
sa dépendance de l'angle polaire 6, elle est, en vertu de la règle 
générale, quasi classique si le nombre quantique { correspondant 
est grand (une formulation plus rigoureuse de cette condition sera 
donnée plus bas). 

Nous nous bornerons ici à déduire l'expression quasi classique 
de la fonction angulaire pour le cas le plus important dans les 
applications des états à nombre quantique magnétique nul (m=0):. 
A un facteur constant près, cette fonction coïncide avec le poly- 
nôme de Legendre P,(cos8) [voir (28,8)] et satisfait à l'équation 
différentielle 


Et ge PH L(+ 1) Ps = 0. (49,1) 
Par la substitution 
P, (cos) = ms (49,2) 


elle se ramène à l'équation 
. 1 \2 l 
LE [Ce +3) +7pel=0. (49,3) 


1 Le cas contraire, m—l, à la limite, doit correspondre au mouvement sur 
une orbite classique située dans le plan équatorial 06=—x/2. En effet, 


P (cos 8) = const-sin{ 6; 


pou Fr æ cette fonction (et |#{? avec elle) tend vers zéro pour tous les 
#£ 1/2. 
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ne contenant pas de dérivée première et semblable à l'équation de 
Schrôdinger à une dimension. 
Le rôle de « longueur d'onde broglienne » est joué dans (49,3) par 


1 \? 1 
k= [(:++) +3 | 
L'exigence que la dérivée dk/dx soit petite [condition (46,6)] con- 
duit aux inégalités 


-1/3 


HDI, (x—0) 51 (49,4) 


(conditions de quasi-classicisme de la partie angulaire de la fonc- 
tion d'onde). Pour les grands / ces conditions sont observées dans 
presque tout l'intervalle des valeurs de 8, excepté la région des an- 
gles très voisins de zéro ou de x. 

Lorsque la condition (49,4) est remplie, on peut négliger dans 
l'équation (49,3) le second terme entre crochets par rapport au 
premier : 


d+(1+3)x=0. 
La solution de cette équation est 
x=Vsin68P,(cos6)=A sin [(U++)8+0] (49,5) 


où À et & sont des constantes. 

Pour les angles 8<£1, on peut poser dans (49,1) ctg8= 1/8; 
part encore approximativement /({/+1) par ({+1/,)*, on ob- 
tient l'équation a 2 ! 

1 d 1 
to æt(l+z) Pi=0, 
admettant pour solution la fonction de Bessel d'ordre zéro 
P,(cos8)=J, [(+3)e] (El). (49,6) 


Le facteur constant a été posé égal à un, puisqu'on doit avoir 
pour 6=0 P,=1. L'expression approchée (49,6) de P, est vraie 
pour tous les angles 6<£ 1. Notamment, on peut aussi l'appliquer 
pour des angles dans la région 1/<<€60<£ 1, où elle doit coïncider 
avec l'expression (49,5) vraie pour tous les 8ÿ> 1/1. Lorsque 0. 1, 
la fonction de Bessel peut être remplacée par son expression asymp- 
totique pour les grandes valeurs de l'argument, et il vient: 


— 5 sin [(+3)0+5] 
Re pas - 
(on peut négliger 1/2 dans le coefficient par rapport à /). Comparant 
avec (49,5), on trouve que A=V ri, a=n/4. Ainsi, on trouve 
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en définitive l'expression suivante pour P,(cos6), applicable dans 
le cas quasi classique : : 


; 1 
P,(cos 8) = = s[(+z)e+é] : (49,7) 


V sin6 
La fonction sphérique normalisée Ÿ,, s’en déduit sous la forme: 


! 1 
;e Sin [(c+ 3)0+] 
ñ V sin 6 ' 
Passons à la partie radiale de la fonction d'onde. 11 a été montré 
au $ 32 que la fonction x(r)=rR (r) vérifie une équation identique 
à l'équation de Schrôdinger à une dimension d'énergie potentielle 


Vi e)=U (+ Ë LED, 


(49,8) 


Par là, nous pouvons appliquer les résultats déduits dans les para- 
graphes précédents, entendant par énergie potentielle la fonction 
U,(r)- 

Le cas {=0 est le plus simple. L'énergie centrifuge ne figure 
pas, et si le champ U (r) satisfait à la condition requise (46,6), 
la fonction d'onde radiale est quasi classique dans tout l’espace. 
Pour r=0 o1 doit avoir 4—0, et la fonction quasi classique (r) 
est donc déterminée conformément aux formules (47,5). 

Si 10, la condition (46,6) doit être également vérifiée par 
l'énergie centrifuge. Dans la région des 7 non grands, où l'énergie 
centrifuge est de l’ordre de l'énergie totale, la longueur d'onde 
Kk=h/p — ril, et la condition (46,6) donne 1 $ 1. De la sorte, si / 
n'est pas grand, dans la région des r non grands la condition de quasi- 
classicisme est violée par l'énergie centrifuge. On se convaincrait 
aisément qu’on obtient une valeur exacte de la phase de la fonction 
d'onde quasi classique %(r) en la calculant à l'aide des formules 
du mouvement à une dimension, ayant remplacé dans l'énergie 
potentielle U,(r) le coefficient {({+ 1) par (1+ 1/2} :? 


ka ( 1+ 2) 
Ui=U (+R. (49,9) 


PE] 


1 Notons que c’est précisément à l'issue de la substitution de ({+1/,)? à 
1({+ 1) que nous avons obtenu une expression qui se multiplie au (—1}f lors- 
qu’on remplace 8 par x—6, comme cela doit être pour P, (cos 6). 

? Ainsi, dans le cas le pie simple du mouvement libre (U —0), la phase 
de la fonction calculée d'aprés la formule (48,1) avec U, tiré de (49,9) est égale, 
comme il se doit, à celle de la fonction (33,12). 
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La question de l'application de l’approximation quasi classique 
au champ coulombien U = + aœ/r exige un examen particulier. De 
toute la région du mouvement, la partie la pius importante est 
celle correspondant aux distances r telles que [U|</|E], à savoir 
r a/|E|. La condition de quasi-classicisme du mouvement dans 
cette région se réduit à la condition que la longueur d'onde 
k=hAV2m|E] soit petite en comparaison des dimensions &/|E| de 
la région ; ceci donne: 


LES, (49,10) 


c'est-à-dire que la valeur absolue de l'énergie doit être petite en 
comparaison de l'énergie de la particule sur la première orbite de 
Bohr. La condition (49,10) peut également être transcrite 


>, (49,11) 


où u=— V|El/m est la vitesse de la particule. Notons que cette 
condition est l'inverse de la condition (45,7) d'application de la 
théorie des perturbations au champ coulombien. 

Pour ce qui est de la région des petites distances [[U (r)| SE], 
dans un champ coulombien répulsif elle ne présente aucun intérêt, 
puisque pour U > E les fonctions d'onde quasi classiques s'amortis- 
sent exponentiellement. Mais si le champ est attractif, pour les 
petits {, la particule peut pénétrer dans la région où |[U|S|E|, 
et la question se pose des limites d'application de l’approximation 
quasi classique. Servons-nous de la condition générale (46,7) en 
y posant : 


dU 
pee, PVR VE. 


On trouve finalement que la régior d'application de l’approxima- 
tion quasi classique est limitée aux distances 
rSR/ma, (49,12) 


c'est-à-dire à des distances grandes par rapport au «rayon» de la 
première orbite de Bohr. 


Problème 


Déterminer le comportement de la fonction d'onde au voisinage de l'ori- 
gine sachant que pour r +0 le champ tend vers l'infini comme + œ/r$ avec 
s > 2. 

Solution. Pour des r suffisamment petits, la longueur d'onde 


ET Du 
VmiUI Vm’ 
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de sorte que 
s 


RON us. 
M0 < 1; 


ainsi, la condition de quasi-classicisme est vérifiée. Dans un CURE attractif 
U;+—o lorsque r +0. La région au voisinage de l'origine est alors classi- 


quement accessible et la fonction d'onde radiale x 1/Wp, d'où 


Dans un champ répulsif la région des petits r est classiquement inacces- 
sible. Alors la fonction d'onde s'annule exponentiellement lorsque r — 0. 
Omettant le facteur de la fonction exponentielle, on a: 


Eee 
TE ) ou +-o[-27, (= ] 


LA 


(par 


le 


$ 50. Franchissement d’une barrière de potentiel 


Considérons le mouvement d'une particule dans un champ du 
type représenté sur la fig. 13, caractérisé par la présence d’une 
barrière de potentiel, c’est-à-dire d’une région où l'énergie potentielle 
U (x) excède l'énergie totale E de la particule. En mécanique 


U(z) 


. Fig. 13 


classique une barrière de potentiel est infranchissable pour la parti- 
cule ; en mécanique quantique, cependant, la particule peut franchir 
la barrière avec une probabilité non nulle; (on appelle aussi ce 
phénomène effet tunnel). Si le champ U(x) satisfait aux condi- 
tions de quasi-classicisme, le facteur de pénétration (ou de trans- 
mission) peut être calculé sous sa forme générale. Remarquons que 
ces conditions aboutissent, notamment, au fait que la barrière doit 
être large, et donc le facteur de pénétration dans le cas quasi 
classique petit. 

Pour ne pas interrompre les calculs qui vont suivre, résolvons 


1 On a déjà envisagé un tel exemple dans le problème 2, $ 25. 
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d'abord le problème suivant. Soit une fonction d'onde quasi clas- 
sique ayant dans la région à droite du point de rebroussement 
x=b (où U (x) < E) la forme d'une onde progressive : 


C . x D 
= ep (4 T part À). (50,1) 


On demande de trouver la fonction d'onde de cet état dans la 
région où x<b. Pour ce faire, nous utiliserons le même procédé 
de contournement dans le plan de la variable complexe x, appliqué 
au $ 47. 


Posant 
E—U(x)=F,(x—b), F,>0, 


nous écrirons la fonction (50,1) sous la forme 
C 1 Î Pr in 
VAE ans Gi P {av nr, ( Va as+ à). 
et nous y ferons le contournement de droite à gauche en suivant 
une demi-circonférence dans le demi-plan supérieur : 


x—b=pet, if x—b dx= Lo: (—sin P+icos®) ; 
bd 


la phase @ variant de 0 à x. Pendant le contournement la fonction 
(x) décroît d'abord, puis croît en module et devient à la fin du 
contournement égale à: 


C 1 


PO Van ae ANT 


h 
exp [+ (vnr F=Har+/3) : 
De sorte qu’on trouve la règle de correspondance suivante: 
x x 
C i in C 1 
——= exp {| pdx +i — —— exp {— dx 
V? AL +) Viri 2: L 
x>b x <b 


| . (50,2) 


1 Si l'on contourne de droite à gauche dans le demi-plan inférieur, 1 (x) 
croît d’abord, puis décroft en module et devient sur le demi-axe de gauche 
(p——x) une quantité exponentiellement petite qu'il serait illégitime de con- 
server « sur le fond » de la fonction (50,2) exponentiellement grande. Sur le secteur 
du contournement où Ÿ (x) est exponentiellement grande, du fait de l'imprécision 
de l'approximation quasi classique, on perd le terme ajouté exponentiellement 
petit, qui aurait pu, pour @ —x, devenir un terme exponentiellement grand, 
et qui est donc aussi perdu. 


14* 
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Soulignons que cette règle suppose une forme déterminée de fonc- 
tion d'onde (onde progressant vers la droite) dans le domaine 
classiquement permis et qu'elle doit précisément s'appliquer au 
passage de ce dernier domaine dans le domaine classiquement inac- 
cessible. 

Revenons à présent au calcul du coefficient de franchissement 
d'une barrière de potentiel. Soit la pAricols venant sur la barrière 
du domaine / de gauche à droite. Alors, dans le domaine //J der- 
rière on n'aurait qu’une onde ayant franchi la barrière et se diri- 
geant vers la droite; nous écrirons la fonction d'onde dans ce 
domaine sous la forme 


v= y/2 exp (£ [pd +7) (50,3) 
b 
u— p/m étant la vitesse des particules, D la densité du courant 


dans l'onde. D’après la règle (50,2), on trouve à présent la fonction 
d'onde dans le domaine // dans la barrière : 


= V an(t (ral) 
S VE sw —+ fr). (50,4) 


Enfin, appliquant la règle (47,5), on obtient dans le domaine / 
devant la barrière : 


p=2 V2 «xp (fioras) cos (4 fée —#). 


Cette fonction, si l’on y pose 


b 
D=exp (2 [ipiéx), (50,5) 


b 
fa 
a 


prend la forme 
x 
2 [l Tl 
v=cos( x [ras +3) = 


1 î û in 1 i ( ix 
Sy (Efpax +)+ ex (5 frar-5). 


Le premier terme dans cette fonction (se réduisant lorsque x —— 0 
à l’onde plane ÿ — erx/k) décrit l'onde incidente, et le second, 
l’onde réfléchie par la barrière. La normalisation choisie correspond 
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à une densité de courant égale à 1 dans l’onde incidente, de sorte 
que la quantité D—la densité du courant dans l'onde passée — 
coïncide avec le coefficient de franchissement de la barrière cherché. 
Soulignons que cette formule ne s'applique que si l'exposant de 
l’exponentielle est grand, si bien que D lui-même est petit:. 

Il était supposé dans ce qui précède que le champ U(x) satisfait 
à la condition de quasi-classicisme tout le long de la barrière 
(sauf le voisinage immédiat des points de rebroussement). Mais 
en fait, on a souvent affaire à des barrières où la courbe de l'énergie 
potentielle est si raide d’un côté que l’approximation quasi clas- 
sique ne s’applique plus. Le facteur exponentiel principal dans D 
est ici le même que dans (50,5), mais le facteur préexponentiel 
{égal à un dans (50,5)] est autre. Pour le calculer, il faut, en 
principe, trouver la fonction d'onde exacte dans la région non quasi 
classique, et, en conformité avec elle, déterminer la fonction d'onde 
quasi classique dans la barrière. 


Problèmes 


1. Déterminer le facteur de pénétration dans la barrière de potentiel de la 
fig. 14: U(x)=0 pour x < 0, U(x)=U5—Fx pour x > 0 ; se borner au calcul 
du facteur exponentiel ?. 

Solution. Un calcul simple donne le résultat: 


D = exp [-122 WE" | ë 


2. Trouver la probabilité d'évasion d’une particule (de moment nul) du puits 
de potentiel central symétrique: U(r)}=—U, pour r <ro U (=+ pour 


r > fo (fig. 15). 
Solution. Le problème central symétrique se réduit à un problème uni- 
dimensionnel, de sorte qu’on peut appliquer les formules déduites plus haut. 


On a: 
2 ] [TE À 
| -À \ m(e-s)e | 
Lo] 
Calculant l'intégrale, on trouve finalement : 


eV Eu EVE) )} 


1 À la petitesse exponentielle de D est lié le fait que les amplitudes des 
ondes incidente et réfléchie dans le domaine / sont les mêmes; la différence 
entre elles exponentiellement petite est perdue à l'approximation quasi clas- 
sique. 

3 Ce problème a été envisagé pour la première fois par G. A. Gamow (1928) 
et R. W. Gurney et E. U. Condor (1929) en relation avec la théorie de la 
désintégration & radioactive. 
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Dans le cas limite r, + 0 cette formule devient 


op (EVE) (2). 


Ces formules s Appliquer lorsque l’exposant est grand, savoir æ/fiuS 1. Comme 
il sæ doit, cette condition coïncide avec la condition (49,11) de quasi-classicisme 
du mouvement dans un champ coulombien. 


Ur) 


Y 


Fig. 14 Fig. 15 


3. Un champ U(x) est constitué de deux puits de potentiel symétriques 
(I et ZI, fig. 16) séparés par une barrière. Si la barrière était infranchissable 
pour la particule, il existerait des niveaux d'énergie correspondant au mouve- 
ment de la particule dans l’un ou l’autre puits séparément, identiques pour les 


Fig. 16 


deux puits. La possibilité de franchissement de la barrière aboutit au dédouble- 
ment de chacun de ces niveaux en deux niveaux voisins correspondant à des 
états tels que la particule se meut simultanément dans les deux puits. Déter- 
miner la grandeur du dédoublement énergétique (le champ U(x) est supposé 
quasi classique). 

Solution. Nous allons construire la solution approchée de l'équation de 
Schrôdinger dans le champ U(x), abstraction faite de la probabilité de fran- 
chissement de la barrière, à l'aide de la fonction d'onde quasi classique 1, (x) 
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décrivant le mouvement (avec une certaine énergie E,) dans un puits (soit 
le puits /), c'est-à-dire exponentiellement amortie des deux côtés des frontières 
de ce puits; la fonction (x) est supposée normalisée de telle façon 
que l'intégrale de 43 dans le domaine du puits / soit égale à l'unité. Lorsqu'on 
tient compte de la petite probabilité d'effet tunnel, le niveau E, se sépare en 
niveaux E, et E,. Les fonctions d'onde régulières de l’approximation zéro qui 
correspondent à ces niveaux sont des combinaisons symétrique et antisymétrique 
des fonctions %o (x) et Ÿo (— x) : 


hi G)= 7 (bo) + be (0 Vi) 7 


Dans le domaine du puits / la fonction 4, (— x) est négligeable devant 4, (x), 

et vice versa dans le puits //. De ce fait, le produit 14 (x) Ÿ% Le x) est par- 

tout négligeable, et les fonctions (1) sont normalisées de telle façon que les 

intégrales de leurs carrés dans les puits / et // sont égales à l'unité. 
Ecrivons les équations de Schrôdinger 


W0+ (EU) ÿn=0, 


[Po (x) — Po (— 2). (1) 


vi (EU) ÿ=0, 


multiplions la première par 1., la seconde par 4, retranchons membre à membre 
et intégrons sur dx de O à . Notant que pour x=0 on a p1= W 2, 
wi =0,et que 


on trouve: a 
2 L 
E1—Eo=— x Vo (0) bo (0). 


On trouve d'une manière analogue pour E,—ÆE, une expression semblable avec 
le signe contraire. Ainsi, 


oh? LA 
Es—E=— Ÿo (0) ÿo (0). 
A l'aide de la formule (47,1), C étant pris dans (48,3), on trouve 


1 
Ÿo (0) = V Br °%P + frere | 
0 


mL, 


vo (0) = ve (0) 
où = V2 (Ue—Ec)/m. De la sorte, 


BE À er + f le] «) 


(a est le point de rebroussement, correspondant à l'énergie Eç—voir fig. 16). 
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4. Déterminer la valeur exacte du facteur de pénétration D (non supposé 
petit) dans une barrière de potentiel parabolique U (x) —— kx?/2 
(E. C. Kemble, 1935) 1. 

Solution. Quels que soient k et E, le mouvement est quasi classique à 
des distances | x] suffisamment grandes, où 


p= Van{etq us) rs x Vmk+E Ve 


et l'expression asymptotique de la solution de l'équation de Schrôdinger est 
= const-Et {-"/s exp (+ iE2/2), 
où l'on a introduit les notations: 


(RE. 


Nous intéresse la solution qui pour x ++ ne contient que l'onde ayant 
franchi la barrière, c'est-à-dire se mouvant de gauche à droite Posons : 


p= BE'®-"/s exp (iE2/2) pour x, (1) 
p=(— DT Vrexp (— 43/2)+ A (— DT exp (89/2) pour x +— 0. (2) 


Le premier terme dans (2) représente l'onde incidente et le second l'onde 
réfléchie (la direction de la propagation de l'onde est celle pour laquelle sa 
phase croit). On peut établir le lien entre À et B en partant du fait que l’ex- 
pression asymptotique. de est vraie dans tout le domaine suffisamment éloigné 
du plan de la variable complexe E. Suivons les variations de la fonction (1) 
lorsqu'on décrit une demi-circonférence de grand rayon p dans le demi-plan 
supérieur de E : 


E=pel®, = pt (— sin 2p+i cos 29). 


œ variant de O à x. Après le contournement la fonction (1) se transforme en 
le second terme dans (2) de coefficient 


A= B (ein je "/s = jpe”"T; (3) 


sur le tronçon du chemin (x7/2 < q@ < x) où le module |exp(i£?/2)| est expo- 
nentiellement grand on perd la quantité exponentiellement petite qui devait 
donner le premier terme dans (2) 2. 

Pour la normalisation de l'onde incidente choisie dans (2), la condition de 
la conservation du nombre de particules a la forme : 


1[AP+I8P=1L. (4) 
De (3) et (4) on déduit le facteur de pénétration cherché 


= = 
D=IBP=T 


1 La solution de ce problème convient également au franchissement à 
proximité suffisante du sommet de n’importe quelle barrière U (x) de dépen- 
dance quadratique de x au voisinage du maximum. 

# Le contournement par le demi-plan inférieur pour déterminer À ne serait 
pas valable, étant donné que sur le tronçon de chemin (— x < q < —x7/2) con- 
tigü à son bord gauche (où vw est donné par la formule (2)) le terme avec 
exp (i£?/2) est exponentiellement petit devant celui contenant exp (— iE2?/2). 
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Cette formule est vraie pour tous les £. Si l'énergie est négative ct grande en 


valeur absolue, on obtient Dæe”%*!€l en conformité avec la formule (50,5). 
Lorsque E > 0, la quantité 


R=1—D—- 


[l 
Terre 
est le facteur de réflexion au-dessus de la barrière. 


$ 51. Calcul des éléments matriciels quasi classiques 


Le calcul direct des éléments matriciels d'une grandeur physique 
quelconque f à l'aide des fonctions d'onde quasi classiques pré- 
sente de grandes difficultés. Nous supposons que les énergies des 


& G 
Fig. 17 Fig. 18 


états dont on cherche l'élément matriciel de transition de l’un 
à l’autre ne sont pas voisines, de sorte que ce dernier ne se réduit 
pas à la composante de Fourier de f ($ 48). Les difficultés tiennent 
à ce que, vu le caractère exponentiel (avec un grand exposant imagi- 
naire) des fonctions d'onde, l'expression sous le signe d’intégration 
oscille rapidement. 

Nous envisagerons le cas unidimensionnel [mouvement dans le 
champ U(x)] et supposerons pour la simplicité que l'opérateur 
de f est simplement une fonction de la coordonnée x. Soient w, 
et w, les fonctions d'onde correspondant à certaines valeurs E, 
et E, de l'énergie de la particule (avec E, > E,, fig. 17); nous sup- 
poserons ,, w, choisies réelles. Nous devons calculer l'intégrale 


fa = À pafb, dx. (51,1) 


Conformément à (47,5), la fonction d’onde ÿ, dans les régions 
situées de part et d'autre du point de rebroussement x=a, (assez 
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x 
F5 [ri dx 
& 


x 
pour x > a,: te cos(+ | pér—#), 
1 
a 


loin de ce point) a la forme: 


pour x < a: DE XP (- 


(51,2) 


et d’une manière analogue pour 1, (en remplaçant l'indice 1 par 2). 

Mais le calcul de l'intégrale (51,1) en y substituant ces relations 
asymptotiques des fonctions d'onde aboutirait à un résultat erroné. 
Le fait est que, comme nous le verrons plus bas, cette intégrale 
est exponentiellement petite, alors que la fonction sous le signe 
d'intégration n'est pas elle-même une quantité petite. C'est pourquoi 
une variation même relativement petite de cette dernière fait varier 
l'ordre de grandeur de l'intégrale. On peut tourner cette difficulté 
comme suit. Mettons la fonction #, sous la forme 1,— wi +, 
développant le cosinus (dans la région x > a,) sous forme de somme 
de deux exponentielles. En vertu de (50,2), nous aurons 


os (+ frs ] 
(51,3) 


pour x> 0: = PE exp (à fade+ à +): 


our x <a: di = —"— 
P 2 LA 7 


la fonction 1; est complexe conjuguée de vf fs = (Ÿ;)*]. 

L'intégrale (51,1) se décompose également en la somme de deux 
intégrales complexes conjuguées, f,,=ff,+/f7, que nous allons 
calculer. Notons préalablement que l'intégrale 


+o 


= (vfot dx 


converge. En effet, il est vrai que la fonction #i croît exponen- 
tiellement dans la région des x <a,, mais, en revanche, dans le 
domaine des x < a, la fonction 1, décroît exponentiellement plus 
vite (puisqu'on a partout, dans la région x < a,, |p,| > |p,|). 

Nous considérerons que x est une variable complexe et nous 
déplacerons le chemin d'intégration de l’axe réel dans le demi-plan 
supérieur. Lorsque x reçoit un accroissement imaginaire positif, 
un terme croissant apparaît dans la fonction 4, (dans la région 
x > a,), mais, en revanche, #{ décroît plus vite, puisque, partout 
dans le domaine x > a,, on a p,> p,. C'est pourquoi l'expression 
sous le signe d'intégration décroît. 
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Le chemin d'intégration dévié ne passe plus par les points 
x=a,, a, de l'axe réel au voisinage desquels l’approximation quasi 
classique ne s'applique pas. Aussi peut-on remplacer sur le chemin 
tout entier les fonctions #, et 4? par leurs expressions asymptoti- 
ques dans le demi-plan supérieur. Telles sont les fonctions : 


Ci ss : 9m (U— E,.) 
= em 0 (à [V2 Ed), 
LR (51,4) 
pue eue ee NPA 
= nr (+ [VU Ejar), 


es radicaux étant déterminés de manière qu'ils soient positifs sur 
l'axe réel dans la région des x <a. 
Dans l'intégrale 


4, = CiCa exp (f V 2m(U —E,) dx— 
& 


4 V2m 


x 
L(ySntU—E dx) #0 
7 | V'2m(U Ejér) UE (O1:5) 


proposons-nous de déplacer le chemin d'intégration de manière 
à réduire le plus possible le facteur exponentiel. Les seuls extrema 
de l'exposant sont aux points où U(x)=o (lorsque E,ÆE, 
sa dérivée par rapport à x ne s’annule en aucun autre point). Aussi 
le déplacement du contour d'intégration dans le demi-plan supé- 
rieur n'est-il limité que par la nécessité de contourner les points 
singuliers de U(x) ; conformément à la théorie générale des équa- 
tions différentielles linéaires, ils coïncident avec les points sin- 
guliers des fonctions d'onde (x). Le choix concret du contour 
dépend de la forme concrète du champ U(x). Ainsi, si U(x) a dans 
le demi-plan supérieur un seul point singulier x= x,, on pourra 
intégrer sur un chemin du type indiqué sur la fig. 18. Le rôle 
principal dans l'intégrale est joué par le voisinage immédiat du 
point singulier, de sorte que l'élément matriciel cherché f,, = 2Refi, 
est pour l'essentiel proportionnel à l'expression exponentielle- 
ment petite, que l'on peut mettre sous la forme 


ZX Æ 
fs — exp (- + Im | f V2m(E,—U)dx =| V?m(E, —U &|) 
(51,6) 
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(L. Landau, 1932) :. On peut prendre pour limites inférieures des inté- 
grales n'importe quels points dans les régions classiquement accessi- 
bles; leur choix concret n'influe pas, évidemment, sur les parties 
imaginaires des intégrales. Si la fonction U(x) a plusieurs points 
singuliers dans le demi-plan supérieur, on pourra prendre en 
qualité de x, dans (51,6) celui pour lequel l’exposant est minimum 
en valeur absolue ?. 

Le calcul des éléments matriciels quasi classiques pour le mouve- 
ment dans un champ central symétrique s'effectue de la même 
manière. Toutefois, U(r) représentera à présent l’énergie potentielle 
efficace (la somme des énergies potentielle et centrifuge), et elle 
sera différente pour des états avec des / distincts. Ayant en vue 
les applications ultérieures de la méthode exposée, nous affecterons 
des indices 1 et 2 les énergies potentielles efficaces de deux états. 
Alors l’exposant du facteur exponentiel de l’expression sous le signe 
somme dans (51,5) aura un extremum non seulement aux points 
où U.(r) et U,(r) deviennent infinies, mais encore là où 


U,(r)—U, (r)=E,—E.. (51,7) 
Dès lors, dans la formule 


fs exp (— Im | l V?mt(E, —U;)dr— f V?mt(E, —U;) ar) 
(51,8) 


il conviendra d’avoir en vue parmi les valeurs concurrentes de r, non 
seulement les points singuliers de U,(r) et U,(r), mais encore les 
racines de l’équation (51,7). 

Le cas de la symétrie centrale se distingue encore par le fait 
que A sur dr dans (51,1) s'effectue de O (et non pas de 
— ©) à l’: 


Xifxa dr. 


fs = 


O8 


Sous ce rapport, il convient de distinguer deux cas. Si l'expression 
sous le signe somme est une fonction paire de r, on peut étendre 
formellement l'intégration à toute la région comprise entre —o 
et +00, de sorte qu’il n’y a rien de nouveau. Ce cas peut se presenter 


1 Le remplacement des fonctions d'onde par leurs eRron asymptoti- 
ques que nous avons effectué lors de la déduction de (51,5 et 6) est légitime, 
puisque l’ordre de grandeur de l'intégrale prise sur le contour représenté sur la 
ig. 18 est déterminé par l'ordre de grandeur de l'expression sous le signe d'in- 
tégration, et c'est pourquoi une variation relativement petite de celle-ci n'in- 
flue pas tant soit peu sur la valeur de l'intégrale. 

3 Nous supposons que f(x) elle-même n'a pas de points singuliers. 
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lorsque U,(r) et U,(r) sont des fonctions paires [U(—r)=U (r)]. 
Alors les fonctions d'onde X,(r) et X,(r) sont soit paires, soit im- 
paires (voir $ 21)',et s’il en est de même de f(r), le produit X,f%, 
peut être pair. 

Si l'expression sous le signe d'intégration n’est pas paire (ce 
qui a certainement lieu si U (r) n’est pas une fonction paire), on ne 
peut déplacer l'origine du chemin d'intégration du point r —0, et 
force est d'inclure r,—=0 au nombre des valeurs r, concurrentes 
dans (51,8). 


Problèmes 


1. Calculer les éléments matriciels quasi classiques (en se bornant au facteur 
exponentiel) dans le champ U—=Use-ax. 

Solution. U(x) ne devient infini que pour x_—,— ©. En conséquence, 
nous poserons dans (51,6) x9=— . On peut étendre l'intégration jusqu'à l'œ. 
Chacune des deux intégrales diverge à la limite — . Aussi les calculerons-nous 
re ie —x et +, puis nous passerons à la limite x — œ. On obtient 
en définitive 


bep [en], 


v= V 2E1lm, = V 2E4/m étant les vitesses de la particule à l'infini (x — wo), 
où le mouvement est libre. 


2. La même chose dans le champ coulombien U =<+ pour les transitions en- 


tre états avec 1—0. 

Solution. Le seul point seule de la fonction U (r) est le point r—0. 
L'intégrale correspondante a été calculée dans le problème 2 du $50. On trouve 
en définitive d’après la formule (51,8) 


& 52. Probabilité de transition dans le cas quasi classique 


Le franchissement d’une barrière de potentiel est un exemple 
de processus absolument impossible en mécanique classique. Dans 
le cas quasi classique la probabilité de processus de ce genre est 
exponentiellement petite. L'exposant correspondant de l'exponen- 
tielle peut être déterminé comme suit. 

Considérant la transition d’un système quelconque d'un état à 
un autre, nous résolvons les équations classiques du mouvement 
correspondantes et trouvons la «trajectoire», complexe, de la tran- 
sition, le processus étant irréalisable en mécanique classique. Notam- 
ment, est aussi complexe en général le «point de transition» q, 
où s’opère formellement la transition du système d’un état à l’autre ; 


1 Lorsque U(r) est paire, la fonction d'onde radiale R(r) est paire ou 
impaire en même temps que {, comme il résulte de son comportement pour lesr 
petits (alors que R = rt). 
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la position de ce point est déterminée par les lois classiques de 
conservation. Puis on calcule l'action S,(q,, q,)+S,(q. q.) pour 
le mouvement du système dans son premier état d’une certaine 
position initiale g, jusqu'au «point de transition» q,, puis dans le 
second état depuis g, jusqu’à la position finale g,. La probabilité 
du processus cherchée est alors donnée par la formule 


œ exp{—+ Im [Si (Qi, 0) + S: (Go al}. (52,1) 


Si la position du «point de transition» n'est pas univoque, on 
choisira celle minimisant en valeur absolue l’exposant dans (52,1) 
[mais, en même temps, il est bien entendu que cette valeur doit 
être suffisamment grande pour que la formule (52,1) s'applique] !. 

La formule (52,1) est conforme à la règle de calcul des éléments 
matriciels quasi classiques déduite au paragraphe précédent. Il con- 
vient toutefois de souligner qu'il serait erroné de calculer le coef- 
ficient préexponentiel dans la probabilité de transition de ce genre 
à l’aide du carré de l'élément matriciel correspondant. 

La méthode des trajectoires classiques complexes basée sur la 
formule (52,1) a un caractère général et s'applique aux transitions 
à un nombre quelconque de degrés de liberté (L. Landau, 1932). 
Si le point de transition est réel mais qu’il se trouve dans le do- 
maine classiquement inaccessible, alors (dans le cas le plus simple 
unidimensionnel) la formule (52,1) coïncide avec l'expression (50,5) 
pour la probabilité de franchissement de la barrière de potentiel. 


Réflexion au-dessus de la barrière 


Appliquons (52,1) au problème unidimensionnel de la réflexion 
au-dessus de la barrière—de la réflexion d’une particule d'énergie 
supérieure à la hauteur de la barrière. Dans ce cas, on entendra 
par g, la coordonnée complexe x, du «point d'arrêt», où 
la particule rebrousse chemin, c'est-à-dire la racine complexe de 
l'équation U(x)=EÆE. Montrons de quelle manière on peut alors 
calculer le facteur de réflexion avec une grande précision, en même 
temps que le coefficient préexponentiel. 

Nous devons de nouveau (ainsi qu’au $ 50) établir une corres- 
pondance entre les fonctions d'onde loin à droite (onde transmise) 
et loin à gauche de la barrière (onde incidente+ onde réfléchie). 
C'est facile à faire par un procédé analogue à celui mis déjà en 
œuvre aux $$ 47, 50 en considérant ÿ comme une fonction de la 
variable complexe x. 


1 Si l'énergie potentielle du système a elle-mème des points singuliers, ces 
points doivent être aussi du nombre des valeurs concurrentes q4. 
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Ecrivons l’onde transmise sous la forme 


1 i 
Ÿ+ VD exp($ |? àx) 
x: 

(x, étant un point quelconque de l’axe réel) et suivons ses variations 
lorsqu'on décrit dans le demi-plan supérieur un chemin C contour- 
nant (assez loin) le point de rebroussement x, (fig. 19), le dernier 
tronçon de ce chemin doit aboutir tout entier assez loin à gauche 
pour que, sur ce tronçon, l'erreur sur la fonction d'onde approchée 
(quasi classique) de l’onde incidente soit inférieure à la petite 
quantité _ cherchée. Le contournement du point x, entraîne le 
changement du signe du radical WE—U (x), et lorsqu'on revient 
sur l’axe réel, la fonction , se transforme en l'onde 1_ se pro- 
pageant à gauche, savoir l’onde réfléchie !. Les amplitudes des ondes 
incidente et transmise pouvant être tenues pour égales, le facteur 
deréflexion R cherché est donné simplement par le rapport des carrés 
des modules de - et %, : 


R=|à= eee) (52,2) 
C 


Une fois cette formule déduite, on peut arbitrairement déformer 
le chemin d'intégration dans l'exponentielle. Si on le réduit au 


Î 


Z 
Fig. 19 


chemin C”’ représenté sur la fig. 19, alors l’intégrale est le double 
de l'intégrale sur le chemin menant de x,, à x,, et on obtient : 


R=e-totn sh, g(x, x) = 1m \ p(x dx: (52,3) 
puisque p(x) est réelle sur tout l’axe réel, le choix de x, est ines- 
sentiel. Notons que le coefficient préexponentiel dans (52,3) est égal 
a un (V. Pokrovski, S. Savvinykh, F. Ulinitch, 1958)°. 


! Le contournement par un chemin passant sous le point x, (par exemple, 
DRent confondu avec l'axe réel) transformerait la fonction Ÿ, en une onde 
incidente. 

2 Cette déduction sous la forme ici exposée est due à L. Landau (1961). 
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Comme il a été dit, de toutes les valeurs possibles de x, seule 
doit être retenue celle qui minimise la valeur absolue de l’exposant 
dans (52,3) (cette valeur devant être, par ailleurs, suffisamment 
grande par rapport à l'unité)’. I] est aussi entendu que si l’éner- 
gie potentielle U(x) elle-même a des points singuliers dans le de- 
mi-plan supérieur, l’intégrale &(x,, x,) a des valeurs plus grandes 
pour ceux-ci [sinon, c'est précisément un tel point qui détermine 
la valeur de l'exposant, mais le coefficient préexponentiel n'est 
plus le même que dans (52,3)]. Cette dernière condition est certai- 
nement violée lorsque l'énergie E croît si U(x) devient infinie en 
un point quelconque du demi-plan supérieur : à un certain instant, 
alors que le point x,, où U=E, s'est si ra RProCRE du point x, 
où U =, que tous deux apportent une contribution comparable au 
facteur de réflexion (l'intégrale o(x., x,)— 1) et la formule (52,3) 
ne s'applique plus. Dans le cas limite où l’énergie E est si grande 
que ladite intégrale est petite en comparaison de l'unité, la théorie 
des perturbations peut être mise en œuvre (voir prob. 2)?. 


Problèmes 


1. A l'approximation quasi classique et à la précision exponentielle, 
trouver la probabilité de désintégration d'un deuton lors de la collision avec 
un noyau lourd assimilé à un centre fixe de champ coulombien (E. Lifchitz, 
1939). 

Solution. L'apport le plus important à la probabilité de la réaction 
provient des collisions à moment orbital nul. A l'approximation quasi classique, 
ce sont des collisions € frontales », où le mouvement des particules se réduit au 
cas unidimensionnel. . 

Soient E l'énergie du deuton mesurée en unités e (l'énergie de liaison du 
proton et de son neutron), E, et E, les énergies du neutron et du proton libé- 
rés (dans les mêmes unités). Introduisons de même la coordonnée sans dimen- 
sions g9—=r/(Ze?/e) (Ze est la charge du noyau), et notons q, sa valeur (en géné- 
ral complexe) au «point de transition », c'est-a-dire à l'cinstant de désintégra- 
tion» du deuton. Mettons E,, E,, E sous la forme 


2 2 1 1 : 
En ge Ent Est (1) 


Unr VY, Va étant les « vitesses» des particules à l'instant de désintégration mesu- 


rées en unités W e/m (m est la masse du nucléon): v, est réelle et coïncide 
avec la vitesse du neutron libéré, v, et vy sont complexes. Les conditions de 


1 Bien entendu, seuls seront considérés les points x, pour lesquels u > 0, 
savoir les points @u demi-plan supérieur. 

? Un cas intermédiaire a été étudié par V. Pokrovsky et !. Khalatnikov 
(Journal de physique expérimentale et théorique, 40, 1713, 1961). 
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conservation de l'énergie et de l'impulsion au point de transition donnent 


Ep+£En=E—1, vp+vn= 204, (2) 
d'où 
vp=2i+0m Va=i+ Un EI ui + in. 
0 


L'action du système avant la transition correspond au mouvement du deuton 
dans le champ du noyau avant le point de désintégration ; sa partie imaginaire : 


=24 V = Im {arc 2 Arch VaË} : (3) 


Après la transition, l'action correspond au mouvement du neutron et du proton 
depuis le point de désintégration : 


InSy=28 / 1m Jrut( Vite al- 


= Ze? _. Im { — Uno —Vho + V F Arch Y QE» } : @ 


D'après (52.1), on a la probabilité du processus : 


ep {-2V Tin V2 ar VaEs 7 Arch Vse]}. (5) 


En conformité avec l'origine du premier et du second Arch entre crochets 
dans les expressions (4) et (3), les signes de leurs parties imaginaires doivent 
coïncider respectivement avec ceux de Imvwo,et Imug (les signes de ces 
dernières dans la solution des équations (2) Sont choisis de façon à obtenir 

En raison du caractère exponentiel de la dépendance de w par rapport à £,, 
la propane totale de désintégration (avec toutes les valeurs de E, et E, = 
—=É—]—E£,) est déterminée par la valeur minimum (absolue) de l'exposan£ de 
l’exponentielle en tant que fonction de £,. L'analyse montre que cette valeur 
est atteinte pour E, —0. Alors g=1/(E+ 1), et on déduit de (5): 


mer VE(V Eee VE 
pue VE]. 


15-50 
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La condition d'application de cette formule est que l'exposant de l’exponentielle 
soit grand (devant l'unité), 

lculant la partie imaginaire de l'action S=S;+S, pour les valeurs non 
nulles de E,, on peut trouver la distribution en énergies des particules libérées. 
Au voisinage de la valeur E,—=0 on a1: 


Im S(E,)— Im S (0) & E, (ÉE )e =0* 


Le calcul de la dérivée donne: 
du 2Ze2 m 3—E 
7 ah teur 2 A ré + 


arccos 


he El} 
V2ŒE— 1 E+1 


2. Déterminer le facteur de réflexion au-dessus de la barrière pour des éner- 
gies de la particule telles que la théorie des perturbations s'applique. 

La solution s'obtient à l'aide de la formule (43,1) où les fonctions 
d'onde initiale et finale sont des ondes planes ps en sens inverses et 
normalisées respectivement à la densité SE M e courant et à la fonction 6 de 
l'impulsion divisée par 2xh. Alors dv=dp'/2xh, p' étant l'impulsion après la ré- 
flexion. Effectuant dans (43,1) l'intégration sur dp’ (en tenant compte de la pré- 
sence de la fonction 6), il vient : 


Rp | f U'(me#Palha | (1) 


Cette formule est vraie lorsque la condition d’application de la théorie des per- 
turbations est vérifiée: Ua/hvu< 1, a étant la largeur de la barrière (voir le 
nota de la page 190) et si concurremment pa/h& 1. Cette dernière condition 
assure le caractère non exponentiel de la dépendance Rp): dans le cas 
coma la question de l'application de la formule (1) exige une étude plus 
poussée. 
3. Déterminer le facteur de réflexion au-dessus d’une barrière quasi classique 
dans le cas où la fonction U(x) pour x=x, possède un point anguleux. 

Solution. Si la fonction U(x) présente une singularité quelconque pour 
x réel, le facteur de réflexion est déterminé pour l'essentiel par le champ au 
voisinage de ce point, et pour le calculer on peut formellement appliquer la 
théorie des perturbations, sans que sa condition d'application soit forcément 
observée pour tous les x; il suffit que la condition de quasi-classicisme soit 
vérifiée. Nous aboutissons alors à la formule (1) du problème 2, à cela: près 
qu'on doit y avoir au lieu de l'impulsion de la particule incidente la valeur de 
la fonction p (x) au point x=x.. 

Prenant en l'occurrence le point anguleux pour point x=0, on a dans son 
voisinage : 


U—=—F;x pour x >0, U—=—F,x pour x <0 
1 Pour E,=0 la fonction ImS(E,) a un point anguleux, à partir duquel 


elle croît des deux côtés, des E, positives et négatives (les valeurs E, < 0 cor- 
respondraient à la capture du neutron par le noyau). 
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avec des F, et FA différents. On intègre sur dx en introduisant dans l’expres- 
sion sous le signe somme le facteur amortissant e+hx (puis on fait À +0). On 
obtient en définitive 

mh? 


R=-7— 
16p$ 


(Fa—Fi}, 
où po =p (0). 


$ 53. Transitions sous l'influence 
de perturbations adiabatiques 


Nous avons déjà mentionné au $ 41 qu’à la limite où les varia- 
tions de la perturbation sont arbitrairement lentes dans le temps, 
la probabilité de transition du système d’un état dans un autre tend 
vers zéro. Considérons à présent cette question au point de vue 
quantitatif, calculant la probabilité de transition sous l'influence 
use perturbation lentement variable (adiabatique) (L. Landau, 

61). 

Supposons l'hamiltonien du système une fonction lentement 
variable dans le temps, tendant vers des limites déterminées lorsque 
{—+ +oo. Soient encore %,(q, t) et E,(é£) les fonctions et valeurs 
propres de l'énergie (dépendant du temps en tant que paramètre), obte- 
nues en résolvant l'équation de Schrôdinger H(f)Ÿ,=E£,%, ; eu 
égard au caractère adiabatique de la variation temporelle de #, les 
dépendances de E, et +, du temps sont également lentes. Le problème 
posé consiste à déterminer la probabilité w,, de trouver le sys- 
tème dans un certain état 4, lorsque {—++ 00, sachant qu'il se 
trouvait dans un état w#, lorsque £ —+— 00. 

La lenteur de la perturbation entraîne la longue durée du « pro- 
cessus de transition», et c'est pourquoi la variation de l’action en 
ce laps de temps [ donnée par l'intégrale— E(t)dt] est grande. 


En ce sens, le problème posé a un caractère quasi classique, et dans 
la détermination de la probabilité de transition cherchée un rôle 
majeur incombe aux valeurs {=1, telles que 


Ei (&o)= Es (to), (53,1) 


et correspondant en quelque sorte à l’«instant de la transition» 
en mécanique classique (comp. $ 52); en réalité, il va sans dire 
qu'une telle transition est classiquement impossible, ce qui se traduit 
par le fait que les racines de l’équation (53,1) sont complexes. 
Ceci étant, force est d'étudier les propriétés des solutions de l'équa- 
tion de Schrôdinger pour des valeurs complexes du paramètre { 
dans le voisinage du point {=#f, où deux valeurs propres de l'énergie 
deviennent égales. 

Comme nous le verrons, au voisinage de ce point les fonctions 
propres q,, ®, dépendent fortement du temps. Pour déterminer cette 


1° 
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dépendance, introduisons préalablement leurs combinaisons linéaires 
(désignons-les par æ,, 9.) satisfaisant aux conditions : 


Vetda = Tpdg=0,  [opdg=1. (53.2) 


On peut toujours y arriver par un choix approprié des coefficients 
complexes (fonctions de f). Les fonctions y,, y, n'ont plus de sin- 
gularité pour #=1,. 

Nous allons chercher maintenant les fonctions propres sous forme 
de combinaisons linéaires 


Ÿ = Pr + AP (53,3) 


On aura alors en vue que, le «temps» # étant complexe, l'opéra- 
teur À (t) [de la forme (17, 4)] coïncide comme auparavant avec son 
transposé (H= H), mais n'est plus hermitique (À H”*), puisque 
l'énergie potentielle U(f)=£ U(t}*. 

Substituons (53,3) dans l'équation de Schrôdinger et, l'ayant 
multipliée à gauche d’abord par @q,, puis par ,, intégrons sur dg. 
Introduisant la notation: 


Ha(t)= php da, (53,4) 


et tenant compte que H,,=H,, en vertu de la propriété mentionnée 
de l'hamiltonien, on obtient le système d'équations : 


Hua + H,0, = Ea,, 


53,5 
His + Ha, = Eau. js. 
Ce système est résoluble si l’on a (H,,—E) = H,,H.,, les racines 
de cette équation déterminant les valeurs propres de l'é- 
nergie : 


E=hH;,+ L HiHise (53,6) 
Après quoi, (53,5) donne : 
a Hn 
a + VE. (53,7) 


Comme il résulte de (53,6), pour qu’au point {= {, deux valeurs 
propres coïncident, il faut que Æ,, ou H,, s ‘annule’ en ce point, 
soit, par exemple, H,,. L’annulation de la fonction en un point 
régulier est, en général, proportionnelle à {—{,. Par conséquent, 


E(t)—E(t)=+const.Vi—£,, (53,8) 
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c'est-à-dire que E(f) a au point {={, un point de branchement. 
On a aussi alors a, —W£—t,, de sorte qu'on a au point t=1, une 
seule fonction propre coïncidant avec ®.. 

Nous voyons à présent que le problème posé est formellement 
tout à fait analogue à celui de la réflexion au-dessus d'une barrière 
examiné au $ 52. Nous avons affaire à une fonction d'onde W(f) 
«quasi classique» dans le temps (au lieu de la fonction quasi clas- 
sique relativement à la coordonnée du $ 52), et l'on demande de 
déterminer le terme de Ja forme c,ÿ exp (—iE,t/h) dans la fonction 
d'onde lorsque £ —+ + ©, sachant qu'on avait pour { —— 00 Y ({) = 
= Y, exp(—iE,;t/h) (comme pour le problème de la détermination de 
l'onde réfléchie pour x—»— en fonction de l’onde transmise pour 
X—+ oo); la probabilité de transition cherchée est w,, =|c, |’. Alors 
l’action S =—{ E(t)dt s'exprime par une intégrale par rapport 
au temps d’une fonction ayant des points de branchement complexes 

de même qu'avait des points de branchement complexes la fonction 
p(x) dans l’intégrale \ pdx) . Dès lors, le problème envisagé se 
résout en décrivant un contour dans le plan de la variable complexe # 
(des grandes valeurs négatives aux grandes valeurs positives), exacte- 
ment comme on l’a fait au $ 52 dans le plan de la variable com- 
plexe x, si bien qu’on n’a pas à refaire ce raisonnement. 

Nous supposerons que sur l’axe réel E, > E, ; alors le contourne- 
ment devra s'effectuer dans le demi-plan supérieur de la variable 
complexe £ (le rapport exp(—iE£,t/h)/exp(—iE;t/h) croissant lors- 
qu’on dévie le chemin dans cette region). Finalement, on obtient 
la formule [analogue à (52,2)] : 

du = exp(+ Im ( E(Hdt), (53,9) 
Linie étant prise sur le contour de la fig. 19 (de gauche à 
roite). 

Sur la branche gauche de ce contour E=—E,, et sur la branche 
droite E—E,. Ceci étant, on peut recopier (53,9) sous la forme 


e 


W,, = EXP (- 21m ( Ou (6) at) : (53,10) 


ta 
avec w, =(E,—E,)/h, t, étant un point arbitraire de l'axe réel 
t, et f, celle des racines de l'équation (53,1) situées dans le demi-plan 
supérieur minimisant la valeur absolue de l’exposant de l’exponen- 
tielle dans (53,10) :. En outre, concurremment à la transition directe 
de l'état / à l'état 2, on peut avoir des «chemins de transition» 
par différents états intermédiaires, dont les probabilités sont don- 


1 Parmi les valeurs concurrentes f, on retiendra aussi les points où £ (f) devient 
infinie [mais pour ces points le coefficient préexponentiel dans (53,9) serait autre]. 
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nées par des formules analogues. Ainsi, pour la transition par le 
«chemin» {—+3—+2, l'intégrale dans (53,10) est remplacée par la 
somme des intégrales 

{SD 123 


[osthdt+ À os(dt, 


dont les limites supérieures sont les «points d'intersection» des 
termes correspondants E,(t), E;(t) et E,(t), E; (ft); on arrive à ce 
résultat en décrivant un contour embrassant ces deux points com- 
plexes!. 


1 Le cas des états intermédiaires relatifs au spectre continu exige une étude 
particulière. 


CHAPITRE VIII 
SPIN 


& 54. Spin 


En mécanique classique aussi bien qu'en mécanique quantique, 
la loi de conservation du moment est due à l’isotropie de l’espace 
par rapport à un système clos. Déjà en ceci se manifeste le lien 
du moment avec les propriétés de symétrie par rapport aux rota- 
tions. Or, en mécanique quantique ce lien prend un sens particulié- 
rement profond étant en fait le principal contenu de la notion de 
moment, d'autant plus que la définition classique du moment 
d’une particule en tant que produit rXp perd ici son sens immé- 
diat du fait que le rayon vecteur et impulsion ne sont pas simul- 
tanément mesurables. 

Nous avons vu au $ 28 que la donnée des valeurs de / et m 
détermine la dépendance angulaire de la fonction d'onde d'une 
particule, et partant toutes ses propriétés de symétrie par rapport 
aux rotations. Sous la forme la plus générale, la formulation de 
ces propriétés se réduit à l'indication de la loi de transformation 
des fonctions d'onde dans les rotations du système de coordonnées. 

La fonction d'onde ; d'un système de particules (les valeurs 
du moment L et de sa projection M étant données) ne reste inva- 
riable: que dans la rotation du système de coordonnées autour de 
l'axe des z. Toute rotation affectant la direction de l'axe des z a 
pour résultat que la projection du moment sur cet axe n’a plus 
une valeur déterminée. Cela signifie que dans les nouveaux axes 
de coordonnées la fonction d’onde se transforme, en général, en la 
superposition (la combinaison linéaire) de 2L+1 fonctions corres- 
pondant aux diverses valeurs possibles de M (pour L donné). Il 
est loisible de dire que dans les rotations du système de coordon- 
nées les 2L+ 1 fonctions ÿ;» se transforment entre elles?. La loi 


1 A un facteur de phase inessentiel près, 

3 En termes mathématiques, ces fonctions réalisent les représentations irré- 
ductibles du groupe des rotations. Le nombre des fonctions qui se transforment 
entre elles est la dimension de la représentation. et on suppose que ce nombre 
ne peut être réduit par aucun choix d'autres combinaisons linéaires quelconques 
de ces fonctions. 
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de cette transformation, c’est-à-dire les coefficients de la superpo- 
sition (en tant que fonctions des angles de rotation des axes de 
coordonnées), est complètement déterminée par la donnée de la va- 
leur de L. De sorte que le moment acquiert le sens d’un nombre 
quantique classant les états d'un système d’après leurs propriétés 
de transformation par rapport aux rotations du système de coordon- 
nées. Cet aspect de la notion de moment en mécanique quantique 
est particulièrement essentiel du fait qu’il n'est pas directement 
lié à la dépendance explicite des fonctions d’onde par rapport aux 
angles; la loi de leur transformation l’une par l’autre peut être 
formulée par elle-même, sans être rapportée à cette dépendance. 

Envisageons une particule complexe (disons un noyau atomique) 
au repos comme un tout et se trouvant dans un certain état interne. 
Outre l’énergie interne déterminée, elle possède aussi un moment 
L déterminé de par sa grandeur, lié au mouvement des particules 
dans la particule elle-même; ce moment peut encore avoir 2L+1 
différentes orientations dans l’espace. En d’autres termes, lorsqu'on 
envisage le mouvement d’une particule complexe considérée comme 
un tout, on doit, outre ses coordonnées, lui attribuer encore une 
variable discrête—la projection de son moment intrinsèque sur une 
certaine direction choisie dans l’espace. 

Or, dans le sens attribué ci-dessus à la notion de moment, la 
question de son origine devient inessentielle, et nous sommes tout 
naturellement conduits au concept de moment « intrinsèque », lequel 
doit étre attribué à une particule indépendamment du fait qu'elle 
soit «complexe» ou «élémentaire». 

Ainsi donc, en mécanique quantique on doit attribuer à une 
particule élémentaire un certain moment «intrinsèque» non lié à 
son mouvement dans l'espace. Cette propriété des particules élé- 
mentaires est foncièrement quantique (elle disparaît à la limite 
h—+0) et ne saurait donc admettre une interprétation classique. 
Le moment intrinsèque d’une particule s'appelle son spin, à la 
différence du moment résultant de son mouvement dans l'espace, 
appelé moment orbital?. 11 peut alors être question aussi bien d'une 
particule élémentaire que d'une particule complexe, mais se com- 
portant en l'occurrence comme une particule élémentaire (le noyau 
de l’atome, par exemple). Nous désignerons par s le spin d’une 
particule (mesuré, ainsi que le moment orbital, dans les unités #). 

” Pour les particules douées de spin, la description de l’état à 
l’aide de la fonction d'onde doit déterminer non seulement les 


1 Notamment, il serait absolument dénué de sens de se représenter’ le mo- 
ment «intrinsèque » d’une particule élémentaire comme le résultat de la rota- 
tion «autour de son axe». 

3 L'idée physique de la présence pour l'électron d’un moment intrinsèque 
a été émise par G. Uhlenbeck et S. Goudsmit en 1925. En mécanique quantique 
le spin a été introduit par W. Pauli en 1927. 
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probabilités de ses différentes positions dans l’espace, mais aussi 
les probabilités des différentes orientations possibles de son spin. 
En d’autres termes, la fonction d'onde doit dépendre non seulement 
des trois variables continues que sont les coordonnées de la parti- 
cule, mais encore d’une variable discrète de spin indiquant la valeur 
de la projection du spin sur une certaine direction choisie dans 
l'espace (axe des z) et parcourant un nombre limité de valeurs 
discrètes (notées o dans la suite). 

Soit p(x, y, z; o) une telle fonction d'onde. En fait, elle re- 
présente un ensemble de plusieurs fonctions des coordonnées qui 
correspondent aux diverses valeurs de o; nous dirons de ces fonc- 
tions que ce sont les composantes de spin de la fonction d'onde. 
Alors, l'intégrale 


[lb y, 2: o)Pd 


donne la probabilité pour la particule d’avoir une valeur déter- 
minée de ©. En ce qui concerne la probabilité pour la particule de 
se trouver dans un élément de volume dV, avec une valeur arbi- 
traire de ©, elle vaut 


aVEIV Ge y & of. 


Appliqué à la fonction d'onde, l'opérateur de spin agit préci- 
sément sur la variable ©. En d’autres termes, il transforme de 
quelque manière entre elles les composantes de la fonction d'onde. 
La forme de cet opérateur sera établie dans la suite. Mais, d'ores 
et déjà, par des considérations générales, on peut aisément s'assu- 
rer que les opérateurs Se Sp $, satisfont aux mêmes conditions de 
commutation que les opérateurs de moment orbital. 

L'opérateur du moment coïncide, pour l'essentiel, avec l’opéra- 
teur de rotation infiniment petite. Déduisant au $ 26 l'expression 
de l'opérateur de moment orbital, nous considérions le résultat de 
l'application de l’opération rotation à une fonction des coordon- 
nées. Dans le cas du moment de spin une telle déduction perd son 
sens, l'opérateur de spin agissant sur la variable de spin, et non 
pas sur les coordonnées, Dès lors, déduisant les relations de com- 
mutation cherchées, nous devons considérer l'opération de rotation 
infinitésimale sous sa forme générale, en tant que rotation du sys- 
tème de coordonnées. Effectuant successivement des rotations in- 
finitésimales autour de l’axe des x puis de l’axe des y, et vice versa, 
il est facile de voir, par un calcul direct, que la différence entre 
les résultats de ces deux opérations est équivalente à une rotation 
infinitésimale autour de l’axe des z (d’un angle égal au produit des 
angles de rotation autour des axes des x et des y). Nous ne refe- 
rons pas ces calculs redonnant les relations de commutation ordi- 
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naires entre opérateurs des composantes du moment cinétique, qui 
doivent donc avoir lieu pour les opérateurs de spin: 


{SnSh=ise Sn Sh=is, 5 Sy}=is, (54,1) 


avec toutes les conséquences physiques qui en découlent. 

Les relations de commutation (54,1) permettent en outre de 
déterminer les valeurs possibles des composantes du spin et sa valeur 
absolue. Toute la déduction du $ 27 (formules 27,7-9) s'appuyait 
seulement sur des relations de commutation, aussi subsiste-t-elle 
intégralement ici; il suffira simplement de remplacer dans ces 
formules L par s. Il résulte des formules (27,7) que les valeurs 
propres de la projection du spin forment une suite de nombres de 
raison 1. Mais nous ne pouvons plus à présent affirmer que ces 
valeurs doivent être entières, comme l’étaient les projections L, du 
moment orbital [la déduction de début du $ 27 ne saurait s’appli- 
quer ici, car elle s’appuie sur l’expression (26,14) de l'opérateur L,, 
spécifique du moment orbital]. 

Puis, la suite des valeurs propres s, est bornée supérieurement 
et inférieurement par deux nombres de même valeur absolue que 
nous désignerons par s. La différence 2s des valeurs extrêmes de 
s, doit être un entier ou zéro. Par conséquent, le nombre s peut 
prendre les valeurs 0, 1/2, 1, 3/2, ... 

Ainsi, les valeurs propres du carré du spin valent: 


s'—s(s+1), (54,2) 


s pouvant être ou bien un entier (zéro compris), ou bien un nombre 
demi-entier. Pour s donné, la composante s, du spin peut parcourir 
les valeurs s, s—1, ..., —s, en tout 2s+ 1 valeurs. En conséquence, 
la fonction d'onde d’une particule de spin s doit elle aussi avoir 
2s+ 1 composantes1. 

L'expérience prouve que la plupart des particules élémentaires : 
électrons, positrons, protons, neutrons, mésons y et tous les hypérons 
(A, Z, Æ), sont douées de spin 1/2. En outre, il existe des parti- 
cules élémentaires: mésons x et mésons K, douées de spin 0. 

Le moment cinétique total d’une particule est la somme de son 
moment orbital 1 et de son spin s. Il est bien entendu que leurs 
opérateurs, agissant sur des fonctions de variables tout à fait dif- 
férentes, commutent entre eux. 

Les valeurs propres du moment total 


j=1+s (54,3) 


1 s étant pour chaque genre de particules un nombre donné, au passage li- 
mite à la mécanique classique (h — 0) le moment de spin hss’annule. Ce rai- 
sonnement est dénué de sens pour le moment orbital, { pouvant avoir des va- 
leurs arbitraires. On passe à la mécanique classique en faisant tendre simulta- 
nément À vers zéro et { vers l'infini de sorte que le produit Al reste fini. 
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sont données par la même règle de « modèle vectoriel » que pour la som- 
me des moments orbitaux de deux différentes particules ($ 31). A sa- 
voir, { et s étant donnés, le moment total peut prendre les valeurs 
1+s, [+Hs—1, ..., [[—s|]. Ainsi, dans le cas de l'électron (spin 
1/2), lorsque le moment orbital { n’est pas nul, le moment total 
peut avoir les valeurs j=læ+ 1/2; si 1—0 le moment j ne peut 
prendre que la valeur j = 1/2. 

L'opérateur de moment total J d’un système de particules est 
égal à la somme des opérateurs de moments j de chacune d'elles, de 
sorte que ses valeurs sont données de nouveau par les règles du 
modèle vectoriel. Le moment J peut être mis sous la forme: 


J=L+S, L=ÙDI, S=ŸÙs,, (54,4) 


S pouvant être appelé spin total et L moment orbital total du sys- 
tème. 

Notons que si le spin total du système est demi-entier (ou entier), 
il en sera de même du moment total, puisque le moment orbital 
est toujours entier. Notamment, si le système est constitué d’un 
nombre pair de particules identiques, son spin total est certainement 
entier, et donc son moment total aussi. 

Les opérateurs du moment total d’une particule j (ou d’un sys- 
tème de particules J) satisfont aux mêmes règles de commutation 
que les opérateurs de moment orbital ou de spin, puisque ce sont 
là des règles générales, vraies pour n’importe quel moment de quan- 
tité de mouvement. Les formules (27,13), découlant des règles de 
commutation, pour les éléments matriciels du moment sont aussi 
vraies pour n’importe quel moment, si l’on détermine les éléments 
matriciels relativement aux fonctions propres de ce même moment. 
Restent aussi vraies (après changement adéquat des notations) les 
formules (29,7 à 10) pour les éléments matriciels de grandeurs 
vectorielles arbitraires. 


Problème 


Une paul de spin 1/2 se trouve dans un état de valeur déterminée 
sz=1,2. Trouver les probabilités des valeurs possibles de la projection du spin 
sur un axe z’ faisant un angle 0 avec l'axe des z. 

, Solution. Le vecteur moyen du spin s est évidemment dirigé suivant 
l'axe des z et sa grandeur est 1/2. Le projetant sur l'axe z’, on trouve que la 
valeur moyenne du spin dans la direction 2’ est Sz»—=1/,c0s 6. Par ailleurs, 


on a Sz,—1/,(w, —w_), w + étant les probabilités des valeurs sz°= + 1/2. 
Prenant aussi en considération que æ, +w_ —1, on trouve: 


w4 = cos? (8/2), w_ — sin? (0/2), 
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$ 55. Opérateur du spin 


Dans ce chapitre, nous ne nous intéresserons pas à la dépendance 
des fonctions d'onde par rapport aux coordonnées. Parlant, par 
exemple, du comportement des fonctions (x, y, z; o) lors de la 
rotation du système de coordonnées, on pourra supposer que la 
particule se trouve à l'origine, de sorte que ses coordonnées dans 
une telle rotation restent inchangées, et les résultats déduits carac- 
tériseront précisément le comportement de la fonction d’onde # par 
rapport à la variable de spin oc. 

La variable © se distingue des variables usuelles (des coordon- 
nées) par le fait qu'elle est discrète. Nous écrirons la forme la plus 
générale de l'opérateur linéaire agissant sur les fonctions de la 
variable discrète o sous la forme 

(F%) (0) = 2 Foch (o'), (55,1) 
les foo étant des constantes; nous avons mis } entre parenthèses 
pour souligner que la variable de spin qui fait suite se rapporte 
non pas à la fonction initiale , mais à la fonction qui apparaît 
sous l’action de }. Il est facile de voir que les quantités fs: coïn- 
cident avec les éléments de matrice de l'opérateur définis par la 
règle usuelle (11,5):. 

L'intégration sur les coordonnées dans la définition (11,5) est à 
présent remplacée par une sommation sur la variable discrète, de 
sorte que la définition de l'élément de matrice prend la forme 


fose, = 2 Vo, (0) [Âbo, (0)]. (65,2) 


Ici %Ÿo, (0) et %Ÿ, (0) sont les fonctions propres de l'opérateur $, qui 
correspondent aux valeurs propres s,=0, et s,—=0,; chacune de 
ces fonctions correspond à un état où la particule a une valeur 
déterminée de s,, c’est-à-dire que de toutes les composantes de la 
fonction d’onde une seule est non nulle:: 


Vo, (0) = O0, Vo, (8) = 600. (55,3) 
D'après (55,1), on a 


(Fo) (o)= 2 Fos”Ÿo, (0°) = 2 Foo’0a'0, = oo, 


1 Notons qu'’alors les indices des éléments de matrice au second membre 
de (55,1) sont écrits dans un ordre en quelque sens inverse de l'ordre dans (11,11). 
3 On devrait écrire plus exactement 


Yo, (0) =% (x. ÿ 2) 60,9; 
on a omis dans (55,3) les facteurs de coordonnées ici inessentiels. 


Soulignons une fois de plus la nécessité de distinguer la valeur propre don- 
née 5, (01 ou O2) de la variable indépendante 0. 
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et après substitution dans (55,2), la dernière égalité est automati- 
quement vérifiée, ce qui démontre notre assertion. 

Ainsi donc, les opérateurs agissant sur les fonctions de © peu- 
vent être mis sous la forme de matrices à (2s+ 1) lignes. Ceci 
concerne notamment l'opérateur de spin, dont l’action sur la 
fonction d'onde s'exprime, en vertu de (55,1), par la formule 


(sb) (0) = Zsorb (o”). (55,4) 


Conformément à ce qui a été dit plus haut (fin du $ 54), les ma- 
trices s,, S,, S, coïncident avec les matrices L,, L,, L,, dans les- 
quelles il faudra seulement remplacer les lettres L el M par set 6: 


(Sx)o, o-1 = (Sx)o-1. o=+p (s+o)(s—o+ 1), 
(So. o-1= —(S)o-1.0= —7 VF 0)(5—0+ 1), (55,5) 


(S2)oo = 6. 
Par là, nous avons déterminé l’opérateur du spin. 
Dans le cas le plus important du spin 1/2(s= 1/2, o=+ 1/2) 
ces matrices sont à deux lignes. On les écrit sous la forme! 


= 


$=+6, (55,6) 


= O IN - O —i\ - 1 0 
s.+(0 0): 6,=(( 0 8,=(6?). (55,7) 
Les matrices (55,7) sont dites matrices de Pauli. La matrice 5, = 0,/2 
est diagonale, comme il se doit pour une matrice déterminée 
d'après les fonctions propres de la quantité s, elle-même*. 
Indiquons plusieurs propriétés spécifiques des matrices de Pauli. 
Multipliant directement les matrices (55,7), on obtient les égalités 


0i=0=0= |, 
OyOr = Our 030% = Op OxOy = IOz- (55,8) 


1 Dans la transcription des matrices sous forme de tableaux (55,7) les lignes 
et les colonnes sont numérotées par les valeurs de o, le numéro de la ligne 
correspondant au premier indice, et le numéro de la colonne, au second indice 
de l'élément de matrice. Ces numéros sont dans le présent cas: <+1/2, — 1/2. 
En vertu de la règle (55,4), l’action de l'opérateur consiste à multiplier la 
o-ième ligne de la matrice par les composantes de la fonction d'onde disposées 


en colonne : ao 
_(Ÿ 
(Ve) 


3 La désignation de la projection du spin et des matrices de Pauli par la 
même lettre ne peut donner lieu à des ambiguïîtés, les matrices de Pauli étant 
coiffées d'un chapeau. 
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En les combinant avec les règles générales de commutation (54,1), 
on trouve 


00h + CAA = 26;, (55,9) 


c'est-à-dire que les matrices de Pauli sont anticommutatives. A l’aide 
de ces égalités, on s’assure facilement de la légitimité des formules 
suivantes utiles : 


6—3, (oa)(ob)=ab+ic (a x b), (55,10) 
a et b étant deux vecteurs arbitraires'. En vertu de ces relations, 
toute relation scalaire polynomiale formée avec les matrices 5; se 
réduit à des termes indépendants de & et à des termes du premier 
degré en G: d'où l’on déduit que toute fonction scalaire de & se 
réduit à une fonction linéaire (cf. problème 1). Notons enfin les 


valeurs des traces (des sommes des composantes diagonales) des 
matrices de Pauli et de leurs produits: 


Tr o; =0, Tr O;Og = 26, (55,1 1) 


Les propriétés de spin des fonctions d'onde, notamment leur 
comportement dans des rotations arbitraires du système de coor- 
données, sont étudiées aux paragraphes suivants de ce chapitre. 
Mais notons dès à présent une propriété importante de ces fonc- 
tions, en l'occurrence leur comportement dans les rotations autour 
de l'axe des 2. 

Faisons une rotation infinitésimale de l'angle ôg autour de 
l'axe des z. L'opérateur d’une telle rotation s'exprime à l'aide de 
l'opérateur du moment (en l'occurrence du spin) sous la forme 
1+ iôp-s,. Dès lors, par rotation les fonctions ÿ(o) deviennent 
Ÿ (0) + ôÿ (0), où 


8 (0) = 16pS,1b (0) = io (a) 8. 


Recopiant cette relation sous la forme dy/d = io (0) et inté- 
grant, on trouve que par rotation d’un angle œ fini les fonctions 
Ÿ(o) deviennent 


Ÿ (o)° = (0) ef. (55,12) 
Notamment, dans une rotation de l'angle 2x elles sont multipliées 


par le facteur e?7{0, le même pour tous les o, et qui vaut (—1)* 
(le nombre 20 a toujours la même parité que 2s). Par rotation 


1 Les termes indépendants de & aux seconds membres des égalités (55,8-10) 
doivent, bien entendu, être interprétés comme des constantes multipliées par la 
matrice unité à deux lignes. 
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complète du système de coordonnées autour de l'axe des z les 
fonctions d'onde à spin entier reprennent leur valeur initiale, et 
ps fonctions d'onde des particules à spin demi-entier changent 
e signe. 


Problèmes 


1. Ramener une fonction arbitraire du scalaire linéaire par rapport aux 
matrices de Pauli a+4-boœ à une autre fonction linéaire. 
Solution. Pour déterminer les coefficients dans la formule cherchée 


F(a+b0)=A+B6 


notons que si l'on prend l'axe des z le long de la direction de b, les valeurs 
propres de a-+bo sont égales à a + b, et les valeurs propres correspondantes 
de l'opérateur f(a-+bo) sont égales à f(a + b). D'où l'on trouve : 


Am LF(+0) + (ab). BD Lf(a+b)—f (ab). 


2. Déterminer les valeurs du produit scalaire sis, des spins (1/2) de deux 
particules dans des états où le spin résultant S=s,+5, a des valeurs détermi- 
nées (0 ou 1). 

Solution. D'après la formule générale (31,3), qui est vraie pour la som- 
me de deux moments quelconques, on trouve : 


S1Se = 7 pour S=l; sisa= — + pour S=0. 


3. Quelles sont les puissances indépendantes de l'opérateur S du spin s 
arbitraire ? 
Solution. L'opérateur 


(Ses) Ge—s+ 1)... (ets), 
formé avec les différences de s, et de toutes les valeurs propres possibles s, 
annule n'importe quelle fonction d’onde, donc il est lui-même nul. Il en résulte 


que (s,)25+1 s'exprime en fonction de puissances inférieures de $,, de sorte que 
seules ses puissances de 1 à 2s sont indépendantes. 


$ 56. Spineurs 


Lorsque le spin est nul, la fonction d'onde a en tout et pour 
tout une seule composante : 4 (0). Sous l’action de l'opérateur du 
spin elle s'annule: sp—0. Vu le lien de s avec l'opérateur des 
rotations infinitésimales, cela signifie que la fonction d'onde d’une 
particule de spin O0 ne change pas dans les rotations du système 
de coordonnées, c'est-à-dire que c’est un scalaire. 

La fonction d'onde d’une particule de spin 1/2 a deux compo- 
santes : (1/2) et p(—1/2). Pour la commodité des généralisations 
ultérieures, nous distinguerons respectivement ces composantes par 
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les indices 1 et 2 écrits en haut ; la quantité à deux composantes 


+ (= (8122) 65.) 
est appelée spineur. 


Dans une rotation arbitraire du système de coordonnées les 
composantes du spineur subissent une transformation linéaire: 


pi opt + bb, = opt + di? (56,2) 
Elle peut s'écrire sous la forme 
AS s b 
p= (Or. 0 =(F à). (56,3) 


U étant la matrice de la transformation:. Les éléments de cette 
matrice, en général complexes, sont fonctions des angles de rota- 
tion des axes de coordonnées. Ils sont liés entre eux par des rela- 
tions qui résultent directement d’exigences physiques imposées au 
spineur en tant que fonction d'onde d’une particule. 

Considérons la forme bilinéaire 


ip —1#pp!, (56,4) 
+ et p étant deux spineurs. Un calcul simple donne: 
pp —W##"pt" = (ad — bc) (pp —1#'p!), 


c'est-à-dire que, dans la rotation du système de coordonnées, la 
quantité (56,4) se transforme par elle-même. Or, si l’on n’a qu'une 
seule fonction se transformant par elle-même, on peut considérer 
qu'elle correspond au spin 0, et elle doit donc être un scalaire, 
c'est-à-dire qu'elle doit être invariante dans les rotations du système 
de coordonnées. On en déduit l'égalité 


ad—bc=1, (56,5) 


le déterminant de la matrice de transformation est égal à 
l’unité?2. 
Les relations ultérieures résultent de l'exigence que l'expression 


pps + pipe, (56,6) 


qui détermine la probabilité de présence de la particule en un 
point donné de l’espace, soit un scalaire. La transformation laissant 
invariante la somme des carrés des modules des quantités subissant 
cette transformation est la transformation unitaire, c'est-à-dire 


1 L'écriture Üw suppose la multiplication des lignes de la matrice Ü par 
la colonne Ÿ. 
3 Une telle transformation de deux quantités est dite binaire. 
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qu'on doit avoir Ü*=U-1 (cf. $ 12). Sous la condition (56,5), la 


matrice inverse est : 
a, _ d —b 
UT' 7 (= 2 ; 
En l'égalant à son adjointe 
Ü*+ nn é . , 


a=d®, b=—c. (56,7) 


En vertu des relations (56,5) et (56,7), les quatres quantités 
complexes a, b, c, d contiennent en réalité en tout et pour tout 
trois paramètres indépendants réels, ce qui correspond aux trois 
angles déterminant la rotation du système de coordonnées à trois 
dimensions. 

Rapprochant les expressions des scalaires (56,4) et (56,6) on 
voit que les quantités 11°, 2° doivent se transformer comme 1°, 
—Ÿ!; ilest facile de vérifier que, en vertu des relations (56,5) et 
(56,7), il en est bien ainsi. 

On peut donner à l'algèbre des spineurs une forme analogue à 
l'algèbre tensorielle. Pour ce faire, on introduit, en même temps 
que les composantes contravariantes #!, #* du spineur (indices 
supérieurs) les composantes covariantes (indices inférieurs) confor- 
mément à la définition 


Pi=d, di —Ÿ1. (56,8) 


La combinaison invariante (56,4) de deux spineurs s'écrit alors sous 
forme de produit scalaire : 


pa = ip: + bp, = pp — ppt; (56,9) 


ici et par la suite, on sous-entend sommation sur un indice répété 
deux fois (indice muet), comme en algèbre tensorielle. Notons la 
règle suivante qu'on aura en vue en algèbre spinorielle. On a: 
Pa = bip + ps = — pp —1Wpt, c'est-à-dire que 


on trouve les relations 


Pia = — hp}. (56,10) 

Ceci montre que le produit scalaire d’un spineur par lui-même 
est nul: 

ps = 0. (56,11) 


1 Cette propriété est intimement liée à la symétrie par rapport à l'inversion 
du temps. Mais cette dernière (cf. $ 18) remplace la fonction d'onde par sa 
conjuguée complexe. Or, l'inversion du temps inverse aussi le signe des projec- 
tions du moment. Ceci étant, les conjuguées complexes des composantes 4! sa 1(1/2) 
et #®um1#p(—1/2) doivent, quant à leurs propriétés, être équivalentes aux com- 
posantes qui correspondent respectivement aux projections du spin —1/2 et 1/2. 
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Conformément à ce qui a été dit plus haut, les quantités 14,, , 
se transforment comme #!°, 12°, c'est-à-dire que 


vi = (Ü ph. (56,12) 
Le produit Ü“p peut aussi s'écrire sous la forme #pÜ° avec la 


ES 


matrice transposée Ur. La matrice Ü étant unitaire, on a Ü*—=Ü-1, 
de sorte que = (Ü-1}\}, ou bien! 
Ÿa = ('U)a. (56,13) 
De même qu'on passe des vecteurs aux tenseurs en algèbre 
tensorielle usuelle, on peut introduire la notion de spineurs de 
rangs supérieurs. Ainsi, nous appellerons spineurs de rang deux la 
grandeur à quatre composantes #"# dont les composantes se trans- 
forment comme les produits y" des composantes de deux spineurs 
(de rang 1). Avec les composantes contravariantes, #4, on intro- 
duit concurremment les composantes covariantes, 11,, et les compo- 
santes mixtes, #1, qui se transforment respectivement comme 41, 
et pi. On définit de façon analogue les spineurs de rang quel- 
conque. 
Le passage des composantes contravariantes aux composantes 
covariantes de spineurs et vice versa peut se mettre sous la forme 


Va = gb, = gps, (56,14) 


où 
(Gau) = (8) = ( =) 0) (56,15) 


est le spineur métrique dans l'espace vectoriel à deux dimensions. 
On a de même, par exemple, 

Pat = av D, Pau = LavgupŸ, 
si bien que 4,,= —-4,:= —%#"*, 4,, ==", etc. 

Les quantités g1, elles-mêmes constituent un spineur antisy- 
métrique unité de rang deux. Il est facile de voir que dans les 
transformations des coordonnées les valeurs de ses composantes 
restent inchangées, et que 

gg" = Of, (56,16) 
où 6,:—6,:—1, 6, = 06, =0. 


Comme en algèbre tensorielle ordinaire, on a en algèbre spino- 
rielle deux opérations fondamentales, qui sont la multiplication 
de deux spineurs et la contraction sur deux indices. La multipli- 
cation de deux spineurs donne un spineur de rang supérieur ;: ainsi, 
on peut former à partir des spineurs 11, et "°° de rangs 2 et 3 


1 L'écriture de la forme pÜ (+ est écrit à gauche de Ü) désigne le produit 
des composantes disposées en ligne (#1, 2) par les colonnes de U, 
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le spineur de rang 5: ny. La contraction sur deux indices 
(on fait la somme des composantes répondant à des valeurs iden- 
tiques d’un indice inférieur et d’un indice supérieur) abaisse le 
rang du spineur de deux unités. Ainsi, la contraction du spineur 
ÿau * sur les indices p et v donne le spineur de rang 3 : ÿ1,#°° ; la 
contraction du spineur ## donne le scalaire ÿ*. On a alors une 
règle analogue à celle exprimée par la formule (56,10): si l’on 
déplace les indices de contraction, le signe change (c'est-à-dire 
que ÿ*——"). Il en résulte notamment que si un spineur est 
symétrique par rapport à deux indices, la contraction sur ces 
indices donne zéro. Ainsi, le spineur symétrique 4, donne par 
contraction 41} = 0. 

Nous appellerons spineur symétrique de rang n un spineur 
symétrique par rapport à tous ses indices. On peut symétriser un 
spineur quelconque en sommant les composantes obtenues en faisant 
toutes les permutations possibles sur les indices. En vertu de ce 
qui précède, on ne peut déduire des composantes d’un spineur 
symétrique (par contraction) un spineur de rang inférieur. 

Pour en venir aux spineurs antisymétriques (par rapport à tous 
leurs indices), seuls peuvent jouir de cette propriété les spineurs 
de rang 2. En effet, chaque indice parcourant deux valeurs, si 
l'on a trois indices ou plus, deux au moins d’entre eux auront 
la même valeur, et les composantes du spineur seront donc iden- 
tiquement nulles. Tout spineur antisymétrique de rang 2 est le 
produit d’un scalaire par le spineur unité g:,. Notons ici la rela- 
tion résultant de ce qui précède : 


Eau br + Euvha + gvabu = 0, (56,17) 
ÿ étant un spineur arbitraire: cette règle résulte simplement du 
fait que l'expression du premier membre est, comme on le verrait 
aisément, un spineur antisymétrique de rang 3. 
Le spineur obtenu en faisant le produit d’un spineur 41, par 
lui-même et contractant sur deux indices est antisymétrique par 
rapport aux deux autres indices; en effet : 


Paru) = — Pa puv- 
Aussi, en raison de ce qui précède, ce spineur se réduit-il au 
produit de g,, par un scalaire. Déterminant ce dernier de façon 
que la contraction sur l’autre couple d’indices donne un résultat 
juste, on trouve: 


Pb = — 5 Pro Ban (56, 18) 


Les composantes du spineur 4%, conjugué complexe de 4, 
se transforment comme les composantes d’un spineur contravariant 

- et vice versa. La somme des carrés des modules des compo- 
santes de tout spineur est donc un invariant. 


16° 


244 SPIN (CH. vu 


$ 57. Fonctions d'onde des particules de spin quelconque 


Ayant développé l'algèbre formelle des spineurs de rang quel- 
conque, nous en sommes venus à notre tâche directe: l'étude des 
propriétés des fonctions d’onde des particules de spin arbitraire. 

Il est commode d'aborder cette question en considérant un 
ensemble de n particules de spin 1/2. La plus grande valeur 
possible de la composante sur l’axe des z du spin total du système 
est n/2, alors que pour chaque particule s,= 1/2 (tous les spins 
sont dirigés dans une même direction, suivant l’axe des z). On 
peut alors affirmer que le spin total du système S est lui aussi 
égal à n/2. 

Toutes les composantes de la fonction d’onde 4 (0,, 6,, ...,0,) 
du système de particules sont alors nulles, à l'exclusion d’une 
seule : #(1/2, 1/2, ..., 1/2). Si l'on écrit la fonction d’onde sous 
forme de produit de n spineurs #g"..., chacun se rapportant à 
une particule, chacun d’eux n’aura qu’une seule composante non 
nulle, celle correspondant à À, , ...—1. Ainsi, seul n’est pas 
nul le produit #1... Mais l’ensemble de tous ces produits repré- 
sente un certain spineur de rang n symétrique par rapport à tous 
ses indices. Si l’on transforme alors le système de coordonnées 
(de sorte que les spins ne soient plus dirigés suivant l’axe des z), 
nous obtenons un spineur de rang n de forme générale, mais encore 
symétrique. 

Les propriétés de spin des fonctions d'onde, qui sont, en fait, 
leurs propriétés vis-à-vis des rotations du système de coordonnées, 
sont identiques pour une particule de spin s et pour un système 
de n —2s particules de spins 1/2, dirigés de telle sorte que le spin 
total du système soit égal à s. On en déduit que la fonction 
d'onde d’une particule de spin s est un spineur symétrique de 
rang n —28. 

Il est facile de voir que le nombre de composantes indépendan es 
d'un spineur symétrique de rang 2s est, comme il se doit, aussi 
2s+1. En effet, seules sont distinctes les composantes ayant 2s 
fois l'indice 1, ou (2s—1) fois l’indice 1 et une fois l'indice 2, 
etc., jusqu’à 2s fois l’indice 2. 

Au point de vue mathématique, les spineurs symétriques donnent 
une classification des types possibles de transformation de grandeurs 
dans les rotations du système de coordonnées. Si l’on a 2s+1 
différentes grandeurs se transformant linéairement entre elles (et 
leur nombre ne pouvant être réduit par aucune combinaison li- 
néaire de ces grandeurs), on peut affirmer que la loi de leur trans- 
formation est équivalente à la loi de transformation des composantes 
d’un spineur symétrique de rang 2s. Tout ensemble de fonctions 
en nombre arbitraire se transformant linéairement entre elles dans 
les rotations du système de coordonnées peut être réduit (par une 


$ 57] FONCTIONS D'ONDE DES PARTICULES DE SPIN QUELCONQUE 245 


transformation linéaire appropriée) à un ou plusieurs spineurs 
symétriques!. 
Ainsi, un spineur quelconque de rang n #1, peut être réduit 
à des spineurs symétriques de rang n, n—2, n—4, ... En fait, 
une telle réduction peut s'effectuer comme suit. Symétrisant le 
spineur Yan. par rapport à tous ses indices, on forme un spineur 
symétrique de même rang n. Puis, contractant le spineur initial 
Ÿauv. Sur divers couples d’indices, on obtient des spineurs de 
rang n—2 de la forme ph qui, une fois symétrisés, donnent 
des spineurs symétriques de rang n—2. Symétrisant les spineurs 
obtenus par contraction de 1h... sur deux couples d’indices, on 
obtient des spineurs symétriques de rang n—4, etc. 
Reste encore à établir le lien entre les composantes d'un spineur 
symétrique de rang 2s et 2s+ 1 fonctions ÿ (o) (où o =s, s—1, ... 
.., —$). La composante 
s-0 
mn, 
11...1 22...3 
Ÿ so : 


dans laquelle l'indice 1 se répète (s+0) fois et l’indice 2(s—0) 
fois correspond à une projection © du spin sur l’axe des z. En effet, 
si l'on envisage de nouveau notre système de n —2s particules de 
spin 1/2 au lieu d'une seule particule de spin s, il correspondra à 
la composante ci-dessus le produit 


s+o s-c 
ns, 


Re 

ppt... xp... ; 
un tel produit répond à un état dans lequel (s+0) particules ont 
pour projection de leurs spins <+1/2 et (s—o) particu- 
les— 1/2, de sorte que la projection résultante est 7 (s+0)— 


— + (s—0)=0. Enfin, nous choisirons le coefficient de propor- 


tionnalité entre la composante écrite du spineur et (0) de manière 
à avoir l'égalité 
+s 2 
2 IGF=, 2° 16m F (57.1) 
g=-s A, u,...=1 
(cette somme est un scalaire, comme il se doit, puisqu'elle donne 
la probabilité de présence de la particule en un point donné de 
l'espace). Dans la somme du second membre de l'égalité on retrouve 
(25)! 
(s+o)1(s—0o)1! 


! En d'autres termes, les spineurs symétriques réalisent des repré- 
sentations irréductibles du groupe des rotations (voir $ 98). 
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composantes contenant (s+o) fois l'indice 1. Aussi est-il clair 
que la correspondance entre les fonctions (0) et les composantes 
du spineur est fournie par la formule 


s-0 
ms, 
/ 251 11.1 22.2 (57,2) 
v(o)= (s+o)1(s—o)! Ÿ s+0 ° 


La relation (57,2) assure non seulement l'observation de la 
condition (57,1), mais encore, comme il est facile de s'en con- 
vaincre, l'observation de la condition plus générale 


ph pru…. 2 1)5-5 (0) p(—0), (57,3) 


où p#--et pl#- sont deux différents spineurs de même rang et 4 (0), 
æ(o) les fonctions correspondant à ces spineurs au moyen de la 
formule (57,2) [le facteur (—1) provient de ce que lors de 
l'élévation de tous les indices des composantes du spineur le signe 
change autant de fois que les indices contiennent le chif- 
fre 2]. 

à formules (55,5) déterminent le résultat de l’action de l’opé- 
rateur du spin sur les fonctions d'onde 1 (0). On établit sans peine 
de quelle manière ces opérateurs agissent sur une fonction d'onde 
écrite sous forme de spineur de rang 2s. Dans le cas de spin 1/2, 
les fonctions (+ 1/2), p(— 1/2) coïncident avec les composantes 
Ÿ'. d' du spineur. En vertu de (55,6) et (55,7), le résultat de 
l’action de ces opérateurs sur elles est : 


EP=Tt Grp GDS TV, 


2 1 = i 2 1 (79 
(sp) TT Ÿ!, (s,b)° nr] y!, (sp) = 9 Ÿ*. 

Pour passer au cas général de spin quelconque, nous reconsidé- 
rerons un système de 2s particules de spin 1/2 et nous écrirons sa 
fonction d'onde sous forme de produit de 2s spineurs. L'opérateur 
du spin du système de particules est la somme des opérateurs des 
spins des particules, agissant seulement sur le spineur correspon- 
dant, le résultat de leur action étant déterminé par les formules 
(57,4). Passant ensuite inversement à des spineurs symétriques 
arbitraires, c’est-à-dire aux fonctions d'onde d'une particule de 
spin s, on obtient les formules suivantes: 


s+0 s-0 S+0-15-0+1 S+0+1 s-0—1 
ni om, s+o te tee s—0 mt tee 
(sp)! 1. 93... = Ÿ Ai. 23... +5 Ÿ 11... 22... : 
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s+o s-0 ho s+0—-1 s-0+1 sie, AÉRORL SU 
De tee PS mp, A kcue mme, pamemfemrenn, 
a re = Ÿ an + li Ÿ Tu. 22... 
(sb) 2 2 : 
(57,5) 
s+0 s-0 s+0 s-0 
(Sp}te 22 = opri 22, 


Nous parlions jusqu'à peut des spineurs comme des 
fonctions d'onde du momerit propre de particules élémen- 
taires. Cependant, au point de vue formel, il n’y a aucune 
différence entre le spin d’une particule et le moment total de 
n'importe quel système considéré comme un tout, faisant abstrac- 
tion de sa structure interne. Aussi est-il évident que les propriétés 
de transformation des spineurs concernent aussi dans la même 
mesure le comportement, dans les rotations de l’espace des fonc- 
tions d'onde #;., de toute particule (ou système de particules) de 
moment total j, quelle que soit la nature de ce moment (orbitale 
ou de spin). Ceci étant, on doit avoir une correspondance déter- 
minée entre les lois de transformation des fonctions propres Y;n 
vis-à-vis des rotations du système de coordonnées et les lois de 
transformation des composantes d’un spineur symétrique de rang 2j. 

Etablissant cette correspondance, il importe, cependant, de 
distinguer clairement deux aspects de la dépendance des fonctions 
d'onde vis-à-vis de la projection du moment m (pour j donné). Il 
peut s'agir de la fonction d'onde en tant qu’amplitude de proba- 
bilité des diverses valeurs de m, ou bien encore de la fonction 
propre pour la valeur donnée de m. 

Ces deux aspects se sont déjà présentés au début du $ 55, où 
l’on considérait la fonction propre 65 de l’opérateur $,, correspon- 
dant à la valeur s,—0,. La distinction mathématique est particu- 
liérement manifeste sur l'exemple d’une particule de spin 1/2. 
Dans ce cas la fonction de spin est, par rapport à la variable o, 
un spineur contravariant de rang 1, c’est-à-dire qu’elle doit s'écrire, 
conformément aux notations spinorielles, sous la forme 65,. Par 
rapport à ©, elle se comporte donc comme un spineur covariant. 

Cette circonstance a, évidemment, un caractère général: les 
fonctions propres y" peuvent être mises en correspondance avec 
les composantes d'un spineur symétrique covariant de rang 2j selon 
les formules analogues à (57,2): 


: 
Va V Grmiq=mt Vans. (57,6) 


[+m j-m 


1 On peut aboutir à ce résultat par une voie quelque peu différente. Si 
l'on développe la fonction d'onde % d'une particule dans un état de moment j 


selon les fonctions propres 4;4:%ÿ= 2,@m%Ÿ;x, alors les coefficients a, sont les 
m 
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Les fonctions propres du moment entier j sont des fonctions 
sphériques Ÿ;n. Particulièrement important est le cas j—1. On a 
les trois fonctions sphériques Ÿ ;} : 


an VAE 
Vis=1 V/Écos0=: VE. 
Yi si= Fi} sin 8-e+ w=+i À (n+in,) 


(n est le vecteur unité du rayon vecteur). On voit que, quant à 
leurs propriétés de transformation, ces trois fonctions sont équi- 
valentes aux composantes d'un vecteur a d'après les formules de 
correspondance, qu’on écrira sous la forme: 

ê 


Vio = Éd Pau = — FF (a, +ia,), Ÿi-1 = VT (a,—ia,). (57,7) 


La comparaison de ces expressions avec la formule (57,6) prouve 
que les composantes d’un spineur symétrique de rang 2 peuvent 
être mises en correspondance avec les composantes d’un vecteur 
d’après les formules : 


& 


Vis = Vs‘ Yu = — el (a, + ia), Va=7r (a—ia,), 
(57,8) 
pi — 7% vi (a—ia) Fe (asia). 
(57,9) 
Inversement : 


a,=iV 2, ae (W*—p), a,= 7 +”). 


(57,10) 
11 est facile de vérifier qu'avec une telle définition on a l'égalité 
aug} = ab, (57,11) 


a et b étant des vecteurs correspondant aux spineurs symétriques 
vd et qu. On s'assurait aussi sans peine qu'il correspond au 


spineur 
pop + ppp 


amplitudes de probabilité des diverses valeurs de m. En ce sens, ils correspondent 
aux ccomposantes» 1#(#i) de la fonction d'onde de spin, ce qui établit leur 
loi de transformation. Par ailleurs, la valeur de 1 au point donné de l'espace 
ne peut dépendre du choix du système de coordonnées, c'est-à-dire que la somme 
2 ca Va doit être un scalaire. Comparant avec le scalaire (57,3), on voit que 
es ax doivent se transformer comme (—1}/-# 1, _n. 
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le vecteur 
V 2a xb. 


Les formules (57,10) peuvent s’écrire sous forme compacte à 
l'aide des matrices de Pauli: 
i 


a bn, Pan — 720 (57,12) 


(les indices matriciels de & ont été écrits en haut et en bas con- 
formément à la disposition des indices spinoriels de 4). On com- 
prend facilement l'origine de cette formule si l’on envisage le cas 
particulier où le spineur de rang deux WŸ#, se réduit au produit 
d’un spineur de rang un ÿ" et de son conjugué complexe 4} ; 
alors la quantité 


+ Po 


est la valeur moyenne du spin (pour une particule à fonction 
d'onde 4#), si bien que son caractère vectoriel est évident. 

La correspondance (57,8) ou (57,9) est un cas particulier de la 
règle générale: on peut mettre en correspondance à tout spineur 
symétrique de rang pair 2j, où / est un entier, un tenseur symé- 
trique de rang moitié (j) s’annulant par contraction sur tout couple 
d'indices (nous dirons qu’un tel tenseur est irréductible). Ceci 
résulte déjà du fait que le nombre de composantes indépendantes 
est le même chez un tel spineur et un tel tenseur (égal à 2j+1), 
ce qu'on vérifie aussitôt par un calcul direct'. La correspondance 
entre les composantes du spineur et du tenseur peut être déduite 
au moyen des formules (57,8-10), considérant que le spineur de 
rang donrié est le produit de plusieurs spineurs de rang 2, et le 
tenseur le produit de vecteurs. 


Problèmes 


1. Recopier la définition (57,4) de l'opérateur du spin 1/2 au moyen des 
composantes spinorielles du vecteur S. 

Solution. Eu égard aux formules (57,9) établissant le lien entre le vec- 
teur S et le spineur su, la définition (57,4) se transcrit sous la forme 


cAu,v _ À À uv pu _Àv 
SE + VE). 


2. Ecrire les formules définissant l'action de l'opérateur du spin sur une 
fonction d'onde vectorielle d'une particule de spin 1 


1 En d’autres termes, les 2j+1 (j entier) composantes d'un tenseur irré- 
ductible de rang j, ou l'ensemble de 2j+1 fonctions sphériques Y,,, ou bien 
encore les 2j+1 composantes d'un spineur symétrique de rang 2j réalisent une 
seule et même représentation irréductible du groupe des rotations. 
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Solution. Le lien des composantes de la fonction vectorielle 4 avec les 
composantes du spineur YÿA# est donné par les formules (57,9), et la dernière 
des formules (57,5) donne : 

SzŸ+=—%b+, S:b-=%, Srÿr—0, 
(où 4 =%Ÿx + iby) ou 


S:Ÿx = — {y Se by = ie, SV =0. 
Les autres formules se déduisent par permutation circulaire des indices x, y, z. 
Toutes ensemble elles peuvent s'écrire sous la forme conden: 


Sr = —ieirc br. 


Le vecteur complexe # peut être mis sous la forme  =el&(u<+iv), u et v 
étant des vecteurs réels qui, par un choix convenable de la phase commune a, 
peuvent être rendus perpendiculaires. Les deux vecteurs u et v déterminent un 
plan qui jouit de cette propriété que la projection du spin sur la normale à ce 
plan peut prendre seulement les valeurs +1. 


$ 58. Opérateur des rotations finies 


Revenons sur la question de la transformation des spineurs et 
montrons comment les coefficients de cette transformation peuvent 
effectivement s'exprimer d’après les angles de rotation des axes de 
coordonnées. 

D'après la définition de l'opérateur du moment (en l'occurrence 
du spin), l'expression 1+iôp-ns est l'opérateur de rotation de 
l’angle ôq autour de la direction donnée par le vecteur unité n; 
en application à la fonction d'onde d'une particule de spin 1/2, 
c'est-à-dire à un spineur de rang 1, on doit poser dans cet opéra- 
teur s—0o/2. En ce qui concerne l'opérateur de rotation de l'angle 
fini @ autour de cette même direction, il sera respectivement 
donné par la formule 


Ù x = exp (ipno/2) (58,1) 


(cf. (15,13)). Comme toute fonction des matrices de Pauli (cf. pro- 
blème 1, $ 55), cette expression se réduit à l'expression linéaire 
par rapport à ces matrices 


Ün = cos ++ ins. sin +. (58,2) 
Ainsi, on trouve pour la rotation autour de l'axe des z: 

ñ = eiv/s 0 

Ü, (@)= cos L.+16,5in 8 = ( 0 ns) (58,3) 


Cela signifie que les composantes du spineur se transforment dans 
cette rotation suivant la loi: 


D pens, = pre ton, 
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Notamment, dans une rotation de l’angle 2x les composantes du 
spineur changent de signe; cette propriété sera donc aussi celle 
des spineurs de tout rang impair (cf. fin $ 55). 

On trouve de façon analogue les matrices pour les rotations 
de l'angle @ autour des axes des x ou des y: 


P :.:.9 P cin ? 
a cos d isin ni - cos T sin Ÿ 
U,(o) = é o/ Ue)= : . (58,4) 


isin+ cos + —sin$ cos + 
Notons le cas particulier de la rotation de l'angle x autour de 
l'axe des y, pour laquelle #'!°=4?, #*”=—11, c'est-à-dire que 
pl =, =. (58,5) 
Il est facile à présent d'écrire la matrice de la transformation 
pour une rotation arbitraire des axes de coordonnées en fonction 
des angles d’Euler déterminant cette rotation. 


La rotation des axes, déterminée par les angles d'Euler «, f, 
y se fait en trois étapes!: 1) rotation de l'angle « (0<a< 2x) 
autour de l’axe des z, 2) rotation de l'angle B(0SB< 1x) 
autour de la nouvelle position de l'axe des y (ON sur la 
fig. 20, ce qu'on appelle la ligne des nœuds), 3) rotation de l'angle 
y(0<Y<27) autour de la position finale obtenue (z’) pour 

1 Les systèmes xyz et x'y'z’ sont, comme toujours, orientés à droite, et les 


angles sont comptés positivement dans le sens d'un tire-bouchon se vissant dans 
le sens positif de l'axe de rotation. 
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l'axe des z'. Ilest évident que les angles &, B coïncident avec les 
angles D y, 6 du nouvel axe z° par rapport aux axes xyz : 
a—=p, Bf—0. 

En conformité avec ce procédé de rotation des axes, la matrice 
de la transformation totale est égale au produit des trois matrices 
(58,3-4) ; 


Ü (a, B, = 0, (») Ü, (B)Ü, (a). 
Par multiplication directe des matrices, on trouve finalement 
_—. Bet (a+v/3 sin Le-t (a-v)/3 


Ü (&, B, Y) = : B 
—SMS- 


Les spineurs de rangs supérieurs se transforment, par définition, 
comme les produits des composantes d’un spineur de rang 1. Dans 
les applications physiques, toutefois, ce n’est pas tant les lois de 
transiormation des spineurs eux-mêmes qui présentent de l'intérêt 
que celles des fonctions d'ondes ;, qui leur correspondent. 

Supposons que les fonctions Ÿy, (m—=}j, i—1, ..., —j) décri- 
vent dans le système de coordonnées xyz un état à valeur déter- 
minée du moment j, et les fonctions ,,, le même état par rap- 
port aux axes x’y’z’; dans le premier cas m est la valeur de j,, 
et dans le second, m’=;j,.. Les unes et les autres fonctions sont 
ie entre elles par des relations linéaires que nous écrirons sous 
a forme 


58,6) 
et(a-v)/3 cos Le-ica+n ue 


Vr = 2 DPm (&, B, Ÿ) Dim. (58,7) 


Les coefficients D‘, constituent (par rapport aux indices m'm) 
une matrice de rang 2j+1, la matrice des rotations finies D‘? ; 
ses éléments sont des fonctions des angles de rotation &, f, y du 
système x’y’z’ par rapport au système xyz. 

La construction des matrices de rotations finies peut se faire à 
l’aide de la représentation spinorielle des fonctions #,,. 

Pour j—1/2, les deux fonctions Yi/:m(m= +1/2) constituent 
un spineur covariant de rang 1. En vertu de (56,13), sa transfor- 
mation (du système x’y’z" au système xyz) est réalisée par la 


1 La définition ici donnée des angles d’Euler (adoptée dans les applications 
de mécanique quantique) diffère de celle adoptée dans I $ 35 par le fait que la 
seconde rotation est faite autour de l’axe des y, et non des x. Les angles 
a, B, y sont liés aux angles @, 8, Ÿ dans I (ne pas confondre avec les angles 
sphériques , 61) par les égalités : 


pate, O8 ÿ=y-5. 
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matrice Ü (58,6), si bien que Dt1/2—Ü 1. Ecrivons ses éléments 


sous la forme 
Dai = envi (B) ee, 


| 1/2 —12 
m 


où 


1/2 cos À sin £ 
dun — (58,8) 
—1/2 — sin À cos p 


Pour j arbitraire, les fonctions 1, sont liées aux. composantes 
d’un spineur symétrique covariant de rang 2j par la formule (57,6). 
La matrice des transformations des composantes d’un spineur de 
rang 2j est le produit de 2j matrices D®®, dont chacune agit sur 
l'un des indices spinoriels. Éffectuant la multiplication et revenant 
aux Ÿ,, on obtient la matrice de transformation sous la forme 


Dhm(a, B v)= €" Vdim (B) 7, (58,9) 
les fonctions d‘,, (B) étant données par la formule? 
- [G+m)G=mhlas B\m'+mf.  B\m-m 
dem (B) = res (cos 5) (sin ê) X 
, x Pre m4 (cos B), (58,10) 
où 


P&:5 (cos B) = CE (1—cos B)"(1+ cos B)"? ( 


Tes) * 
X[(1—cos B)*+7(1+cosB)?+"] (58,11) 
sont les polynômes de Jacobi*. Notons que 
P2:0 (—<cos B) = (—1}" PL:® (cos f). (58,12) 
Les fonctions d{f}, jouissent d’un certain nombre de propriétés 
de symétrie, qu'on pourrait déduire des expressions (58,11-12), 


mais il est plus simple de les déduire directement de leur défini- 
tion en tant que coefficients de transformation de rotation. 


? Notons que les indices matriciels dans (58,7) sont précisément disposés 
dans l'ordre correspondant à la multiplication des colonnes de la matrice D) 
par les fonctions 4}, disposées en lignes. Sous forme symbolique, l'égalité 
(58,7) doit s'écrire Ÿjx=(p/DV)., en conformité avec l'écriture dans (56,13). 

3 On pourra trouver les calculs dans le livre: A. R. Edmonds, Angular 
momentum in quantum mechanics, Princeton (1957). La définition des fonctions 
Den (58,9) diffère de celle adoptée dans le livre d'Edmonds par la permuta- 
tion de & et y (ce qui est plus naturel dans cet exposé). 

3 Pour le lien de ces polynômes et de la série hypergéométrique, cf. $ e. 
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La matrice Do, en tant que matrice de transformation de ro- 
tation, est unitaire. La transformation inverse de la rotation 
(œ, B, y) étant la rotation (—y, —$, —a), on en déduit pour la 
matrice réelle d? les relations : 


dm (—B) = d'in: (B). (58,13) 
Puis, on a les égalités : 
dl (B) = d'Pa, me (B), (58,14) 


CET (xj = (—D#76,. -m» dE (—1) = (—1)-76,,. -m 
AP (0) = Em: } 8.15 
Pour j=—1/2 elles résultent aussitôt de (58,8), et leur généralisa- 
tion pour les j arbitraires résulte du procédé décrit ci-dessus pour 
la construction de la matrice de la transformation. 
Effectuons la rotation de l'angle x—f en tant que deux rota- 
tions successives d’angles x et —B: 


bem (re — 8) = 2 die (7) dit —8) = D dem (8), 
ou, utilisant (58,13), 
débm (7— 8) = (— 17 4%, me (B). (58,16) 
Le résultat de deux rotations autour d’un même axe ne dépendant 
pas de leur ordre, nous obtiendrons le même résultat en effec- 


tuant les rotations —f et x dans l’ordre inverse. Faisant ainsi et 
rapprochant la réponse de (58,16), on obtient la relation: 


dm (B)=(—1Y" dl, -m (B)- (58,17) 
Il résulte de (58,17), (58,14) et (58,13) que 
débm (B) = (AY die (B) = (IN din (8). (58,18) 
En vertu de (58,13-18), on peut écrire les diverses propriétés 
de symétrie des fonctions complètes D, Notons en particulier 
l'expression de la fonction conjuguée complexe 
DA (a, B, =D (—e, B, —Y)=(—1)7 "DS, -m(@, B, y). 
(58.19) 
Au point de vue mathématique, les matrices D‘ donnent des 
représentations unitaires irréductibles du groupe des rotations à 


2j +1 dimensions (cf. $ 98). De là résultent aussitôt les relations 
d’orthogonalité et de normalité: 


up° Us) do l 
fo : (æ, B, Ÿ) Din, (a, B, Va ri 6p8mm mm; : (58,20) 


Mimi 


où do = sin f da df dy. 
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L'orthogonalité des fonctions sur les indices m et m’ est assu- 
rée par le facteur exp{i(ma+m'y)}. L'orthogonalité sur l'indice j 
est liée aux fonctions d/,, pour lesquelles on a: 

a 

in Bd 1 
[aus (Bdus, RE 6, (58,21) 
0 


Enfin, nous allons écrire, à titre de référence, les expressions 
des fonctions d‘#,, pour quelques valeurs particulières des para- 
mètres. Pour j=1 on a: 


NI + 


1 + (+ cos f) = sin$ + —cos f) 
dd (B)= 0 7 sin f cos f FF sinf 


—1 | +(—cosf) —75sin8 7 (1+cos 8) 


(58,22) 
Pour j=1{ et m’=0 la formule (58,10-11) donne: 


du (B)=(—1y" 4h (B=(—17 J/ DEAR PF (cosB). (58,23) 


Il est facile de suivre l'origine de cette formule à partir de la 
définition initiale (58,7). Nous rapporterons les valeurs des fonc- 
tions d; au second membre de (58,7) à l'axe des z’, sur lequel 
on a (pour j=/{) 


: 2 1 
Vime (na) = Y Emo. (58,24) 


La fonction Ÿ,, au premier membre est alors la fonction sphéri- 
que Ym(B, &) des angles sphériques pæ=«, 86=/$ de la direction 
de l’axe des z’. Substituant (58,24) dans (58,7), il vient 


Vino VE De (a, B,v, (68,25) 


ce qui équivaut à (58,23). 
Enfin, nous allons donner l'expression de la fonction lorsque 
l’un des indices m, m’ a la plus grande valeur possible : 


or] (cos É)T (sin) 
(58,26) 
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$ 59. Polarisation partielle des particules 


Par un choix convenable de l’axe des z, on peut toujours annuler 
une des composantes (soit *) d’un spineur donné ÿ*, qui est la 
fonction d'onde d’une particule de spin 1/2. C'est déjà évident 
du fait qu’une direction dans l’espace est déterminée par deux 
grandeurs (angles), c'est-à-dire que le nombre de paramètres à notre 
disposition est justement égal au nombre de grandeurs (parties 
réelle et imaginaire de la composante complexe 12) que nous vou- 
lons annuler. ; 

Au point de vue physique, cela signifie que si une particule 
de spin 1/2 (soit, pour fixer les idées, un électron) se trouve dans 
un état décrit par une fonction d'onde spinorielle, il existe une 
direction de l’espace sur laquelle la projection du spin de la par- 
ticule a une valeur déterminée: o—1/2. C'est dire que dans un 
tel état l'électron est complètement polarisé. 

Cependant, il existe des états de l’électron que l'on peut appeler 
partiellement polarisés. Ces états sont décrits non pas par des 
fonctions d'onde, mais seulement par des matrices de densité, 
c'est-à-dire que ce sont des états mixtes (par rapport au spin) 
(voir $ 14). 

La matrice de spin (ou de polarisation) de densité de l'électron 
est un spineur de rang 2, p#, normalisé par la condition 


ph =ph+p,=l (59,1) 
et satisfaisant à la condition d'«hermiticité » 
(pi) * = pi. (59,2) 


Dans le cas d’un état de spin pur (c'est-à-dire complètement pola- 
risé) de l’électron, le spineur p#, se réduit au produit des compo- 
santes de la fonction d’onde # : 


ph = (pp). (59,3) 
Les composantes diagonales de la matrice de densité p', et p°, 
donnent les probabilités des valeurs + 1/2 et —1/2 de la projection 


du spin de l'électron sur l'axe des z. On a donc la valeur moyenne 
de cette projection : 


$, =+ (p'1—p"}), 
ou, eu égard à (59,1), 
pdt, p=l-s. (59,4) 


Dans l'état pur, la valeur moyenne de s4 =s, +is, est donnée 


par L : _ L 
Se = pes, ÿ, S_ = ps pe. 
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Notant que, d’après (55,6-7), les opérateurs Sa s'expriment par les 


matrices 
x : 0 0 
S#— \o o/' $-—\1 0/? 


Se = ppt, 5 = ppt. 
On aura respectivement dans l'état mixte: 


on trouve: 


pli=s., PS4. (59,5) 


A l'aide des matrices de Pauli, les formules (59,4-5) peuvent 
s'écrire ensemble sous la forme 


Ph z (Ou + 204,5). (59,6) 


Ainsi donc, toutes les composantes de la matrice de polarisa- 
tion de densité de l'électron s'expriment en fonction des valeurs 
moyennes des composantes de son vecteur spin. En d’autres ter- 
mes, le vecteur réel s détermine complètement les propriétés de 
polarisation de la particule de spin 1/2. Dans le cas limite de 
polarisation complète l’une des composantes de ce vecteur (pour un 
choix adéquat des axes) est égale à 1/2, les autres étant nulles. 
Dans le cas contraire d'état non polarisé, toutes les trois compo- 
santes sont nulles. Dans le cas général de polarisation partielle 
arbitraire et d’axes quelconques, on a l'inégalité 0Sp< 1, où 


p=2(s+s; +5): 
est une quantité que l’on peut appeler degré de polarisation de 
l’électron. 
Dans le cas d’une particule de spin s arbitraire la matrice de 
densité est un spineur p#--,. de rang 4s symétrique par rapport 


à ses 2s premiers indices ainsi qu’à ses 2s derniers indices, satis- 
faisant aux conditions : 


phs..= 1, (59,7) 
(po...) = pan. (59,8) 


Pour calculer le nombre de composantes indépendantes de la 
matrice de densité, nous remarquerons que parmi les choix possibles 
des indices À, , ... (ou des indices p, o, ...) seuls 2s+ 1 de ces 
indices sont essentiellement distincts. Prenant encore en considé- 
ration que les composantes du spineur p#-,... sont liées par la relation 
(59,7), on trouve que le nombre de composantes distinctes est égal 
à (2s+1}*—1=4s(s+1). Bien que ces composantes soient com- 
plexes, grâce à (59,8), le nombre total de quantités indépendantes 


17-50 


258 SPIN (CH. VIT 


caractérisant l’état de polarisation partielle d’une particule ne s'en 
trouve pas accru pour autant, et il est définitivement égal à 
4s(s+ 111. À titre de comparaison, indiquons que l'état de pola- 
risation complète d’une particule est décrit en tout par 4s quan- 
tités (2s+1 composantes complexes de la fonction d'onde #4, 
qui sont liées par une condition de normalisation et contiennent 
une phase commune inessentielle pour la description de l'état). 

Comme tout spineur de rang 4s, le spineur 4, équivaut 
à un ensemble de tenseurs irréductibles de rangs 4s, 4s—2, ..., 
Dans le présent cas, on a un seul tenseur de chacun de ces rangs, 
puisque, en raison des propriétés de symétrie du spineur ÿ#-,., 
chacune de ses contractions ne peut s'effectuer que d’une seule 
manière: sur un quelconque des indices À, p, ... et l’un des 
p. o, ... En outre, le scalaire (tenseur de rang 0) n'existe pas, 
se réduisant, en vertu de la condition (59,7), à l'unité. 


$ 60. Inversion du temps et théorème de Kramers 


La symétrie du mouvement vis-à-vis du changement du signe 
du temps en mécanique quantique se traduit par le fait que si ÿ 
est la fonction d'onde d’un certain état stationnaire du système, 
alors la fonction d'onde «inversée par rapport au temps» (nous 
la noterons w#l"') décrit aussi un état possible de même énergie. 
Nous avons indiqué à la fin du $ 18 que #!"" coïncide avec la 
fonction d’onde complexe conjuguée #*. Sous cette forme simple 
cette assertion concerne les fonctions d'onde sans tenir compte du 
spin des particules. Elle demande à être précisée en présence de 
spin. 

Représentons la fonction d'onde d’une particule de spin s par 
un spineur contravariant #ÿ#- (de rang 2s). Mais passant aux 
fonctions complexes conjuguées 4###--*, nous obtenons une collec- 
tivité de grandeurs se transformant comme les composantes d’un 
spineur covariant. Ceci étant, à l'opération d’inversion du temps 
correspond le passage de la fonction d'onde ##--+ à une nouvelle 
fonction d'onde dont les composantes covariantes sont données par 
l'égalité 

Pa. = pit. (60,1) 


Pour un ensemble de valeurs données des indices À, u, ... les 
composantes des spineurs co et contravariants correspondent à des 
valeurs de la projection du moment différant du signe. Ceci étant, 


l La donnée de ces quantités équivaut à la donnée des valeurs moyennes 
des composantes du vecteur s ct de tous leurs puissances et produits par grou- 
pt “ 3,..., 2s ne se réduisant pas à des puissances inférieures (voir prob- 


$ 60] INVERSION DU TEMPS ET THÊORÈME DE KRAMERS 259 


dans le langage des fonctions +, l’inversion du temps se traduit 
par le passage de vo à hs, s, comme cela devait être, puisque le 
changement du signe du temps entraîne celui de la direction du 
moment. La correspondance exacte s'établit conformément à (60,1). 


Lo = Po (—1) 2. (60,2) 


En d'autres termes, la substitution 13 — is, exigée par l'opéra- 
tion inversion du temps, signifie la substitution: 


so —+ Ÿs. 0 (—1) Fe (60,3) 
Cette opération deux fois répétée donne 
Po —+ Ps, -0 (— 1) ho I D = oo (— D. 


De sorte que deux inversions du temps ne ramènent la fonction 
d'onde à la valeur initiale que si le spin est entier, le signe chan- 
geant lorsque le spin est demi-entier. 

Considérons un système arbitraire de particules interagissantes. 
Compte tenu des interactions relativistes, le moment orbital et le 
moment de spin d’un tel système ne sont pas conservés séparément 
en général. Seul se conserve le moment total J. En l'absence de 
champ extérieur quel qu'il soit, chaque niveau d'énergie du système 
est (2J + 1) fois dégénéré. Si l'on fait intervenir un champ extérieur, 
cette dégénérescence disparaît en général. La question se pose de 
savoir si la dégénérescence peut être levée intégralement, c’est-à-dire 
de façon que le système n’ait que des niveaux simples. Cette ques- 
tion est intimement liée à la symétrie par rapport à l’inversion 
du temps. 

En électrodynamique classique est observée l’invariance des 
équations dans l’inversion du signe du temps, à condition de laisser 
le champ électrique inchangé et de changer le signe du champ 
magnétique*. Cette propriété fondamentale du mouvement doit 
subsister en mécanique quantique. C'est pourquoi la symétrie par 
rapport à l’inversion du temps a lieu non seulement pour un 
système fermé, mais aussi dans n'importe quel champ électrique 
extérieur (en l'absence de champ magnétique). 

Les fonctions d'onde du système sont des spineurs ##- dont 
le rang n est le double de la somme des spins de toutes les parti- 
cules (n=2 5 s,); cette somme peut ne pas coincider avec le spin 
total S du système. En vertu de ce qui précède, on peut affirmer 
que dans un champ électrique arbitraire la fonction d'onde et son 
inverse temporel doivent correspondre à des états de même énergie. 
Pour que le niveau soit non dégénéré, il est indispensable que ces 


Notons la correspondance entre la règle de conjugaison complexe d’une 
fonction sphérique donnée par (28,9) et la règle générale (60,3). 
3 Voir I1 $ 17. Voir aussi fin $ 11] de ce tome. 


17° 
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états soient identiques, c'est-à-dire que les fonctions d'onde cor- 
respondantes doivent coïncider à un facteur constant près. En 
outre, il va sans dire que toutes deux seront représentées par des 
spineurs identiques (co- ou contravariants). 

Ecrivons que #5. — Ch, ou, en vertu de (60,1), 


pue = Chan. (60,4) 


C étant une constante. Passant aux quantités complexes conjuguées 
dans les deux membres de cette égalité, il vient : 


| Chu... 


Abaissons les indices dans le premier membre de l'égalité en les 
élevant respectivement dans le second membre. Cela signifie que 
nous multiplions les deux membres de cette égalité par gagpn. 
et que nous sommons sur les indices À, pu, ...; alors, on utilisera 
dans le second membre le fait que 


LoaLpu.. = (—1)" gagub, 


On obtient finalement : 
Van. = C' (Dr part 
Substituant ##--° tirée de (60,4), il vient: 
Pau. = (— 1)" CC. 


Cette égalité doit avoir lieu identiquement, c’est-à-dire qu'on doit 
avoir (—1)}"CC°=1. Mais comme |C|? est certainement positif, 
il faudra évidemment que n soit pair (la somme 25, étant alors 
un nombre entier). Pour n impair (55, étant demi-entière): la 
condition (60,4) ne peut être observée. 

Ainsi, nous sommes conduits à ce résultat que le champ élec- 
trique n'est susceptible de lever la dégénérescence totalement que 
dans le cas d’un système tel que la somme des spins des parti- 
cules est un nombre entier. Pour un système dont la somme des 
spins est demi-entière, tous les niveaux doivent être doublement 
dégénérés dans tout champ électrique, à deux différents états de 
même énergie correspondant des spineurs complexes conjugués ? 
(H. À. Kramers, 1930). 

Faisons encore une remarque de caractère mathématique. Une 
relation de la forme (60,4) avec une constante réelle C représente, 
au point de vue mathématique, la condition que l’on puisse faire 
correspondre aux composantes du spineur un groupe de grandeurs 


1 Lorsque la somme 2,5, est entière (demi-entière), il en est de même 
de toutes les valeurs possibles du spin total S du système. 

3 Si le champ électrique a une symétrie poussée (cubique), il peut y avoir 
dégénérescence quadruple (voir $ 99 et le problème qui lui fait suite). 
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réelles; c'est ce qu'on peut appeler condition de «réalité» du 
spineur'. L'’irréalisation de la relation (60,4) pour n impair si- 
gnifie qu'on ne peut faire correspondre une quantité réelle à aucun 
spineur de rang impair. Par contre, lorsque n est pair, la condi- 
tion (60,4) peut être réalisée, C peut être réelle. Notamment on 
peut faire correspondre à un spineur symétrique de rang 2 un 
vecteur réel, pourvu que soit réalisée la condition (60,4) avec C = 1 : 


ARS = pau 
[on peut s’en convaincre au moyen des formules (57,8-9)]. En 


général, la condition (60,4) avec C = 1 est la condition de «réalité » 
d’un spineur symétrique de rang pair arbitraire. 


1 Il serait absurde de parler de la réalité du spineur au sens strict du 
mot, puisque des spineurs conjugués complexes se transforment différemment. 


CHAPITRE IX 
IDENTITE DES PARTICULES 


$ 61. Principe d’indiscernabilité de particules identiques 


En mécanique classique, des particules identiques (disons des 
électrons), malgré l'identité de leurs propriétés physiques, ne per- 
dent pas pour autant leur «individualité»: on peut imaginer que 
les particules constituant le système physique envisagé ont été 
«numérotées» à un certain instant, puis l’on suivra le mouvement 
de chacune d’elles sur sa trajectoire; on pourra alors identifier les 
particules à n'importe quel instant. 

En mécanique quantique, par contre, la situation est tout autre. 
Nous avons déjà dit à maintes reprises que, en vertu du principe 
d'incertitude, la notion de trajectoire de l’électron est absolument 
dénuée de sens. Si la position de l’électron est exactement connue 
à l'instant présent, à l'instant suivant ses coordonnées n’ont plus 
de valeurs déterminées. Ceci étant, localisant les électrons et les 
numérotant à un certain instant, nous ne sommes guère avancés 
quant à leur identification aux instants ultérieurs; ayant localisé 
l’un des électrons à un autre instant en un certain point de l’espace, 
nous ne pouvons préciser de quel électron il s’agit. 

Ainsi donc, en mécanique quantique il n'existe en principe aucune 
possibilité de suivre séparément des particules identiques et, partant, 
de les discerner. C’est dire qu'en mécanique quantique des particules 
identiques perdent complètement leur «individualité». L'identité 
des particules en ce qui concerne leurs propriétés physiques a ici un 
ee très profond — elle aboutit à l’indiscernabilité totale des par- 
ticules. 

Ce principe d'indiscernabilité de particules identiques joue un 
rôle majeur dans la théorie quantique des systèmes constitués de 
particules identiques. Envisageons d’abord un système de deux 
particules seulement. En raison de leur identité,-les états du système 
se déduisant l’un de l’autre simplement par permutation des deux 
particules doivent être absolument équivalents au point de vue 
physique. C'est dire que par cette permutation la fonction d'onde 
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du système ne peut changer que par un facteur de phase inessentiel. 
Soit (E:, £.) la fonction d'onde du système, E,, E, désignant con- 
ventionnellement les ensembles des trois coordonnées et de la projec- 
tion du spin de chacune des particules. On aura alors: 


Ÿ(Ë1 b2) = H(És, 1), 


æ étant une certaine constante réelle. Effectuant une nouvelle per- 
mutation, nous retournons à notre état initial, la fonction 
se trouvant multipliée par e*. On a donc c#%*—1, ou ét —=+1. 
De la sorte, W(£,, E)= + #(&, E). 

Nous sommes conduits à ce résultat que deux éventualités seule- 
ment sont à envisager : ou bien la fonction d’onde est symétrique 
(c'est-à dire qu’elle ne change pas du tout dans la permutation des 
particules), ou bien elle est antisymétrique (elle change de signe 
dans la permutation). Il est évident que les fonctions d'onde de 
tous les états d’un seul et même système doivent posséder la même 
symétrie; sinon, la fonction d'onde d’un état représentant la super- 
position d'états de différentes symétries ne serait ni symétrique, ni 
antisymétrique. 

Ce résultat se généralise aussitôt aux systèmes constitués d’un 
nombre quelconque de particules identiques. En effet, en raison de 
l'identité des particules, il est clair que si un couple quelconque de 
ces particules jouit de la propriété de pouvoir être décrit, par exem- 
ple, par des fonctions d'onde symétriques, il en sera de même de 
tout autre couple de telles particules. C'est pourquoi la fonction 
d'onde de particules identiques doit ou bien rester absolument 
inchangée dans la permutation de n'importe quel couple de parti- 
cules (et donc dans n'importe quelle permutation des particules), 
ou bien encore elle doit changer de signe dans la permutation de 
chaque couple. La fonction d’onde est dite symétrique dans le premier 
cas, antisymétrique dans le second. 

La propriété de description ou bien par des fonctions d’onde 
symétriques, ou bien par des fonctions d'onde antisymétriques 
dépend de la nature des particules. On dit des particules décrites 
par des fonctions antisymétriques qu’elles obéissent à la sfatistique 
de Fermi-Dirac et on les appelle fermions, les particules décrites 
par des fonctions symétriques obéissent à la sfafistique de Bose- 
Einstein et sont appelées bosons:. . 


1 Cette terminologie a son origine dans l'appellation des statistiques 
décrivant un gaz parfait constitué de particules avec, respectivement, des fonc- 
tions d'onde antisymétriques ou symétriques. En réalité, nous avons affaire 
ici non seulement à des statistiques différentes, mais encore, en fait, 
à des mécaniques différentes. La statistique de Fermi a été proposée par 
E. Fermi, pour les électrons en 1926, et son lien avec la mécanique quantique 
a été explicité la même année par P. 4. M. Dira. La statistique de Bose 
a été proposée par S. N. Bose pour les quanta lumineux et généralisée par 
A. Einstein (1924). 
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La mécanique quantique relativiste montre (cf. IV $ 25) que la 
statistique régissant des particules est univoquement liée à leur 
spin: les particules à spin demi-entier sont des fermions, celles à 
spin entier sont des bosons. 

La statistique des particules complexes est déterminée par la 
parité du nombre des fermions élémentaires dont elles sont consti- 
tuées. En effet, la permutation de deux particules complexes identi- 
ques équivaut à la permutation simultanée de plusieurs couples de 
particules élémentaires identiques. La permutation des bosons 
n'affecte aucunement la fonction d'onde, celle des fermions change 
son signe. Aussi les particules complexes contenant un nombre impair 
de fermions élémentaires obéissent-elles à la statistique de Fermi, 
et celles qui en contiennent un nombre pair, à la statistique de 
Bose. Bien entendu, ce résultat s'accorde avec la règle générale 
indiquée plus haut : une particule complexe a un spin entier ou 
demi-entier selon que le nombre des particules de spin demi-entier 
qui la composent est pair ou impair. 

Ainsi, les noyaux atomiques à poids atomique impair (c’est-à- 
dire constitués d’un nombre impair de protons et de neutrons) 
obéissent à la statistique de Fermi, et ceux à poids pair à la statis- 
tique de Bose. Pour ce qui est des atomes contenant en même temps 
que les noyaux des électrons, la statistique est déterminée de toute 
évidence par la parité ou l’imparité de la somme du poids et du 
numéro atomiques. 

Cohsidérons un système constitué de N particules identiques dont 
on peut négliger l’interaction. Soient 4,, ÿ,, . . . les fonctions d'onde 
des divers états stationnaires dans lesquels peut se trouver chaque 
perticule séparément. L'état du système entier peut être déterminé 
en énumérant les numéros des états où se trouvent diverses parti- 
cules. La question se pose de savoir comment doit être formée la 
fonction d'onde du système tout entier à partir de 1,, ,,.. 

Soient P;, Pa --., PA les numéros des états où se trouvent 
diverses particules (certains de ces numéros peuvent se répéter). 
Pour un système de bosons, la fonction d'onde 4 (&,, E., ..., En) 
s'exprime par une somme de produits de la forme: 


Pou(E1) Doi (Es) - - + Po (En), (61,1) 


avec toutes les permutations possibles des indices distincts p,, ps. ..: 
une telle somme jouit, évidemment, de la propriété de symétrie 
exigée. Ainsi, pour un système de deux particules se trouvant dans 
des états différents (p, # p,): 


PE Ë) = 7 Lho(E1) Po, (Ë1) + Po, (Es) Po (E1)l. (61,2) 


Le facteur 1/V2 a été introduit pour la normalisation (toutes les 
fonctions 4,, w,, ... sont orthogonales et supposées normalisées). 
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Dans le cas général d'un système de particules en nombre N 
quelconque, la fonction d'onde normalisée est 


p=— (ui Na En Ebe En). d rs (61,3) 


la somme portant sur toutes les permutations de p,, p,, ..., py 
à indices distincts, et les N; indiquant combien de ces indices ont 
la même valeur i (on a s:=N). Lors de l'intégration! du carré 
lp sur dé, dE, ... dE, fous les termes s'annulent, excepté les car- 
rés des modules de chacun des termes de la somme ; étant donné que 
le nombre total de termes dans la somme (61,3) est, de toute évi- 
dence, NI/N,IN,1 ..., on obtient précisément de là le coefficient 
normalisant dans (61,3). 

Pour un système de fermions la fonction d'onde + est une com- 
binaison antisymétrique des produits (61,1). Ainsi, on a pour un 
système de deux particules : 


PE, Es) = Lo, (E) Pos (Es) — Do, (Es) bo, (E)]. (61,4) 


Dans le cas général de N particules, la fonction d’onde d'un sys- 
tème s'écrit sous forme de déterminant : 


Yo, (8) Ÿni (8) sure | ZA (En) 
Ÿ = 7 V, (8) Ÿr (8). * ns (En) . (61 ,5) 


ee 


Von (8) Von (6). Q Ÿoy (En) 


La permutation de deux particules se traduit ici par l'échange de 
deux colonnes, le déterminant changeant alors de signe. 
L'expression (61,5) entraîne l’important résultat suivant. Si 
deux quelconques des numéros p,, p,... sont identiques, le détermi- 
nant a alors deux lignes identiques et il est identiquement nul. 11 
est non nul si tous les numéros p,, p,, ... sont différents. De la 
sorte, dans un système de fermions identiques deux particules (ou 
plus) ne peuvent se trouver simultanément dans un seul et même 
état. C'est ce qu’on appelle principe de Pauli (W. Pauli, 1925). 


$ 62. Interaction d'échange 


Le fait que la présence de spin chez les particules ne soit pas 
notée dans l'équation de Schrôdinger n'infirme pas cette équation 
et tous les résultats qui en découlent. Le fait est que l’interaction 


1 Par intégration sur dË on sous-entend conventionnellement (ici et aux 
$ 64, 65) l'intégration sur les coordonnées avec sommation sur c. 
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électrique des particules ne dépend pas de leurs spins!. Au point 
de vue mathématique, cela signifie que l’hamiltonien d’un 
système de particules en interaction électrique (en l'absence de 
champ magnétique) ne contient pas les opérateurs de spin, et quand 
il est appliqué à la fonction d'onde il n'agit nullement sur les va- 
riables de spin. C'est pourquoi l'équation de Schrôdinger est vérifiée 
en réalité par chacune des ccmposantes de la fonction d'onde: en 
d'autres termes, la fonction d'onde du système de particules peut 
s'écrire sous forme du produit. 


PE &2) = X(0,, 0,...)p(r, rs...) 


d'une fonction q des seules coordonnées des particules par une fonc- 
tion x de leurs spins (on appellera la première fonction de coordonnées 
ou orbitale, et la seconde, fonction d'onde de spin). L'équation de 
Schrôdinger ne détermine en fait que la fonction d'onde des coordon- 
nées @, laissant arbitraire 4. Dans tous les cas où le spin lui-même 
des particules est sans intérêt pour nous, on pourra donc appliquer 
l’équation de Schrôdinger, en identifiant la fonction d'onde avec 
la seule fonction des coordonnées, comme on procédait dans les 
chapitres précédents. 

Cependant, il apparaît qu'en dépit de ladite indépendance de 
l'interaction électrique des particules de leur spin, il existe une 
dépendance spécifique de l’énergie du système de son spin total, qui 
découle, en fin de compte, du principe d'indiscernabilité de parti- 
cules identiques. 

Considérons un système constitué seulement par deux particules 
identiques. Résolvant l'équation de Schrôdinger, on trouve une 
série de niveaux d'énergie, à chacun de ces niveaux correspondant 
une certaine fonction d'onde des coordonnées œ(r,, r,) symétrique 
ou antisymétrique. En effet, en raison de l'identité des particules, 
l'hamiltonien (et l'équation de Schrôdinger avec lui) du système 
est invariant dans les permutations. Si les niveaux d'énergie sont 
non dégénérés, dans la permutation des coordonnées r, et r, la 
fonction (r,, r,) ne peut différer que par un facteur constant; 
permutant encore une fois, on s'assure que ce facteur ne peut être 
que +] ?. 

Supposons d’abord que les particules aient un spin nul. Le fac- 
teur de spin de telles particules est absent, et la fonction d'onde 
se réduit à la seule fonction des coordonnées  (r,, r,), qui doit être 
symétrique (les particules de spin nul obéissant à la statistique de 


1 Cela n'est vrai que dans la mesure où seule est en jeu l’approximation 
non relativiste. Lorsqu'on tient compte des effets relativistes, l'interaction de 
particules chargées depend de leurs spins. 

3 S'il y a dégénérescence, on peut toujours choisir des combinaisons linéai- 
res des fonctions relatives au niveau donné de sorte qu'elles vérifient aussi 
cette condition. 
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Bose). De la sorte, tous les niveaux d'énergie obtenus en résolvant 
formellement l'équation de Schrôdinger ne peuvent effectivement 
être réalisés; ceux auxquels correspondent des fonctions antisymé- 
triques @ sont impossibles pour le système considéré. 

La permutation de deux particules identiques équivaut à l’opé- 
ration d’inversion du système de coordonnées (l'origine étant prise 
au milieu de la droite joignant les deux particules). Par ailleurs, 
dans l’inversion la fonction d'onde @ se trouve multipliée par 
(—1)!, { étant le moment orbital du mouvement relatif des deux 
particules (voir $ 30). Confrontant ces considérations avec ce qui 
précède, nous concluons qu’un système de deux particules identiques 
de spin nul ne peut posséder qu’un moment orbital pair. 

Ensuite, soit un système constitué par deux particules de spin 
1/2 (disons des électrons). Alors la fonction d'onde complète du 
système [savoir le produit de œ (r,, r;,) et de la fonction de 
spin % (6,, 0,)] doit être forcément antisymétrique relativement à 
la permutation des deux particules. Dès lors, si la fonction des 
coordonnées est symétrique, la fonction de spin sera antisymétrique, 
et vice versa. Nous écrirons la fonction de spin sous forme spino- 
rielle, c’est-à-dire sous forme de spineur de rang 2, chaque in- 
dice correspondant au spin d'un électron. À une fonction symétri- 
que relativement aux spins, des deux particules correspond un 
spineur symétrique (4 = ), et et à une fonction antisymétrique, 
un spineur antisymétrique (# x). Or, nous savons qu’un 
spineur symétrique de rang 2 décrit on système de spin total unité, 
et qu’un spineur antisymétrique se réduit à un scalaire, ce qui 
correspond à un spin nul. 

Nous aboutissons ainsi au résultat suivant. Ceux des niveaux 
d'énergie auxquels correspondent des solutions symétriques  (r,, r,) 
de l'équation de Schrôdinger peuvent virtuellement être réalisés 
lorsque le spin total du système est nul, c’est-à-dire lorsque les 
spins des deux électrons sont antiparallèles et s’annulent. En ce 
qui concerne les valeurs de l'énergie liées à des fonctions @(r,, r,) 
antisymétriques, elles exigent que le spin total soit égal à 1, 
c'est-à-dire que les spins des deux électrons doivent être « parallèles ». 

En d’autres termes, les valeurs possibles de l'énergie d’un sys- 
tème d'électrons dépendent de son spin total. Ceci étant, il est 
loisible de parler d’une certaine interaction spécifique des particules 
conduisant à cette dépendance. Cette interaction est dite d'échange. 
C'est un effet purement quantique, qui disparaît complètement 
(ainsi que le spin) au passage limite à la mécanique classique. 

Le cas étudié du système de deux électrons a ceci de caractéris- 
tique qu’il correspond à chaque niveau d'énergie une valeur détermi- 
née du spin total:0 ou 1. Une telle correspondance univoque des 
valeurs du spin aux niveaux d'énergie subsiste, comme nous le 
verrons plus bas ($ 63), dans le cas des systèmes constitués d’un 
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nombre arbitraire d’électrons. Néanmoins, elle disparaît pour les 
systèmes constitués de particules dont le spin dépasse 1/2. 

Considérons un système de deux particules de spin arbitraire s. 
Sa fonction d’onde de spin est un spineur de rang 4s: 


2s 2s 
es, om, 
ui po... 


la moitié (2s) des indices correspondant au spin de l’une des parti- 
cules, l’autre moitié au spin de l’autre particule. Le spineur est 
symétrique relativement aux indices de chaque groupe. La permu- 
tation des deux particules se traduit par la permutation du premier 
groupe d'indices À, u,... avec le second groupe p, o, ... Pour 
obtenir la fonction de spin de l’état du système de spin total S, il 
faut contracter ce spineur sur 2s—S couples d'indices (chaque 
couple contenant un indice du groupe À, um, ... et un indice du 
groupe p, 6, ...) et symétriser par rapport aux autres: on obtient 
ainsi un spineur symétrique de rang 2S. 

Or, on sait que la contraction d’un spineur sur un couple d’indi- 
ces revient à former une combinaison antisymétrique relativement 
à ces indices. Aussi, permutant les particules, la fonction d'onde 
de spin se trouve-t-elle multipliée par (—1}?-$. 

Par ailleurs, la fonction d'onde totale du système de deux parti- 
cules est multipliée par (—1)?* dans leur permutation (c'est-à-dire 
par +1 pour s entier et par —1 pour s demi-entier). Il en résulte 
que la symétrie de la fonction d'onde des coordonnées dans la 
permutation des particules est déterminée par le facteur (— 1), 
dépendant seulement de S. 

Ainsi, nous arrivons à ce résultat que la fonction d'onde des 
coordonnées d’un système de deux particules identiques est symé- 
trique ou antisymétrique selon que le spin total est pair ou impair. 

Nous rappelant ce qui a été dit précédemment sur le lien entre 
la permutation des particules et l’inversion des coordonnées, on 
conclut de même que lorsque le spin S est pair (impair), le moment 
orbital du système sera forcément pair (impair). 

Nous retrouvons donc ici encore une certaine dépendance entre 
les valeurs possibles de l'énergie du système et le spin total, mais 
cette dépendance n'est pas tout à fait univoque. Les niveaux d'éner- 
gie auxquels correspondent des fonctions d’onde des coordonnées 
symétriques (antisymétriques) peuvent être réalisés pour toutes les 
valeurs paires (impaires) de S. 

Calculons le nombre d'états différents d’un système de deux 
particules à valeurs paires et impaires de S. La quantité S par- 
court 2s+1 valeurs: 2s, 2s— 1, ..., 0. Pour chaque S donné on 
a 2S+4-1 états se distinguant par la valeur de la composante du 
spin sur l'axe des z [en tout (2s + 1)* états distincts]. Soit s entier. 
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Parmi les 2s + 1 valeurs de S, s + 1 sont alors paires et s impai- 
res. Le nombre total d'états avec des S pairs est égal à la somme 


2 ,0S+10=(s+ 10 (+1 


S=0,2,..., 


les s(2s + 1) autres états ont leurs S impairs. On trouve de la 
même façon que pour s demi-entier on a s(2s+41) états avec S 
pair et (s+ 1)(2s + 1) états avec S impair. 


Problèmes 


1. Déterminer la séparation d'échange des niveaux d'énergie d'un système 
pese électrons ; l'interaction des électrons est considérée comme une pertur- 

ation. 

Solution. Soient les particules (abstraction faite de leur interaction) 
dans des états de fonctions d'onde orbitales m,(r) et 2 (r). Aux états du systè- 
me de spin total S—0 et S=1 correspondent, respectivement, les produits 
symétrisé et antisymétrisé : 


= 7 [Pi (r1) Pa (Ta) + Pa (Fa) Pa (r1)]. 


Les valeurs moyennes de l'opérateur d'interaction des particules U(rs —r;) 
dans ces états sont A+J, avec 


A= [ue (1810 tr dv dv 


k J = f Uni) qilrs) Pa (ra) ps (r:) dV: dv, 


(l'intégrale J est dite d'échange). Omettant la constante additive À sans carac- 
tère d'échange, on trouve ainsi les déplacements des niveaux: AE, =, 
AE; = — J (l'indice indique la valeur de S). Ces quantités peuvent être repré- 
sentées comme les valeurs propres de l'opérateur spinoriel d'échange! 


2 l FRS 
Péchange = — 3 Ÿ À + 45) (1) 


(pour les valeurs propres du produit siS2, voir prob. 2, & 55). 

Si, par exemple, les électrons se rapportent à des atomes différents, l'inté- 
grale d'échange décroît exponentiellement lorsque la distance R entre les 
atomes croît. Îl ressort de la structure de l’expression sous le signe d'’intégra- 
tion que cette intégrale est déterminée par le <chevauchement » des fonctions 
d'onde des états q1(r1) et Pa (ra) ; tenant compte de la loi de décroissance asymp- 
totique des fonctions d'onde du spectre discret [comp. (21,6)], on trouve : 


J me tatenr, H=T V 2m| El, Me V 2ml E:|, 


E;, Ea étant les niveaux d'énergie de l’électron dans les deux atomes. 

2. Même problème pour un système de trois électrons. 

Solution. Tenant compte de la formule (1) du premier problème, 
nous écrirons l'opérateur de l'interaction d'échange deux à deux du système 


1 Cet opérateur a été introduit par Dirac. 
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de trois électrons sous la forme 
a 1 x A 
Véchange= Fr Ea( +2 ) , (1) 


la sommation mettant en jeu les couples d'indices 12, 13, 23. Les éléments 


matriciels des opérateurs scss entre états à différentes valeurs des couples de 
nombres 64, 6, sont donnés par les formules (55.6) ; on trouve : 


Ua Ua | SaSb | Va VaD = 17e, €/a — 1Jal SoSb la — V/9> = le 
Cl /g—1/al SaSbl — 1/a 2D =1/e. 

Nous commencerons par déterminer l'énergie répondant à da plus grande 
valeur possible de la projection du spin total Ms=o +0:+02 cC'est-à- 
dire à la valeur Ms = 3/2; nous aurons déterminé par là même l'énergie de 
l'état de spin total S — 3/2. Calculant l'élément matriciel diagonal correspon- 
dant de l'opérateur (1), on trouve 


AE, = — (dis + dis + Jas). 


Passons ensuite aux états avec Ms — 1/2. Cette valeur de Ms peut être 
réalisée de trois manières, selon que 0,, ü: ou ©, est égal à —1/2 (les autres à 
1/2). Nous obtiendrions ainsi pour ces états une équation séculaire du troisième 
degré. Cependant, le calcul se simplifie d'emblée remarquant qu'une des raci- 
nes de cette équation doit correspondre à l'énergie déjà trouvée de l'état avec 
S = 3/2, l'équation séculaire étant alors divisible par AE — AE,, ; cette cir- 
COnsRnee nous fait grâce ici du calcul du terme constant dans l'équation cu- 

ique !. 

En l'occurrence, calculant les termes de plus hauts degrés de l'équation, 
on trouve 


(AEP + (Jia + Jis + J2s) (AEP + 
+ [isdis + Jisles + Jisles — (Ja + Jfs + J3)] AE +... =0, 


et divisant par AE + Jis + Jis + Jes, on trouve deux niveaux d'énergie répon- 
dant aux états de spin S = 1/2: 


Esp, = € [Pa + Ja + ds — Jind is — dis as — Jis/asl 


De la sorte, on a en tout trois niveaux d'énergie, conformément au calcul 
effectué dans le problème de la fin du $ 63. 

3. Dans quels états le noyau BeS peut se désintégrer en deux particules &? 

Solution. Une particule æ& ne possédant pe de spin, le système de deux 
particules & ne peut avoir qu'un moment orbital pair (coïncidant avec le 
moment total), et ses états sont pairs. Aussi ladite désintégration n'est possible 
que pour des états pairs du noyau Be5 de moment total pair. 


$ 63. Symétrie dans les permutations 


Considérant un système constitué seulement par deux particules, 
nous pouvions affirmer que ses fonctions d’onde des coordonnées 
des états stationnaires o (r,, r,) doivent être ou bien symétriques, ou 
bien antisymétriques. Dans le cas général d’un système d’un nombre 
arbitraire de particules, les solulions de l’équation de Schrôdinger 


1 Ce procédé est particulièrement utile dans les calculs analogues pour les 
systèmes d’un plus grand nombre de particules. 


£ 63] SYMÊTRIE DANS LES PERMUTATIONS 271 


(fonctions d’onde des coordonnées) ne doivent nullement être symé- 
triques ou antisymétriques dans la permutation d'un couple arbi- 
traire de particules, comme cela a lieu pour les fonctions d'onde 
complètes (comprenant le facteur de spin). Cela est dû à ce que la 
permutation des seules coordonnées de deux particules ne correspond 
pas encore à leur permutation physique. L'identité physique des par- 
ticules entraîne uniquement l'invariance de l'hamiltonien du sys- 
tème dans les permutations des particules, et donc si une certaine 
fonction est solution de l'équation de Schrôdinger, il en sera de même 
des fonctions déduüites par différentes permutations des variables. 

Faisons quelques remarques préliminaires sur les permutations 
en général. Dans un système de N particules N! permutations sont 
possibles en tout. Si l’on suppose que toutes les particules ont été 
numérotées, on pourra représenter chaque permutation par une suite 
déterminée des nombres 1, 2, 3, ... Chaque suite de ce genre peut 
être déduite de la suite naturelle 1, 2, 3, ... par des permutations 
successives de couples de particules. Une permulation est dite paire 
ou impaire selon qu'elle est réalisée par un nombre pair ou impair de 
transpositions de deux particules. Désignons par P les opérateurs des 
permutations des N particules et introduisons la quantité 6, égale 
à +1 si P est une permutation paire, et à —1 si la permutation est 
impaire. Si @ est une fonction symétrique par rapport à toutes 
les particules, alors 


Pp=9. 
et si elle est antisymétrique par rapport à toutes les particules, 


Pe = 6. 
A partir d’une fonction arbitraire @(r,, r,, ..., rx) on peut 
former une fonction symétrique par syméfrisation comme suit : 


Pay = const 2 Pp, (63,1) 


la sommation mettant en jeu toutes les permutations possibles. 
Pour ce qui est de la formation d’une fonction antisymétrique, 
on peut l'écrire sous la forme: 


Panti = CONSt 26/Py. (63,2) 


Retournons à la question du comportement des fonctions d'onde 
d’un système de particules identiques dans les permutations!. 


1 Au point de vue mathématique, le problème consiste à {rouver les repré- 
sentations irréductibles du groupe des permutations. L'exposé approfondi de 
la théorie mathématique des groupes des permutations est donné dans les ou- 
vrages : H. Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik, 1931 ; M. Hammer- 
mesh, Group Theory and its Applications to physical Problems; J. Kaplan, 
Symétrie des systèmes pluri-électroniques, Editions e Naouka», Moscou, 1969 (en 
russe). 
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Le fait que l’hamiltonien du système A soit symétrique par rapport 
à toutes les particules signifie au point de vue mathématique qu'il 
commute avec tous les opérateurs de permutations P. Cependant, 
ces opérateurs ne commutent pas entre eux et ne peuvent donc 
être ramenés simultanément à la forme diagonale. Cela signifie 
que les fonctions @ ne peuvent être choisies de manière que chacune 
d'elles soit symétrique ou antisymétrique relativement à chaque 
permutation de deux particules ?. 

Posons le problème de la détermination des tÿpes de symétrie 
possibles de fonctions œ(r,, r,, ..., ry) de N variables (ou d’ensem- 
bles de plusieurs fonctions de ce genre) par rapport aux permutations 


Fig. 21 


des variables. La symétrie doit être telle qu'elle ne puisse plus 
être élevée, c'est-à-dire que toute nouvelle opération de symétri- 
sation ou d’antisymétrisation appliquée à ces fonctions donne une 
combinaison linéaire de ces fonctions ou identiquement zéro. 

Nous connaissons déjà deux opérations conduisant à des fonctions 
à symétrie maximum: la symétrisation et l'antisymétrisation sur 
toutes les variables. On peut les généraliser comme suit. 

Décomposons l'ensemble des N variables r,, r,, ..., rx (ou, ce 
qui revient au même, des indices 1, 2, 3,..., N) en plusieurs lignes 
contenant N,, N,, ... éléments (variables); avec N,+N,+... 
... = N. Une telle partition peut être illustrée par un schéma (dit 
schéma d'Young), dans lequel chacun des N,, N,, ... est repré- 
senté par une ligne de plusieurs cases (ainsi, on a représenté sur la 
fig. 21 le schéma des partitions 6+4+4+3+3+1+1 et 
7+5+5+383+1+1 de N—22); chaque case contient l'un 
des nombres 1, 2, 3, ... Si l'on dispose les lignes par ordre de lon- 
gueur décroissante (comme sur la fig. 21), le schéma contiendra non 
seulement des lignes, mais encore des colonnes. 

Symétrisons une fonction arbitraire @(r,, r,,...,rn) par Apport 
aux variables entrant dans la composition de chaque ligne. Ceci 
fait, l’antisymétrisation ne pourra mettre en jeu que les variables 


1 C'est seulement pour un système de deux particules qu'on a un opérateur 
de permutation unique, pouvant être diagonalisé en même temps que l’hamiltonien. 
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appartenant à des lignes différentes, l’antisymétrisation sur deux 
variables d'une même ligne donne, évidemment, identiquement zéro. 

Ayant choisi une variable par ligne, on peut, sans nuire à la géné- 
ralité, considérer qu’elles viennent en tête (après symétrisation, peu 
importe quel est l’ordre des variables dans chaque ligne); anti- 
symétrisons sur ces variables. Supprimant ensuite la première 
colonne, antisymétrisons sur des variables choisies à raison d’une 
dans chaque ligne raccourcie; on pourra de nouveau considérer 
que ces variables occupent les premières cases. Continuant ce pro- 
cessus, nous sommes conduits à une fonction d'abord symétrisée 
par rapport aux variables de chaque ligne, puis antisymétrisée par 
rapport aux variables de chaque colonne (bien entendu, une fois 
antisymétrisée, la fonction cesse, en général, d’être symétrique par 
rapport aux variables de chaque ligne; la symétrie n'est conservée 
que vis-à-vis des variables des cases de la première ligne qui dé- 
passent les autres lignes). 

Répartissant les N variables de diverses manières suivant les 
lignes du schéma d'Young (la répartition dans les cases de chaque 
ligne n'est pas essentielle), on obtient ainsi un certain nombre de 
fonctions qui, lorsqu'on permute arbitrairement les variables, se 
transforment entre elles'. 11 convient, toutefois, de souligner que 
toutes ces fonctions ne sont pas linéairement indépendantes; le 
nombre de fonctions indépendantes est, en général, inférieur au 
nombre de répartitions possibles des variables suivant les lignes 
du schéma; nous n'’insisterons pas là-dessus =. 

De la sorte, chaque schéma d’Young détermine un type de symé- 
trie des fonctions par rapport aux permutations. Etablissant tous 
les schémas d’Young possibles (pour N donné), nous trouverons 
tous les types de symétrie possibles. Cela revient à faire toutes 
les décompositions (partitions) de N en la somme de plusieurs en- 
tiers, N lui-même donnant une partition (ainsi, pour N = 4, on a les 
partitions possibles: 4,341, 242, 2+1+1, 1+1+1+1). 

On peut faire correspondre à chaque niveau d'énergie du sys- 
tème un schéma d’Young déterminant la symétrie permutationnelle 
des solutions correspondantes de l'équation de Schrôdinger ; alors, 
il correspond à chaque valeur de l'énergie plusieurs fonctions 
distinctes se transformant entre elles lors des permutations. La 
présence de cette «dégénérescence de permutation» est liée à la 


1 On pourrait symétriser et antisymétriser dans l'ordre inverse: antisy- 
métriser d’abord par rapport aux variables dans chaque colonne, puis symétri- 
ser par rapport aux variables dans les lignes. Mais cela ne donne rien de nou- 
veau, car les fonctions déduites par ces deux procédés sont des combinaisons 
linéaires les unes des autres. 

? Les fonctions indépendantes qui se transforment entre elles forment une 
base pour la représentation irréductible du groupe des permutations. Le nombre 
de ces fonctions est la dimension de la représentation. Pour le cas des parti- 
cules de spin 1/2, il est déterminé au problème 1 à la fin de ce paragraphe. 
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non-commutativité déjà mentionnée des opérateurs P, dont chacun 
commute avec l'hamiltonien (cf. $ 10, p. 41). Mais il convient de 
souligner que ce fait ne signifie pas qu'il existe une dégénérescence 
physique supplémentaire, quelle qu’elle soit, des niveaux d'énergie. 
Multipliées par les fonctions de spin, toutes ces différentes fonc- 
tions d'onde des coordonnées entrent dans une combinaison déter- 
minée — dans la fonction d'onde complète — satisfaisant (suivant 
le spin des particules) à la condition de symétrie ou d’antisymétrie. 

Parmi les différents types de symétrie, il en existe toujours 
(pour N donné) deux contenant chacun une seule fonction. L'une 
de ces fonctiors est symétrique sur toutes ses variables, l’autre 
antisymétrique (dans le premier cas, le schéma d'Young se résume 
à une ligne de N cases, dans le second, à une colonne). 

Venons-en aux fonctions d'onde de spin %(0,, 6,, ..., ôn). 
Leurs types de symétrie dans les permutations des particules sont 
déterminés ici encore par les schémas d'Young, les projections des 
spins des particules jouant le rôle des variables. La question se 
pose de savoir quel est le schéma correspondant à la fonction de 
spin, étant donné le schéma de la fonction des coordonnées. Sup- 
re d’abord que les particules possèdent un spin entier. Alors 
a fonction d'onde complète 1 doit être symétrique par rapport à 
toutes les particules. Pour cela, la symétrie des fonctions de spin 
et des coordonnées doit être déterminée par un seul et même schéma 
d'Young, et la fonction d'onde complète # s'exprime par des com- 
binaisons bilinéaires des unes et des autres; nous passerons outre 
ici à la question de l'établissement de cette combinaison. 

Supposons à présent que les particules soient de spin demi- 
entier. Alors la fonction d'onde complète sera antisymétrique par 
rapport à toutes les particules. On montre qu'à cet effet les sché- 
mas d’Young de la fonction des coordonnées et de la fonction de 
spin doivent être duals: se déduire l’un de l’autre en échangeant 
les lignes et les colonnes (il en est ainsi des deux schémas repré- 
sentés sur la fig. 21). 

Etudions dans le détail le cas important du spin 1/2 (par 
exernple des électrons). Chacune des variables de spin o;, o,, 
parcourt ici deux valeurs seulement: + 1/2. Etant donné qu'une 
fonction antisymétrique par rapport à deux variables quelconques 
s’annule lorsque ces variables prennent la même valeur, il est 
clair que la fonction x ne peut être antisymétrisée que sur des 
couples de variables; déjà lorsqu'on antisymétrise sur trois varia- 
bles deux d’entre elles auront certainement des valeurs identiques, 
de sorte qu'on obtient identiquement zéro. 

Ainsi, pour un système d'électrons les schémas d’'Young des 
fonctions de spin ne peuvent contenir que des colonnes d’une ou 
deux cases (c'est-à-dire une ou deux lignes seulement); dans les 
schémas des fonctions des coordonnées, la même chose se répète 
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pour la longueur des lignes. Le nombre de types possibles de 
symétries de permutation pour un système de NW électrons est donc 
égal au nombre de partitions de N en la somme de chiffres 1 et 
de chiffres 2. Pour N pair, ce nombre vaut N/2+1 (partitions 
avec 0,1 ..., N/2 fois le chiffre 2) et pour N impair (NW + 1)/2 
(partitions avec 0, 1, ..., (N—1)/2 fois 2). Ainsi, la fig. 22 
représente les schémas possibles (de coordonnées et de spin) pour 
N=A4. 

II est facile de voir que chacun de ces types de symétrie (c'est- 
à-dire chaque schéma d’Young) correspond à un spin total déterminé 
S du système d'électrons. Nous considérerons les fonctions de spin 
sous forme de spineur #4 de rang N, les indices (chacun correspon- 
dant au spin d’une particule) étant précisément les variables occu- 
pant les cases des schémas d'Young. Considérons le schéma spinoriel 


APE 
0 En 


S =2 S=1 S=0 
Fig. 22 


constitué de deux lignes de N,et N,cases (N,+N,=N,N,>N,). 
Chacune des NW, premières colonnes contient deux cases, et le spineur 
doit être antisymétrique sur les couples d'indices correspondants. 
Sur les indices occupant les n—N,—N, dernières cases de la pre- 
mière ligne, le spineur doit être symétrique. Or, on sait qu'un tel 
spineur de rang N se réduit à un spineur symétrique de rang n, 
auquel correspond un spin total S=n/2. Retournant aux schémas 
des fonctions des coordonnées, on peut dire qu’un schéma de n 
lignes d’une case chacune correspond à un état de spin total S—n/2. 
Pour N pair, le spin total peut prendre les valeurs entières de 0 
à N7/2, et pour N impair, les valeurs demi-entières de 1/2 à N/2, 
comme il se doit. 

Soulignons qu'une telle correspondance univoque des schémas 
d’Young au spin total n'a lieu que pour les systèmes de particules 
de spin 1/2: nous nous en sommes déjà assurés au paragraphe 
précédent dans le cas d’un système constitué de deux particules 
seulement. Pour un système de NW particules de spin s la fonction 
d'onde de spin est formée par le produit de N spineurs symétri- 
ques de rang 2s, c'est-à-dire que c'est un spineur de rang 2Ns. Si 
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l'on symétrise ce spineur conformément à un schéma d'Young 
composé par V cases, alors, avec les composantes indépendan- 
tes d’un tel spineur symétrisé on peut former d’ordinaire plusieurs 
jeux de combinaisons linéaires, dont chacun correspond à différen- 
tes valeurs du spin total S du système. 

De même que pour les particules de spin 1/2 le schéma d’Young 
des fonctions de spin ne peut contenir de colonnes à plus de deux 
cases, pour les particules de spin arbitraire s la longueur des 
colonnes ne saurait excéder 2s + 1 cases. 

Si le nombre de particules N dans le système est un entier 
multiple de 2s+1, on a parmi les schémas d’Young possibles 
un schéma rectangulaire dont toutes les colonnes contiennent 
2s+ 1 cases. A un tel schéma correspond une valeur déter- 
minée du spin total: S=—0. D'où l'on peut déduire qu’à deux 
schémas quelconques (de spin) d'Young qu'on peut composer en- 
semble en rectangle de hauteur 2s+ 1 correspondent les mêmes 
valeurs de S'. Cette déduction résulte simplement du fait que, 
quand on ajoute deux moments, le moment total ne peut être nul 
que si les moments ajoutés sont de même grandeur. 

Pour conclure ce paragraphe, revenons au fait précédemment 
mentionné (ci. note de la page 75) que, pour un système de 
plusieurs particules identiques, on ne peut affirmer que la fonction 
d'onde de son état stationnaire d'énergie minimum n'a pas de 
nœuds. Nous sommes à présent en mesure de préciser cette remar- 
que et de dégager son origine. 

Une fonction d'onde sans nœuds (il s'agit d’une fonction d'onde 
des coordonnées) doit nécessairement être symétrique par rapport 
à toutes les particules; si elle était antisymétrique dans la per- 
mutation d’un couple quelconque de particules 1, 2, elle s'annule- 
rait pour r,=r,. Mais si le système est constitué de trois élec- 
trons et plus, on ne peut avoir de fonction d'onde des coordonnées 
entiérement symétrique (le schéma d'Young de la fonction des coor- 
données ne peut avoir de lignes de plus de deux cases). 

Ainsi, bien que la solution de l'équation de Schrôdinger corres- 
pondant à la plus petite valeur propre n'ait pas de nœuds (en 
vertu d’un théorème du calcul des variations), cette fonction peut 
être physiquement inadmissible ; alors, à l’état normal du système 
ne correspondra pas la plus petite des valeurs propres de l'équation 


1 Tels sont, par exemple, les couples suivants de schémas (pour s= 1): 


1 5 
T1 
its Lits 


Les schémas complémentaires l’un de l'autre sont représentés par des traits 
pleins et des traits pointillés. 
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de Schrôdinger, et la fonction d'onde de cet état aura, en général, 
des nœuds. 

Dans le cas des particules de spin demi-entier s une telle 
situation se présente dans les systèmes à plus de 2s + 1 particules. 
En ce qui concerne les systèmes constitués de bosons, une fonc- 
tion d'onde des coordonnées entièrement symétrique est toujours 
possible. 

Problèmes 


1. Déterminer le nombre de niveaux d'énergie avec diverses valeurs du 
spin total S pour un système de W particules de spin 1/2. 

Solution. La valeur donnée de la projection du spin total du système 
Ms = So peut être réalisée de 


N! 
D nr ER VE FRE VA 
(rs) 1 (ms): 
manières (nous attribuons © = 1/2 àaN/2 + Ms particules, et aux autres o — —1/2). 


A chaque niveau d'énergie de valeur de S donnée correspondent 2S + 1 états 
de valeurs Ms—S, S—1,..., —S. Aussi conçoit-on facilement que le nom- 
bre des différents niveaux de valeur de S donnée soit 


Po à MEET | 
5+S+! 1(5-s) 


Le nombre total n = ZE n(S) des différents niveaux d'énergie est égal à 
S 


a=f(0)= T. 2 
lorsque W est pair, et à I k : 
ie CEST 


lorsque N est impair. 

2. Trouver les valeurs du spin total S réalisées dans les différents types 
de symétrie des fonctions de spin d'un système de deux, trois ou quatre par- 
ticules de spin 1 

Solution. Pour deux particules, la correspondance est établie par le 
fait que le facteur multipliant la fonction de spin lors de la permutation des 
particules doit être égale à (—1)#-S (cf. fin du $ 62). On déduit de là la 
correspondance pour les particules de spin s= 1: 


90] » () 
Fr An 


SI! 


Les schémas d’Young pour un système de trois particules s'obtiennent en 
ajoutant aux schémas (1) une case de toutes les manières possibles. Ceci 
peut s'écrire sous formes d'égalités symboliques : 
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a) b) 
CD + En 
| 


CD x © 


a2 
1,1,2,3 
b) c) 
u x] = Hi + 
1 
{ 
——.,.——— 
01,2 


Sous les schémas sont indiquées les valeurs de S, les valeurs du spin total du 
système de trois particules (schémas de droite) s'obtenant des spins des systè- 
mes de deux et d'une particule (schémas de gauche) d'après la règle de compo- 
sition des moments!. La répartition des valeurs obtenues de S entre les divers 
schémas de droite peut s'établir en remarquant qu’au schéma c) (colonne à trois 
cases) correspond S—0; aussi au schéma b) correspondent les valeurs restan- 
tes (dans la seconde égalité) 1 et 2, et au schéma a), les valeurs restant après 
b) (dans la première égalité) 1 et 3: 


d b) L)) 
TD HA 


S=1,2 
Sal 
Les schémas d'Young pour un système de 4 particules s'obtiennent en 
ajoutant une case aux schémas (2) (étant observée la condition que les co- 
lonnes ne contiennent pas plus de trois cases) : 


a) b) 
COLDI*x 0 =CIT 0) + En 
1,3 1 
0,1,2,2,34 


*0-p0+ + 


72 
d 
X O = 
1 
0 1 . 
1 La double répétition du chiffre 1 sous les schémas de droite est Jiée au 


fait que cette valeur du moment apparaît une fois quand on ajoute les mo- 
ments 0 et 1, et une seconde fois quand on ajoute les moments 2 et 1. 


Q1,1,2,2,3 
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Le schéma c) forme avec le schéma (la) un rectangle dont les colonnes sont à 
trois cases; dès lors, il lui répond les mêmes valeurs S —0, 2 que pour 
(la). Les valeurs de S pour le schéma b s'établissent d’après le reste dans la 
seconde égalité, et puis pour le schéma a) d'après le reste dans la première 


égalité : 
CID O0 ‘3 
S=024 (3) 
Sa] 


S=123 S=02 


$ 64. Seconde quantification. 
Cas de la statistique de Bose 


En théorie des systèmes constitués par un grand nombre de 
particules identiques, un emploi très large est fait d'une méthode 
particulière, connue sous le nom de seconde quantification. Cette 
méthode s'impose tout particulièrement en théorie relativiste, où 
l'on considère des systèmes dont le nombre de particules lui-même 
est variable. 

Soit W,(E), W,(E), … un système complet de fonctions d'onde 
orthonormales des états stationnaires d’une particule :. Elles peuvent 
être les états d’une particule dans un champ extérieur arbitrairement 
choisi, mais d'ordinaire on prend simplement des ondes planes — 
les fonctions d'onde d’une particule libre à valeurs déterminées 
de l'impulsion (et de la projection du spin). Alors, afin de ramener 
le spectre des états au spectre discret, on considère le mouvement 
de particules dans un domaine de l'espace grand mais fini; pour 
le mouvement dans un volume fini, les valeurs propres des com- 
posantes de l’impulsion parcourent un ensemble discret (et les in- 
tervalles entre valeurs voisines sont en raison inverse des dimensions 
linéaires du domaine et tendent vers zéro quand ces dimensions 
croissent). 

Dans un système de particules libres les impulsions des parti- 
cules sont séparément conservées. Par là, sont aussi conservés 
les nombres d'occupation des états: les nombres N,, N,, ... indi- 
quant combien de particules se trouvent dans chacun des états 
Ÿis V2, -.. Dans un système de particules interagissantes les im- 
pulsions de chacune d'elles ne sont plus conservées, si bien que 
les nombres d'occupation eux non plus ne sont pas conservés. Pour 
un tel système on ne saurait parler que de la distribution des pro- 


! La méthode de seconde quantification a été développée par Dirac pour 
les photons en application à la théorie du rayonnement (1927), puis elle a été 
étendue aux fermions par E. Wigner et P. Jordan (1928). 

? Ainsi qu’au $ 61, E désigne l'ensemble des coordonnées et de la projection 
o du spin de la particule, et on entend par intégration sur dE l'intégration sur 
les coordonnées avec sommation sur c. 
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babilités des diverses valeurs des nombres d'occupation. Proposons- 
nous de construire un outil mathématique où ce sont précisément 
les nombres d'occupation (et non les coordonnées et les projections 
des spins des particules) qui jouent le rôle de variables indépendantes. 

Dans un tel outil, les états du système sont décrits par une 
fonction d'onde «dans l’espace de nombres d'occupation», notée 
O(N,, N,, ...; t) (pour souligner qu'elle diffère de la fonction 
d'onde usuelle de coordonnées Ÿ'(E,, E,, ...; £). Le carré du module 
|O}* détermine les probabilités des diverses valeurs des nombres 


Nas 

Conformément à un tel choix des variables indépendantes, on 
devra aussi formuler les opérateurs des diverses grandeurs physiques 
(entre autres l'hamiltonien du système) en termes de leur action 
sur les fonctions des nombres d'occupation. On est conduit à une 
telle formulation en prenant pour point de départ la représentation 
matricielle usuelle des opérateurs. Alors, on devra considérer les 
éléments de matrice des opérateurs par rapport aux fonctions d'onde 
des états stationnaires du système de particules non interagissantes. 
Comme ces états peuvent être décrits en se donnant des valeurs 
déterminées des nombres d'occupation, par là sera dégagé le caractère 
de l’action des opérateurs sur ces variables. 

Envisageons, dans un premier temps, un système de particules 
obéissant à la statistique de Bose. 

Soit f{ l'opérateur d'une grandeur quelconque se rapportant à 
une particule (à la a-ième), c'est-à-dire agissant seulement sur les 
fonctions des variables E,. Introduisons l'opérateur symétrique par 
rapport à toutes les particules 


Fo= Zi (64,1) 


(sommation sur toutes les particules) et déterminons ses éléments 
matriciels relativement aux fonctions d'onde (61,3). Tout d’abord, 
on conçoit que les éléments matriciels ne soient pas nuls seulement 
pour les transitions n’altérant pas les nombres N,. N,... (éléments 
diagonaux) et pour les transitions telles que l’un de ces nombres 
se trouve augmenté et un autre diminué d’une unité. En effet, 
comme chacun des opérateurs f{? agit seulement sur une fonction 
dans le produit 4,, (Ë:) be, (63) - . Vo, (Em), ses éléments matriciels 
ne peuvent être non nuls que pour les transitions avec changement 
d'état d’une particule; c’est dire que le nombre de particules se 
trouvant dans un état diminue, et dans l’autre état il augmente 
respectivement d’une unité. Le calcul de ces éléments matriciels 
est très simple; il est plus facile de le faire soi-même que de suivre 
l'exposé. Aussi nous contenterons-nous d'apporter le résultat. Les 
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éléments non diagonaux sont égaux à: 
Ni Nx—l [FA Nr 1 ND= FE V NN. (64,2) 


Nous indiquons seulement les indices dont l’élément matriciel est 
non diagonal, omettant pour la brièveté les autres. Ici f# est 
l'élément matriciel 


Bb = (ur © 4, &. (64,3) 
Comme les opérateurs f{° se distinguent seulement par la nota- 
tion des variables sur lesquelles ils agissent, les intégrales (64,3) 
ne dépendent pas de l'indice a, et celui-ci est omis. Les éléments 
matriciels diagonaux de F‘” sont les valeurs moyennes de F" dans 
les états Yrvin, … . Le calcul donne: 


FH=ZIPN: (64,4) 

Introduisons à -présent les principaux opérateurs dans la méthode 
de seconde quantification à,, agissant désormais non plus sur les 
fonctions des coordonnées, mais sur les nombres d'occupation. Par 
définition, agissant sur la fonction O(N,, N,, ...), l'opérateur 4, 
réduit d'une unité la valeur de la variable N;, en même temps 
qu'il multiplie la fonction par VN,: 


GOUN,, Nas Ne) = VON ON, Nas, Nil, .…). (64,5) 


On peut dire que d; réduit d'une unité le nombre de particules 
se trouvant dans le i-ème état ; d'où son nom d'opérateur d'anni- 
hilation de particules. Il peut s'écrire sous forme de matrice, dont 
l'unique élément non nul est 


NrllalNo=V Ni. (64,6) 


L'adjoint 4! de à, est représenté, par définition (cf. (11,9)), par 
la matrice à élément unique 


CNilat|Ni—D=<Ni—tia No =V Nr. (64,7) 
Cela signifie que, agissant sur O(N,, N,, ...), il augmente N, de 1: 
Gt O(N,, Nav Nine) = VON +IOUN,, Nas cs Ni l,...). (64,8) 


En d’autres termes, l’opérateur 4}? augmente de 1 le nombre de 
particules dans le i-ème état; d’où son nom d'opérateur de création 
de particules. 

Agissant sur la fonction d'onde, le produit d/4,ne peut que la 
multiplier par une constante, laissant toutes les variables N,, N,, … 
inchangées : à, réduit la variable N, de 1, après quoi df ramène 
cette variable à sa valeur primitive. La multiplication directe des 
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matrices (64,6) et (64,7) montre effectivement que d*4, est repré- 
senté par une matrice diagonale à éléments diagonaux égaux à N.. 
On peut écrire 


CA = Ni. (64,9) 
On trouve de même: 
dû = N;+1. (64,10) 
La différence de ces expressions donne la règle de commutation de 
â; et dj: 
ââj —jà, = 1. (64,11) 


Les opérateurs à indices i et k différents, qui agissent sur des 
variables différentes (N, et N,), commutent : 


= 


aa—aû;=0, aa —ata,=0 (ik). (64,12) 


Partant des propriétés ci-dessus de a, et a, il est facile de 
voir que l'opérateur 


Pur Y fipata, (64,13) 
CAL] 


coïncide avec (64,1). En effet, tous les éléments matriciels calculés 
à l’aide de (64,6-7) coïncident avec les éléments (64,2-4). C'est là 
un résultat majeur. Dans (64,13) les fl sont simplement des nom- 
bres. De la sorte, nous sommes arrivés à exprimer un opérateur 
ordinaire agissant sur une fonction des coordonnées sous la forme 
d'un opérateur agissant sur des fonctions de nouvelles variables, 
des variables d'occupation N 

Le résultat déduit s'étend facilement à des opérateurs de la 
forme 


Fo DRE (64,14) 


a>b 


fe étant un opérateur de grandeur physique concernant simultané- 
ment un couple de particules et agissant donc sur des fonctions 
de E, et E,. Des calculs analogues montrent qu’un tel opérateur 


peut s'exprimer en fonction des opérateurs a, et a comme suit : 


Poe Y (o}harata a, (64,15) 
ER.l,m 
avec 


(= À vi (6) vi (.) Tép, (6) +, (E.) dE dE. 


Ces formules s'étendent aussitôt à des opérateurs de forme 
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arbitraire (F® = Yi [&, etc.) symétriques par rapport à toutes les 


particules. 

Au moyen de ces formules on peut aussi exprimer en fonction 
des opérateurs a,;, af l'hamiltonien d'un système physique de N 
particules identiques interagissantes. L’hamiltonien d’un tel systè- 
me est évidemment symétrique par rapport à toutes les particules. 
A l’approximation non relativiste! il ne dépend pas des spins des 
particules et peut être représenté sous sa forme générale comme suit : 


à = -Zf fs + px Ur, n)+ D U®(re re r)+... (64,16) 
a>b>e 

Ici A! est la — de l'hamiltonien dépendant des coordonnées 

d'une ‘seule particule (de la a-ième) : 


fm =— As +U%(r,), (64,17) 


U'"(r,) étant l'énergie potentielle d’une particule dans le champ 
extérieur. Les autres termes dans (64,16) correspondent à l'énergie 
d'interaction des particules, les termes dépendant respectivement 
des coordonnées de deux particules, de trois particules, etc., 
ayant été séparés l'un de l’autre. 

Une telle écriture de l’hamiltonien permet d’appliquer directe- 
ment les formules (64,13), (64,15) et autres formules analogues. 
Ainsi donc, 


A=ZHyata+s D (U®)Aätafaa,+... (64,18) 
CAE: L,Rk,lm 


Telle est l'expression cherchée de l’hamiltonien sous forme d’opé- 
rateur agissant sur les fonctions des nombres d'occupation. 

Dans le cas d'un système de particules non interagissantes, seul 
le premier terme subsiste dans (64,18): 


À = 2 HYaÿ a. (64,19) 
{, 


Si l'on a choisi à titre de fonctions 4, les fonctions propres de 
l'hamiltonien H‘“ d’une des particules, la matrice H®Ÿ est alors 
diagonale et ses éléments sont les valeurs propres de l’énergie de 
la particule e;. De la sorte, 


À = 2 e;at a, $ 
remplaçant l'opérateur a a, par sa valeur propre (64,9), on obtient 


1 En l'absence de champ magnétique. 
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pour les niveaux d’énergie du système l'expression 
; . 
E = 2 e;N;, 


résultat trivial attendu. 
L'appareil mis en œuvre ici peut se transcrire sous une forme 
plus compacte en introduisant ce qu'on appelle opérateurs v 


O= ZE à*6= Zi Et, (64,20) 


les variables £ étant considérées comme des paramètres. En vertu 
de ce qui a été dit sur les opérateurs à,, aÿ, il est clair que 
l'opérateur ÿ diminue et ÿ* augmente le nombre total de particu- 
les dans le système d'une unité. 

Il est facile de voir que l'opérateur + (E,) crée une particule 
au point E,. En effet, l'action de l'opérateur a* a pour effet de créer 
une particule dans l'état de fonction d'onde #;(Ë). Il en résulte 


que l’action de l’opérateur * (&,) a pour effet de créer une parti- 
cule dans l’état de fonction d'onde 


Z vi (E) bi Ge) = 8 (6 —&) 


(nous avons utilisé la formule (5,12)), ce qui correspond à une 
particule à valeurs déterminées des coordonnées (et du spin)2. 

La règle de commutation des opérateurs ÿ se déduit directe- 
ment des règles de commutation de a,, aï: 


. | PER E)— DE) Ÿ (E)=0, (64.21) 
DE) D+ EN IDE) = 24: E) E)=6E—E). (64,22) 


Un opérateur deux fois quantifié F4 s'écrit à l'aide des opéra- 
teurs w sous la forme 


Far = + (@) fe (6) d (64,23) 


(il est supposé ici que fi” agit dans ÿ(£) sur les fonctions des 


paramètres Ë). En effet, substituant ici et b* sous la forme (64,20) 
et notant la définition (64,3), on retrouve la formule (64,13). 


1 Notons l'analogie entre les expressions (64,20) et le développement 
= 2arÿi d'une fonction d'onde arbitraire suivant un système complet de 
fonctions. Ici, il se quantifie en quelque sorte de nouveau, d'où le qualificatif 
de RUE quantification donné à la méthode tout entière. 
Ô (Œ—£Ëo) désigne conventionnellement le produit 


5 (x— xo) Ô (Y — Yo) Ô (Z— 20) Bo, 
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De même, on aura au lieu de (64,15) 


Fos (té EP ENTO EE. (64,2 


En particulier, l’hamiltonien du système, exprimé au moyen 
des opérateurs w, s'écrit sous la forme 


h-({—H tr oao+vveébé@)eæ+ 
+4 (Ep EIUPE FRENPEEE" +... (64,25) 


L'opérateur #*(E)#(E) construit avec les opérateurs de façon 
analogue au produit 1#*W, lequel définit la densité de probabilité 
pour une particule dans l'état de fonction d’onde 1, est appelé 
opérateur de densité des particules. Quant à l'intégrale 


N=($bæ, (64,26) 


elle joue dans l'appareil de seconde quantification le rôle d’opéra- 
teur du nombre total de particules dans le système. En effet, en 
substituant dans (64,26) les opérateurs 1 sous la forme (64,20) et 
considérant que les fonctions d'onde sont orthonormales, on obtient 
N = Safa;. Chaque terme de cette somme est l’opérateur du nombre 
de particules dans le i-ème état, et en vertu de (64,9) ses valeurs 
propres sont égales aux nombres d’occupation W;,: or, la somme 
de tous ces nombres est le nombre total de particules dans le 
système !. 

Enfin, notons que si le système est constitué de différents 
bosons, il conviendra d'introduire dans la méthode de seconde 
quantification les opérateurs respectifs a, a* pour chaque genre 
de particules. Il est alors évident que les opérateurs relatifs aux 
différents genres de particules commutent entre eux. 


$ 65. Seconde quantification. Statistique de Fermi 


Tout le côté fondamental de la méthode de seconde quantifica- 
tion subsiste pour les systèmes constitués de fermions identiques. 
Quant aux formules concrètes pour les éléments matriciels des 
grandeurs et pour les opérateurs a;, elles changent, bien entendu. 

La fonction d'onde Wy,w,… prend à présent la forme (61,5). 
Vu l’antisymétrie de cette fonction, la question se pose de prime 


1 Pour les systèmes avec un nombre donné de particules, ces affirmations 
(ainsi que les pos de l’hamiltonien d'un système de particules li- 
bres (64,19)), sont triviales. Cependant, leur généralisation en théorie relativiste 
conduit à des résultats nouveaux nullement triviaux (cf. IV & 11). 
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abord du choix de son signe. Dans le cas de la statistique de Bose 
il n'en était pas question, car, vu la symétrie de la fonction d'onde, 
son signe, une fois choisi, était conservé dans toutes les permutations 
des particules. Pour rendre le signe de la fonction (61,5) déterminé, 
convenons de l'établir comme suit. Numérotons une fois pour tou- 
tes consécutivement tous les états #;. Puis nous remplirons les 
lignes du déterminant (61,5) toujours de sorte que 


P, < Pa Ps < +. <Pm (65,1) 


les colonnes étant occupées par des fonctions de variables distinctes 
dans l'ordre Ë,, E,, ..., En. 11 ne peut y avoir deux nombres égaux 
parmi P,, P», -.., sinon le déterminant s'annulerait. En d’autres 
termes, les nombres d'occupation N, ne peuvent prendre que les 
valeurs 0 et I. 

Considérons de nouveau un opérateur de la forme (64,1) F® = 
= Ÿ ff. Pour les mêmes raisons qu’au $ 64, ses éléments matri- 
ciels ne seront pas nuls que pour les transitions laissant inchangés 
tous les nombres d'occupation et pour les transitions telles que l’un 
d'eux (N;) diminue d’une unité (passe de 1 à 0) et un autre (W,) 
augmente d'autant (passe de O0 à 1). On trouve facilement que, 
pour i<k, 

Cl FOTO, 19 = fP(— DEEE, (65,2) 


On a désigné ici par 0,, 1, les valeurs N,=0, N,=1, et le symbole 
(k, !) désigne la somme des nombres d'occupation de tous les 
états du k-ième au l-ième!: 


ul 
2, D= 2 Ne 

Pour les éléments diagonaux, on retrouve la formule primitive (64,4) 

ER — S'fo 
FU EN (65.3) 
Pour que l'opérateur Far puisse être mis sous la forme (64,13), 
les opérateurs a; doivent être déterminés comme les matrices d’élé- 

ments : 

Olallo=<lilaf|0>=(—1DE0 D, (65,4) 


Multipliant ces matrices entre elles, on obtient (pour k> i) 
li, Ofatal0;, 1,» =<1;, 0,faf|0;, 0,2 <0;, 0,1a10;, 1,» = 
=(—1)2 0 -D(—I)E UE D4E (+1, =D 


ou 
la Olatasl0;, 1D=(—1)2 C4 k-D, (65,5) 


1 Pour i>k on écrira l’exposant dans (65,2) DITES îi—1). Pour 
{= k + 1, on remplacera ces sommes par des zéros. 
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Si i—k, la matrice de aa, est diagonale, ses éléments étant égaux 
à l’unité pour N;,=1 et à zéro pour N;,—=0; c'est ce- qu'on écrit: 
aa; = N;. (65,6) 


Substituant ces expressions dans (64,13), nous retrouvons effective- 
ment (65,2-3). 


Multipliant af et a, dans l'ordre inverse, il vient 
ln Olaat|0;, 15 =<1; Olalls 19<1; lilat10, 1 = 
=(—1)2 04 D+E GEI R= DEEE ÉD +l 
ou 
li, O,fasaf|0;, 1,9 = —(—1)E4+t En, (65,7) 


Comparant (65,7) avec (65,5), on voit que ces quantités sont de 
signes opposés, de sorte que 


ata+aat=0 (ik). 
On trouve pour la matrice diagonale a,at 
ajat =1—N, (65,8) 
Ajoutant à (65,6), il vient : 
aa +afa;= 1. 


Les deux égalités déduites peuvent se condenser en une seule : 


ajat +aÿa;= jp. (65,9) 

Effectuant des calculs analogues, on obtient pour les produits de 
ä; et à, les relations 

ââ, +; =0 (65,10) 


(en particulier, 44; = 0). 

De la sorte, on voit que les opérateurs â; et 4, (ou 4f) avec ik 
sont anticommutatifs, alors qu'ils commutaient dans la statistique 
de Bose. Rien de plus naturel. Dans le cas de la statistique de 
Bose, les opérateurs 4, et 4, étaient absolument indépendants; 
chacun des opérateurs 4, n’agissait que sur une seule variable N;, 
et le résultat de cette action ne dépendait pas des valeurs des autres 
nombres d'occupation. Dans le cas de la statistique de Fermi, par 
contre, le résultat de l’action de l’opérateur 4; dépend non seulement 
du nombre N; lui-même, mais encore de tous les nombres d'occupa- 
tion des états précédents, comme il résulte de la définition (65,4). 
Aussi l’action d'opérateurs distincts 4;, 4, ne peut-elle être consi- 
dérée comme indépendante. 

Les propriétés des opérateurs &;, 4f ayant été ainsi définies, 
toutes les autres formules (64,13-18) subsistent intégralement. Sont 
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également conservées les formules (64,23 à 25) exprimant les opé- 
rateurs de grandeurs physiques en fonction des opérateurs v définis 
par (64,20). En ce qui concerne les règles de commutation (64,21) 
et (64, 22), elles sont remplacées par les égalités 


Ÿ+ (E’) Ÿ (E) + DE) D* (E’) = 5 (E —E"), (65,11) 
D (E”) D (E) + DE) (E’) = 0. (65,12) 


Si un système est constitué de particules différentes, on intro- 
duira séparément pour chaque genre de particules’ les opérateurs de 
seconde quantification (comme on l’a déjà dit à la fin du paragraphe 
précédent). Les opérateurs relatifs aux bosons et fermions commutent 
alors. Pour ce qui est des opérateurs relatifs à différents fermions, 
on peut admettre formellement, dans les limites de la théorie non 
relativiste, qu’ils commutent ou bien qu'ils anticommutent ; dans 
les deux hypothèses, l'application de la méthode de seconde quanti- 
fication aboutit aux mêmes résultats. 

Cependant, ayant en vue l’application ultérieure en théorie re- 
lativiste, où les transmutations des particules sont permises, nous 
considérerons que les opérateurs de création et d'’annihilation de 
divers fermions sont anticommutatifs. Cette circonstance devient 
évidente si l’on considère en tant que particules « différentes » deux 
états internes différents d’une seule et même particule complexe. 


CHAPITRE X 
L'ATOME 


$ 66. Niveaux énergétiques de l'atome 


A l’approximation non relativiste, les états stationnaires de l’ato- 
me sont déterminés par l'équation de Schrôdinger pour un système 
d'électrons gravitant dans le champ coulombien du noyau et en 
interaction électrique ; les opérateurs du spin des électrons ne parti- 
cipent aucunement à cette équation. Comme on le sait, dans le 
cas d’un système de particules dans un champ central symétrique 
extérieur sont conservés le moment orbital total Let la parité d'état. 
Ceci étant, chaque état stationnaire de l'atome sera caractérisé par 
une valeur déterminée du moment L et par sa parité. En outre, les 
fonctions d'onde des coordonnées des états stationnaires d’un système 
de particules identiques jouissent d’une symétrie de permutation 
déterminée. Nous avons vu au $ 63 que, dans le cas d’un système 
d'électrons, il correspond à chaque type de symétrie permutatrice 
(c'est-à-dire à un schéma d'Young déterminé) une valeur déterminée 
du spin total du système. Aussi tout état stationnaire de l'atome 
sera-t-il de même caractérisé par le spin total S des électrons. 

Un niveau énergétique de valeurs de S et L données est dégénéré 
suivant les différentes directions possibles des vecteurs S et L dans 
l’espace. La multiplicité de la dégénérescence dans les directions de 
Let S est respectivement égale à 2L+1 et 2S+1. Au total, la 
multiplicité de la dégénérescence d’un niveau avec L et S donnés 
est donc égale au produit (2L+ 1) (2S +1). 

Or, en réalité, on a dans l'interaction électromagnétique des 
électrons des effets relativistes qui dépendent de leurs spins. De ce 
fait, l'énergie de l’atome dépend non seulement de la grandeur des 
vecteurs L et S, mais aussi de leur disposition relative. A strictement 
parler, lorsqu'on tient compte des interactions relativistes, le mo- 
ment orbital L et le spin S de l’atome ne sont plus conservés sé- 
parément. Seule subsiste la loi de conservation du moment total 
J=L+S, quiest une loi universelle exacte résultant de l’isotropie 
de l'espace vis-à-vis d'un système fermé. Ceci étant, les niveaux 
exacts de l'énergie doivent être caractérisés par les valeurs J du 
moment total. 
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Toutefois, si ces effets relativistes sont relativement faibles 
(comme cela a lieu en maints cas), on pourra les faire intervenir 
comme perturbation. Sous l’influence de cette perturbation, le niveau 
dégénéré à L et S donnés «se scinde» en une série de niveaux 
voisins se distinguant par les valeurs du moment total J. Ces niveaux 
sont déterminés (en première approximation) par l’équation séculaire 
correspondante ($ 39), et leurs fonctions d’onde sont (à l’approxi- 
mation zéro) des combinaisons linéaires déterminées des fonctions 
d'onde du niveau primitif dégénéré avec L et S donnés. A cette 
approximation, on peut donc, comme auparavant, considérer que 
les valeurs absolues du moment orbital et du spin (mais non leurs 
directions) se conservent et caractériser les niveaux également par 
les valeurs de L et S. 

De la sorte, les effets relativistes se traduisent par la séparation 
du niveau de valeurs données de L et S en une série de niveaux avec 
différentes valeurs de J. C'est ce qu’on appelle sfructure fine (ou 
désintégration multiplet) du niveau. Comme on le sait, J parcourt 
les valeurs de L+S à |L—S]; ceci étant, le niveau avec L et S 
donnés se désintègre en 2S+1 (si L>S) ou 2L+1 (si L<S) 
niveaux distincts. Chacun d'eux reste dégénéré dans les directions 
du vecteur J: la multiplicité de cette dégénérescence est égale à 
2J +1. On vérifierait aisément que la somme des nombres 2J +1 
avec toutes les valeurs possibles de J est, comme il se doit, égale 
à (2L+1) (2S+1). 

Les niveaux d'énergie atomiques (qu’on appelle fermes spectraux 
des atomes) se désignent conventionnellement par des symboles 
analogues à ceux utilisés pour les états de diverses particules de 
valeurs déterminées du moment ($ 32). À savoir, les états de diver- 
ses valeurs du moment orbital total L se désignent par des majuscules 
latines avec la correspondance suivante : 

L=0 1 23 4 5 6 7 8 9 10... 
SPDFGHIKLM N... 
On écrit en haut à gauche de ce symbole le nombre 2S+1, dit 
multiplicité du terme (il faut, cependant, avoir en vue que ce nombre 
ne coïncide avec le nombre de composantes de la structure fine du 
niveau que pour L>S):. On indique en bas à droite la valeur du 
moment total J. Ainsi, les symboles 2P1,, 2P:7, désignent les ni- 
veaux avec L=1, S—1/2, J—1/2, 3/2. 


$ 67. Etats des électrons dans l’atome 
Un atome avec plus d’un électron est un système complexe d’élec- 
trons en interaction évoluant dans le champ du noyau. Pour un tel 


1 Pour 2S+ 1 = 1, 2, 3, .… on dit respectivement niveaux singulet, dou- 
blet, triplet, … 
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système, on peut, à strictement parler, considérer seulement les 
états du système dans son ensemble. Cependant, il se trouve qu'on 
peut introduire dans l'atome, avec une bonne approximation, la 
notion d'états de chaque électron, en tant qu'états stationnaires du 
mouvement d'électron dans un certain champ central symétrique 
effectif créé par le noyau et tous les autres électrons. En général, 
ces champs sont différents pour les différents électrons dans l’atome, 
et ils doivent être déterminés tous simultanément, puisque chacun 
d'eux dépend des états de tous les autres électrons. Un tel champ 
est dit self-consistent. 

Le champ self-consistent étant central symétrique, chaque état 
de l’électron est caractérisé par une valeur déterminée de son moment 
orbital /. Les états d'un électron individuel se numérotent pour ! 
donné (dans l'ordre d'énergie croissante) au moyen du nombre 
quantique principal n parcourant les valeurs n=1+1, 1+2, ...; 
un tel choix de l’ordre de numération est établi en accord avec celui 
adopté pour l'atome d'hydrogène. Cependant, la suite de croissance 
des niveaux d'énergie avec différents ! dans les atomes complexes 
est en général différente de celle de l’atome d'hydrogène. Pour ce 
dernier l'énergie ne dépend pas de /, de sorte que les états à n 
plus grands sont toujours doués de plus grandes énergies. Dans 
les atomes complexes, le niveau avec n—5, {=0, par exemple, 
est situé plus bas que le niveau avec n—4, [=2 (pour plus de 
détails, voir $ 73). 

On convient de noter les états de divers atomes avec différents n 
et { par un symbole constitué par un chiffre, indiquant la valeur du 
nombre quantique principal, et par une lettre, indiquant la valeur 
de /.1 Ainsi, 4d désigne l'état avec n—4, [—2. La description 
complète de l'état de l'atome exige, concurremment à l'indication 
des L, S, J totaux, l’énumération des états de tous les électrons. 
Ainsi, le symbole 1s2p°P, désigne l'état de l’atome d’hélium avec 
L=1, S—1, J—0, les deux électrons se trouvant dans les états 
1s et 2p. Si l’on a plusieurs électrons dans des états de mêmes ! 
et n, on met ce fait en évidence au moyen d’un indice supérieur ; 
ainsi, 3p* désigne deux électrons dans les états 3p. On qualifie de 
configuration électronique la distribution des électrons dans l’atome 
suivant les états avec différents {, n. 

Pour ! et n donnés, l'électron peut avoir différentes projections 
de son moment orbital (m) et de son spin (0) sur l’axe des z. Pour / 
donné, m parcourt 2/+1 valeurs; le nombre o, lui, est limité 
aux deux valeurs +1/2. Aussi a-t-on en tout 2(2/ + 1) états distincts 
avec les mêmes n, / ; de tels états sont dits équivalents. En vertu du 


! Une autre terminologie est aussi en usage, où les électrons de nombres 
ri principaux n=1, 2, 3 .… sont appelés électrons des couches 
, L, M, … (voir $ 74). 
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principe de Pauli, on ne peut trouver dans chacun d’eux qu’un seul 
électron. De la sorte, 2(2/+ 1) électrons au plus peuvent prendre 
simultanément les mêmes valeurs n, { dans l’atome. On dit de l’en- 
semble des électrons occupant tous les états avec n, ! donnés qu'ils 
constituent une couche complète du type donné. 

La différence dans l'énergie des niveaux atomiques possédant 
des L, S différents pour une même configuration électronique ! est 
due à l’interaction électrostatique des électrons. Les différences de 
ces énergies sont d'ordinaire relativement petites — plusieurs fois 
plus petites que les distances entre les niveaux de différentes confi- 
gurations. En ce qui concerne la disposition mutuelle des niveaux 
de même configuration, mais avec des L, S différents, on a la règle 
de Hund empirique (F. Hund, 1925): 

Possède la plus petite énergie le terme qui, pour la configuration 
électronique donnée, a la plus grande valeur possible de S et la 
plus grande valeur (possible pour ce même S) de L 

Montrons comment on peut trouver les termes atomiques possi- 
bles pour une configuration électronique donnée. Si les électrons ne 
sont pas équivalents, on détermine directement les valeurs possibles 
L, S suivant la règle d'addition des moments. Ainsi, pour la confi- 
guration np, n’p (n et n°’ distincts) le moment orbital total L peut 
avoir les valeurs 2, 1, 0 et le spin total les valeurs S—0, 1: les 
combinant entre eux, on obtient les termes 1:3S, 1.3P, 13D. 

Si l’on a affaire à des électrons équivalents, des restrictions appa- 
raissent, imposées par le principe de Pauli. Considérons, par exemple, 
une configuration de trois électrons p équivalents. Pour {=1 
(état p) la projection m du moment orbital peut prendre les valeurs 
m=1l, 0, —1, de sorte qu’on peut avoir six états avec les couples 
de nombres m, © suivants: 


a) 1, 1/2,  b) O0, 1/2, ce) —1, 1/2, 
a’) 1, —1/2, b') 0, —1/2, c') —1, —1/2. 


Les trois électrons peuvent occuper à raison de un n'importe lequel 
de ces trois états. On obtient finalement les états de l'atome avec 
les valeurs suivantes des projections M,=Ÿm, Ms= Yo du mo- 


: Nous faisons abstraction ici de la structure fine de chaque niveau mul- 
tiplet. 

pe La condition que S soit maximum peut être justifiée comme suit. Envi- 
sageons, par exemple, un système de deux électrons. On peut avoir ici S —0 
ou S—= 1, au spin 1 correspondant une fonction d'onde des coordonnées 
Œlrs, fs) antisymétrique. Lorsque r, =r;, une telle fonction s'annule; en 
d'autres termes, dans l'état avec S = 1 la probabilité de trouver les deux élec- 
trons dans le voisinage l’un de l’autre est petite. Le résultat en est que leur 
répulsion électrostatique est moindre, et donc l'énergie. D'une manière 
analogue, dans le cas d'un système de plusieurs électrons, au spin maximum 
correspond la fonction d'onde des coordonnées ela plus antisymétrique ». 
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ment orbital total et du spin: 
a+a’+b) 2, 1/2 a+a’+c) 1, 1/2, a+bæ+c) 0, 3/2, 
a+b<+b") 1, 1/2, a+b +c’)0, 1/2, 
a+b”+c) 0, 1/2, 
a’ +b+c) 0, 1/2 
(on peut omettre les états avec M,, M, négatifs, ne donnant rien 
de nouveau). L'existence d’un état avec M,=2, Ms=1/2 montre 
que le terme D doit figurer; à ce terme doivent correspondre 
encore respectivement un état avec (1, 1/2) et un état avec (0, 1/2). 
On a encore un état avec (1, 1/2), de sorte que le terme °? doit 
figurer ; il lui correspond également un des états avec (0, 1/2). 
Restent, enfin, les états (0, 3/2) et (0, 1/2), correspondant au terme #S. 
Ainsi donc, pour une configuration de trois électrons p équivalents 
me peut avoir respectivement qu’un seul terme des types ?D, 
2 « 
’ Tableau 1 


Termes possibles pour les configurations 
d’électrons équivalents 


P, p°, | °P 


p', pt, | SD *P 
p° 2PD 4 
d, d& | :p 
di, & | 1SDG SPF 
&, d' | *PDFGH  4PF 
2 
dt, dt | 1SDFGI SPDFGH  5D 
22 3 2 3 
di SPDFGHI 4PDFG  °S 
322 


Dans le tableau 1 sont énumérés les termes possibles pour diffé- 
rentes configurations d'électrons p et d équivalents. Les nombres 
sous les symboles des termes indiquent le nombre de termes du 
type donné que l’on a pour la configuration donnée, s’il excède 
l'unité. Pour la configuration avec le maximum d’électrons équi- 
valents (s?, p°, d'°, ...) le terme est toujours :S. Notons la coin- 
cidence du caractère des termes correspondant à des configurations 
telles que l’une a autant d'électrons qu’il en manque à l’autre 
pour compléter la couche. C'est là une conséquence évidente du 
fait que le défaut d'un électron dans la couche peut être considéré 
comme un #frou dont l’état est caractérisé par les mêmes nombres 
quantiques que l’état de l’électron absent. 

Appliquant la règle de Hund pour déterminer le terme normal de 
l'atome connaissant la configuration électronique, on ne considérera 
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que la couche incomplète, puisque les moments des électrons dans 
les couches complètes se compensent mutuellement. Par exemple, 
supposons qu’il y ait quatre électrons den dehors des couches com- 
plètes de l'atome. Le nombre quantique magnétique de l'électron d 
peut prendre les valeurs: 0, +1, +2. Aussi, tous les quatre 
électrons peuvent avoir la même projection de spin o=1/2, de 
sorte que le spin total maximum possible est S=—2. Après quoi, 
nous devrons attribuer aux électrons des valeurs distinctes de m, 
susceptibles de rendre maximum la valeur M,=2>m; ce sont: 
2, 1, 0, —1, de sorte que M,= 2. Cela signifie que la plus grande 
valeur possible de L pour S=2 est égale à 2 (le terme ‘D). 


Problème 


Trouver les fonctions d'onde orbitales des états possibles d'un système de 
trois électrons p équivalents. 

Solution. Dans l'état 4S les projections des spins o de tous les électrons 
sont identiques, et donc les m différents. La fonction d'onde est donnée par 
un déterminant de la forme (61,5) formé avec les fonctions 4, #1, #-, (l'indice 
désigne la valeur de m). 

Pour le terme D, considérons l'état avec la plus grande valeur possible 
Mz=2. Alors deux des projections m devront être égales à 1 et l’une à 0. 
Supposons que les électrons 2, 3 aient o—1/2 et l'électron 1 o——1/2 (en 
accord avec le spin total S—1/2). La fonction d'onde orbitale correspondante 
douée de la symétrie requise est 


+ = da (1) [Po (2) Pi @)— bo () 1 D] 


(le chiffre dans l'argument de la fonction désigne le numéro de l'électron auquel 
elle se rapporte). 


Pour le terme ?P considérons l'état avec M; = 1 et avec les mêmes valeurs 
ci-dessus des projections du spin des électrons. Cet état peut être réalisé par 
deux choix de valeurs de m, de sorte que la fonction d'onde orbitale est donnée 
par la combinaison linéaire 

Ÿ= 0 111 + ÉP100 
Pau = Pa (1) [ba (2) Pi (8) — 1 (8) Ya (2), 
Ÿ00 = Po (1) [hr (2) Po (8) — Pi (8) o (2)]. 


Pour déterminer les coefficients, servons-nous de la relation 
Lep=(19 +18 +8) p=0, 


qui doit être vérifiée par la fonction d'onde avec M, = L [voir (27,8)]. À l’aide 
es éléments matriciels (27,12), on trouve que 


| Tepi=0, Lab Vo T4Vo= VV 
puis, 
L4= V2 (a—b) You =0. 
pros Er tenant compte aussi de la condition de normalisation, il vient 
a=0= . 
Les dise d'onde des états avec Mz < L se déduisent des fonctions 
trouvées en les soumettant à l’action de l'opérateur L…. 
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$ 68. Niveaux d'énergie hydrogénoïdes 


Le seul atome pour lequel l'équation de Schrôdinger peut être 
résolue exactement est le plus simple de tous: l’atome d'hydrogène. 
Les niveaux d'énergie de l’atome d'hydrogène, ainsi que des ions 
He*+, Li*+,... contenant un seul électron, sont donnés par la for- 
mule de Bohr (36,10): 

mZ?et 1 


-(4S) +. 


Ici Ze est la charge du noyau, M sa masse, m la masse de l’électron. 
Notons que la dépendance par rapport à la masse du noyau est 
très faible. 

La formule (68,1) ne tient compte d'aucun effet relativiste. 
A cette approximation, on a une dégénérescence supplémentaire 
(accidentelle) spécifique de l'atome d'hydrogène, dont il a déjà 
été question au $ 36: pour un nombre quantique principal donné n, 
l'énergie ne dépend pas du moment orbital /. 

Il existe chez les autres atomes des états rappelant quant à leurs 
propriétés ceux de l'hydrogène. Il s’agit d'états fortement excités, 
où l’un des électrons possède un grand nombre quantique principal 
et se trouve donc pour l'essentiel à de grandes distances du noyau. 
Le mouvement d'un tel électron peut être considéré, à une certaine 
approximation, comme le mouvement dans le champ coulombien 
du reste de l'atome de charge efficace unité. Les valeurs des niveaux 
d'énergie ainsi obtenues sont, cependant, trop imprécises, et il faut 
leur apporter une correction tenant compte de l'écart du champ aux 
petites distances à partir du champ proprement coulombien. On peut 
dégager facilement le caractère de cette correction par les considé- 
rations suivantes. 

En raison du caractère quasi classique des états de grands nom- 
bres quantiques, les niveaux d'énergie peuvent être déduits des règles 
de quantification de Bohr-Sommerfeld (48,6). L'écart à partir du 
champ coulombien aux petites distances (en comparaison du «rayon 
de l'orbite») du noyau peut formellement entrer en ligne de compte 
comme une variation imposée à la fonction d'onde de la condition 
à la limite r —0. Cela aboutit à la variation de la constante y dans 
la condition de quantification du mouvement radial. Puisque, à 
part cela, cette condition n’est pas altérée, on peut conclure qu'on 
obtient pour les niveaux d'énergie une expression différant de celle 
de l'hydrogène en substituant au nombre quantique radial, ou, ce 
qui revient au même, au nombre quantique principal n la valeur 
n+ A,, À, étant une certaine constante (dite correction de Rydberg): 


1 
GE: (68,2) 


(68,1) 


sente 
E=— 


296 L'ATOME ICH. X 


La correction de Rydberg ne dépend pas (de par sa définition 
même) de n, mais elle est, bien sûr, fonction du nombre quantique 
azimutal ! de l’électron excité (que nous attribuons à A à titre d’in- 
dice), ainsi que des moments L et S de l'atome tout entier. Pour L 
et S donnés, A, décroîft rapidement lorsque { croît. Plus / est grand, 
moins l’électron séjourne au voisinage du noyau, et les niveaux 
d'énergie se rapprocheront d'autant plus des niveaux d'énergie de 
l'hydrogène 1. 


Problème 


Trouver l'expression asymptotique de la fonction d'onde de l'état s hydro- 
génoïde de l'électron aux grandes distances du reste de l'atome. 

Solution. Aux grandes distances, où le champ U——1/r (en unités 
atomiques), la fonction cherchée 4 (r) vérifie l'équation de Schrôdinger 


+2 p—xp+ 2 0. 


où x=— W2]ET]. Cherchons la solution sous forme =const.rŸe-#; en négli- 
geant dans l'équation les termes décroissant plus vite que 1/r, on trouve: 

“E 

p=const.r * 


1 
ex". 


$ 69. Champ self-consistent 


L'équation de Schrôdinger ne peut pas être calculée analyti- 
quement pour les atomes contenant plus d’un électron. D'où l'im- 
portance des méthodes de calcul approché des énergies et des fonc- 
tions d'onde des états stationnaires des atomes. La plus importante 
de ces méthodes est celle du champ self-consistent. L’idée de cette 
méthode est que chaque électron dans l'atome est considéré comme 
se mouvant dans le champ self-consistent créé par le noyau et tous 
les autres électrons. 

Considérons à titre d'exemple l’atome d’hélium et bornons-nous 
à ceux de ses termes où les deux électrons se trouvent dans les états 
s (avec des n identiques ou différents); alors les états de l’atome 
tout entier seront aussi des états S. Soient #,(r,) et w,(r,) les 
fonctions d'onde des électrons; dans les états s elles ne dépendent 


1 A titre d'illustration, nous donnerons les valeurs empiriques de la cor- 
rection de Rydberg pour les états fortement excités de l’atome d’hélium. Le 
spin total de l'atome d'hélium peut prendre les valeurs S—0, 1, et le moment 
orbital total L coïncide dans les états considérés avec le moment { de l'électron 
excité (le second électron se trouve dans l'état 1s). Les corrections de Rydberg 
valent: pour S=—0 


Ao=—0.140, A,=+0,012, A1=—0,0022, 
Ao=—0,296, A1=—0,068, A,=—=—0,0029. 


et pour S=1 
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que des distances r,, r, des électrons au noyau. La fonction d’onde 
(r;, r.) de l'atome tout entier est représentée par le produit 
symétrisé 


D= (71) Ds (ra) + 1 (rs) Ps (71) (69,1) 


ou antisymétrisé 
D = Vi (71) Pa (a) — Vi (fe) Pa (r:) (69,2) 


des deux fonctions, selon qu’on a affaire à des états de spin total 
S=0 ou S=—1!. Nous envisagerons le second cas; on pourra alors 
considérer que les fonctions 1, et ÿ, sont orthogonales:. 

Proposons-nous de déterminer une fonction de la forme (69,2) 
telle qu’elle soit la meilleure approximation de la vraie fonction 
d'onde de l'atome. Il est naturel à cet effet de partir du principe 
variationnel, laissant en lice seulement les fonctions de la forme 
(69,2) (la méthode exposée a été suggérée par V. Fok, 1930). 

Comme on le sait, l'équation de Schrôdinger peut être déduite 
du principe variationnel 


[S dv dV, dV, = min 
avec la condition supplémentaire 
Ni lpPdV, dV,=1 


(l'intégration est étendue aux coordonnées des deux électrons dans 
l'atome d’hélium). La variation conduit à l'équation 


\ \ ôp* (Â—E)Ÿ dV, dV,=0, (69,3) 


et, faisant varier arbitrairement la fonction d'onde w, on retrouve 
l'équation de Schrôdinger usuelle. En ce qui concerne la méthode 
du champ self-consistent, on substitue dans (69,3) l'expression 
(69,2) de + et on fait varier 1, et 4, séparément. En d’autres termes, 
on cherche un extremum de l’intégrale relativement aux fonctions 
de la forme (69,2); on trouve certes en définitive une valeur propre 
de l'énergie inexacte et une fonction d'onde inexacte, mais la 
meilleure parmi toutes les fonctions ainsi représentables. 


1 On est convenu d'appeler les états de l'atome d'hélium avec S=—0 états 
parahélium et les états avec S—1 états orthohélium. À 
2 Les fonctions d'onde 44, 42, ... des divers états d’un électron déduites 
par la méthode du champ self-consistent ne sont pas orthogonales en général, 
uisque solutions non d'une même équation, mais d'équations différentes. 
Mais on peut dans (69,2), sans changer la fonction de l'atome tout entier, 
remplacer Ÿ2 par Ÿs=%Ÿs+const-V,; par un choix convenable de la constante, 
on peut toujours faire de sorte que 4, et 4, soient orthogonales. 
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L'hamiltonien de l'atome d’hélium a la forme: 
s à S 1 F 1 2 
H=hi+h+z, Hi=—> = (69,4) 


(r,. est la distance entre les électrons). Substituant (69,2) dans (69,3), 
faisant varier et annulant les coefficients de 6, et 6, dans l’expres- 
sion sous le signe d'intégration, on obtient aisément les équations 
suivantes : 


[5 A +È HE — Has Gus (7) | (7) + Lis + Gas (7)] a (7) = 0, 
(69,5) 
[+4 +2+E-H,-6, w)] Va (7) + [His + Gas (r)] bi (7) =0 ; 
avec 
Gas (r9 = f VD VC y, 


lis 


Ha=(ve(—-5a—5)na (a, b=1,2). (69,6) 


Telles sont les équations définitives données par la méthode du 
champ self-consistent ; certes, leur résolution n’est possible que sous 
forme numérique ?. 

On procède d’une manière analogue pour déduire les équations 
dans les cas plus compliqués. La fonction d'onde de l'atome, qui 
doit être substituée dans l'intégrale du principe variationnel, sera 
représentée par une combinaison linéaire de produits des fonctions 
d'onde des divers électrons. Cette combinaison doit être choisie de 
telle sorte que, primo, sa symétrie de permutation corresponde au 
spin total S de l'état envisagé de l'atome et, secundo, elle doit 
correspondre à la valeur donnée du moment orbital total L de 
l'atome *. 

Utilisant dans le principe variationnel une fonction d'onde 
douée de symétrie de permutation appropriée, nous prenons par là 
même en considération l’interaction d'échange des électrons dans 
l’atome. On obtient des équations plus simples (mais aboutissant 


1 Dans ce paragraphe et dans les problèmes qui lui font suite nous faisons 
usage des unités atomiques (voir nota de la page 142 

2 La comparaison des niveaux d'énergie d'atomes légers calculés par la 
méthode du champ self-consistent avec les données spectroscopiques permet 
d'évaluer à environ 5 % la précision de la méthode (en certains cas, même avec 
une plus grande précision). Pour les atomes complexes, toutelois, l'erreur peut 
être comparable aux intervalles entre niveaux voisins et conduire à une succes- 
sion des niveaux inexacte. ; 

5 On peut trouver l'exposé des méthodes générales de déduction des fonc- 
tions d'onde d'un système électronique dans un champ central dans le livre 
de J. Kaplan mentionné p. 271. 
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à des résultats moîns précis) si l’on fait abstraction de l'interaction 
d'échange ainsi que de la dépendance de l'énergie de l’atome par 
rapport à L pour la configuration électronique donnée (D. R. Har- 
tree, 1928). Reconsidérant à titre d'exemple l’atome d'’hélium, on 
peut alors écrire les équations des fonctions d’onde des électrons 
directement sous la forme des équations de Schrôdinger usuelles 


[rae+E-vetr]vtr)=0, a=1,2, (69,7 


où V, est l'énergie potentielle d’un électron se mouvant dans le champ 
du noyau et dans le champ de la charge répartie du second électron : 


Vo)=— + [Et 0) 4, (69,8) 


(et de même pour V.). Pour trouver l'énergie E de tout l’atome, 
on remarquera que dans la somme E,+E, l'interaction électrosta- 
tique des deux électrons intervient deux fois, puisqu'elle entre aussi 
bien dans l'énergie potentielle V,(r,) du premier électron que dans 
celle V,(r,) du second. Ceci étant, on déduit E de la somme E,+E, 
en soustrayant une fois la valeur moyenne de cette interaction, 
savoir : 


E=E+Es— [| 2 t(ra) pt (74) dv dv. (69,9) 


Afin de préciser les résultats déduits par cette méthode simplifiée, 
on pourra faire intervenir ensuite l'interaction d'échange et la dé- 
pendance de l'énergie par rapport à L à titre de perturbation. 


Problèmes 


1. Déterminer approximativement l'énergie du niveau fondamental de 
l'atome d'hélium et des ions du genre hélium (noyau de charge Z et deux 
électrons) considérant l'interaction des électrons comme une perturbation. 

Solution. Dans l'état fondamental de l'ion les deux électrons se trou- 
vent dans les états s. La valeur non perturbée de l'énergie est égale au double 
(deux électrons) du niveau fondamental de l'ion hydrogénoïde : 


EN =2(— 21/2) =— 22. 


La correction de première approximation est donnée par la valeur moyenne 
de l'énergie d'interaction des électrons prise sur l'état de fonction d'onde 


= (r1) Ÿ2 (r2) =Te-zrisrs u) 


(produit de deux fonctions d'hydrogène avec {=0). L'intégrale 


TT 


Et = ff ÿ° L dVi dVa 
Ms 
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se calcule le plus simplement comme suit : 
© fa 
E=2 | ds-par | o1 di dVi=Anri dr,  dVs=Anri dr, 
2 
0 0 


(ne de répartition des charges p:=|#:l? dans le champ de répartition 
à symétrie sphérique p,={|#.[?; l'expression sous le signe d'intégration sur 
dV, est l'énergie de la charge p:(r2:) dans le champ de la sphère r, <7r,; le 
facteur 2 devant l'intégrale tient compte de la contribution des configurations 
dans lesquelles r; > r3). On obtient ainsi E=57Z/8 et, finalement, 


E=E0+EN = 7247. 


Pour l'atome d'hélium (Z—2) ceci donne —E=—11/4—2,75 (la valeur 
effective de l'énergie de l'état fondamental de cet atome est —E —2,90 unités 
atomiques —78,9 eV). 

2. Même problème à l’aide du principe variationnel; on approchera la 
fonction d'onde sous la forme du produit de deux fonctions d'hydrogène avec 
une certaine charge efficace du noyau. 

Solution. On calcule l'intégrale 


Coma Beta) Et 
nn fe 


s° 
la fonction 1p étant celle (1) du problème précédent, Z ayant été remplacé par 
Zen. L'intégrale de Pr se calcule comme au problème 1; on peut ramener 
l'intégrale de 1A:% à l'intégrale de 1p?/r,, remarquant qu'en vertu de l'équa- 
tion de Schrôdinger 
1 Z 1 
( 742) = en Ÿe 


On obtient en définitive 
ñ 5 
[Sofv a avi =2 222 ++ zu 


Cette expression, ainsi que la fonction Zer, a un minimum lorsque Zu=2—À. 
La valeur correspondante de l'énergie est : 


Ceci donne pour l’atome d'hélium —E — 2,85. 

Il est à remarquer que la fonction d'onde (1) avec la valeur trouvée de 
Zets est en réalité non seulement la meilleure de toutes les fonctions de la for- 
me (QE mais encore la meilleure parmi toutes les fonctions dépendant unique- 
ment de la somme r;+ra. 


$ 70. Equation de Thomas-Fermi 


Les calculs numériques de la répartition de la charge et du 
champ dans un atome par la méthode du champ self-consistent 
sont très volumineux, surtout pour les atomes complexes. Mais il 
existe justement pour ceux-ci une autre méthode d'approximation, 
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qui vaut par sa simplicité; en revanche, elle donne des résultats 
beaucoup moins exacts que la méthode du champ self-consistent. 

Cette méthode (E. Fermi et L. Thomas, 1927) est fondée sur le 
fait que dans les atomes complexes avec un grand nombre d’élec- 
trons la plupart des électrons possèdent des nombres quantiques 
principaux relativement grands. Dans ces conditions peut être mise 
en œuvre l’approximation quasi classique. Ceci étant, on peut 
appliquer aux états des divers électrons dans l’atome la notion de 
«cellules dans l'espace des phases» ($ 48). 

Le volume de l’espace des phases correspondant aux électrons 
d'impulsion inférieure à p et se trouvant dans l'élément de volume 


dV de l’espace physique est 3 1p* dv. Il correspond à ce volume 


SE «cellules»:, qui sont les états possibles pouvant être occu- 


pés simultanément au plus par 


4np° p° 
2 3x: dV = dv 
électrons (dans chaque cellule deux électrons de spins contraires). 
A l'état normal de l'atome, les électrons se trouvant dans chaque 
élément de volume dV doivent remplir (dans l'espace des phases) 
les cellules correspondant aux valeurs de l'impulsion comprises 
entre O et une certaine valeur maximum p,. Alors l’énergie ciné- 
tique des électrons aura en chaque point la plus petite valeur pos- 
sible. Si l’on écrit que le nombre d'électrons dans le volume dV 
est ndV (n étant la densité du nombre d'électrons), on pourra 
affirmer que la valeur maximum p, de l'impulsion des électrons 
est liée en chaque point à n par la relation 


La valeur maximum de l'énergie cinétique de l'électron au point 
où la densité électronique est nr est donc 


PE 2 L (3nin). (70,1) 
#2 è 

Soit ensuite q(r) le potentiel électrostatique, que nous suppose- 
rons nul à l'infini. L'énergie totale de l'électron est p?/2—@. Il 
est évident que l'énergie totale de chaque électron doit être néga- 
tive; sinon l'électron s'échapperait à l'infini. Désignons la valeur 
maximum de l'énergie totale de l’électron en chaque point par 
—®,, P étant une constante positive (si cette quantité n'était pas 


1 Dans ce paragraphe nous ferons usage des unités atomiques. 
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constante, les électrons passeraient des points de petites valeurs de 
®, aux points de grandes valeurs de w,). Ainsi donc, on peut écrire: 
2 


À = P—P (70,2) 
Egalant les expressions (70,1) et (70,2), il vient 
I 
n= [2 (p—®)]°/? Ari’ (70,3) 


relation reliant la densité électronique et le potentiel en chaque point 
de l'atome. 

Lorsque q = y, la densité n s’annule ; on posera aussi évidemment 
n=— 0 dans toute la région où p < ,, et la relation (70,2) aboutirait 
à une énergie cinétique maximum négative. De la sorte, l’équation 
=", détermine la frontière de l'atome. Mais en dehors d’une 
répartition centrale symétrique des charges avec zéro pour charge 
totale le champ est nul. Aussi doit-on avoir à la frontière d'un 
atome neutre @—=0. Il s’ensuit qu'on posera la constante q,=0 
pour un atome neutre. Par contre, q, n'est pas nulle pour un ion. 

Nous envisagerons dans ce qui suit un atome neutre et poserons 
en conséquence ®@, —0. En vertu de l'équation électrostatique de 
Poisson, on a Ap—4nn,; substituant ici (70,3), on obtient l'équa- 
tion de Thomas-Fermi : 


Ag= 4 p°/2. (70,4) 


La répartition du champ à l’état normal de l’atome est déter- 
minée par la solution centrale symétrique de cette équation satisfai- 
sant aux conditions aux limites: lorsque r —0 le champ doit se 
réduire au champ coulombien du noyau, c'est-à-dire qu’on doit 
avoir pr —Z; lorsque r — on doit avoir gr —+0. Introduisant 
au lieu de r la nouvelle variable x définie par 


r=xbZ Us, be (+ Le = 0,885, (70,5) 


et au lieu de œ la nouvelle fonction inconnue x : 


Z ZUs3 Zz®!s 
pt=2 (2 5 = 2 Lt ; (70,6) 


x 
on obtient l'équation 


x13 x =" (70,7) 


1 Dans les unités usuelles : 


Ze [rzvs met 
POST | GES À 
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de conditions aux limites y=— 1 pour x=0 et x=0 pour x= 0. 
Cette équation ne contient plus aucun paramètre et définit ainsi la 
fonction universelle 4 (x). On a donné dans le tableau 2 les valeurs 
EAN fonction obtenue par intégration numérique de l'équation 

»1). 

La fonction y(x) est monotone décroissante et ne s’annule qu’à 
l'infini’. En d'autres termes, dans le modèle de Thomas-Fermi 
l'atome n’a pas de frontière, et il s'étend formellement à l'infini. 


Tableau 2 
Valeurs de la fonction x (x) 

5 oo | + lo | + | 0 
0,00 1,000 1,4 0,33 6 0,0594 
0,02 0,972 1,6 0,298 7 0,0461 
0,04 0,947 1,8 0,268 8 0,0366 
0,06 0,924 2,0 0,243 9 0,0296 
0,08 0,902 2,2 0,221 10 0,0243 
0,10 0,882 2,4 0,202 il 0,0202 
0,2 0,793 2,6 0,185 12 0,0171 
0,3 0,721 2,8 0,170 13 0,0145 
0,4 0,660 3,0 0,157 14 0,0125 
0,5 0,607 3,2 0,145 15 0,0108 
0,6 0,561 3,4 0,134 20 0,0058 
0,7 0,521 3,6 0,125 25 0,0035 
0,8 0,485 3,8 0,116 30 0,0023 
0,9 0,453 4,0 0,108 40 0,0011 
1,0 0,424 4,5 0,0919 50 0,00063 
1,2 0,374 5,0 0,0788 60 0,00039 

La valeur de la dérivée x’(x) pour x=0 est égale à y’(0) =—1,59. 


Donc lorsque x—+0 la fonction (x) a la forme x 1—1,59x et, 
en conséquence, le potentiel q(r) est: 


pr) & 2 —1,80.Z47. (70,8) 


Le premier terme est le potentiel du champ du noyau, et le second 
le potentiel créé par les électrons à l’origine des coordonnées. Subs- 


1 L'équation (70,7) a une solution exacte #(x)—144x-3 s’annulant à 
l'infini, mais ne satisfaisant pas à la condition à la limite pour x=0. On au- 
rait pu s'en servir à la rigueur comme expression asymptotique de la fonction 
x (x) pour les grands x. Mais cette équation donne des valeurs plus ou moins 
exactes seulement pour les très qu x, alors que l'équation de Thomas-Fermi 
n’est plus applicable (voir plus bas). 
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tituant (70,6) dans (70,3), on trouve pour la densité électronique 
une expression de la forme 
rZU3 32 / x \2/s 
n=2} (Æ); AOPETES (70,9) 

L'on voit que dans le modèle de Thomas-Fermi la distribution 
de la densité de charge dans des atomes différents est semblable, 
Z-1'3 jouant le rôle de paramètre caractéristique de longueur (dans 
les unités usuelles : #2/me?Z1/3, à savoir le rayon de Bohr divisé par 
Zvs). Si l’on mesure les distances dans les unités atomiques, alors, 
notamment, seront identiques pour tous les Z les distances où la 
densité électronique est maximum. Ceci étant, on peut affirmer que 
la plupart des électrons dans un atome de numéro Z se trouvent à des 
distances du noyau de l'ordre de Z-1/:. Le calcul numérique prouve 
que la moitié de la charge électronique totale de l’atome se trouve 
dans une sphère de rayon 1,33Z-1/5., 

Un raisonnement analogue prouve que la vitesse moyenne des 
électrons dans l'atome (considérée, quant à l'ordre de grandeur, 
comme la racine carrée de l'énergie) est de l'ordre de Z2/3. 

L'équation de Thomas-Fermi ne s'applique plus aussi bien aux 
distances trop petites qu’aux distances trop grandes du noyau. Son 
domaine d'application pour les r petits est limité par l'inégalité 
(49,12); aux distances moindres dans le champ coulombien du noyau 
l’approximation quasi classique ne joue plus. Posant dans (49,12) 
a=Z, on trouve que la limite inférieure des distances est 1/Z. 
L'approximation quasi classique cesse également de jouer dans un 
atome complexe pour les grands r. Plus précisément, il est facile de 
voir que pour r — 1 la longueur d'onde broglienne de l’électron est 
du même ordre de grandeur que cette distance, et la condition de 
quasi-classicisme est complètement violée. On peut s'en convaincre 
en évaluant les termes dans les équations (70,2), (70,4); du reste, 
le résultat est évident a priori, sans calculs, puisque l'équation 
(70,4) ne contient pas Z. Ainsi, l'application de l'équation de 
Thomas-Fermi est délimitée par le domaine des distances grandes 
en comparaison de 1/Z et petites en comparaison de 1. Néanmoins, 
dans les atomes complexes, la plupart des électrons se trouvent 
précisément dans ce domaine. 

Cette dernière circonstance signifie que la «borne extérieure » 
de l'atome dans le modèle de Thomas-Fermi se situe dans la région 
r = 1, c'est-à-dire que les dimensions des atomes ne dépendent pas 
de Z. Avec elles ne dépend pas non plus de Z l'énergie des électrons 
périphériques, savoir le potentiel d’ionisation de l’atome:. 

1 Ce modèle ne reflète évidemment pas la dépendance périodique des dimen- 
sions des atomes et de leurs potentiels d’ionisation vis-à-vis de Z, qui est 
exprimée dans le système périodique des éléments. En outre, les données empi- 


riques révèlent l'existence d'un accroissement systématique insignifiant des dimen- 
sions des atomes et d’une diminution des potentiels d'ionisation lorsque Z croit. 
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Par la méthode de Thomas-Fermi on peut calculer l'énergie 
totale d'ionisation Æ, savoir l'énergie nécessaire pour priver un 
atome neutre de tous ses électrons. Il faut pour cela calculer l'éner- 
gie électrostatique de la distribution de Thomas-Fermi des charges 
dans l'atome; l'énergie totale cherchée sera égale à la moitié de 
cette énergie électrostatique, puisque dans un système de particules 
en interaction coulombienne l'énergie cinétique moyenne est égale 
(d’après le théorème du viriel— voir 1 $ 10) à la moitié de l’éner- 
gie potentielle moyenne précédée du signe moins. La dépendance 
E de Z peut être également déterminée a priori par des considé- 
rations simples: l'énergie électrostatique de Z électrons dans le 
champ du noyau de charge Z, les électrons se trouvant à la dis- 
tance moyenne Z-1/: du noyau, est proportionnelle à Z.Z/Z-1:3— 
—Z7/3, Les calculs numériques donnent E —20,8Z7/3 eV. La dé- 
pendance vis-à-vis de Z est en bon accord avec les données 
expérimentales ; la valeur empirique du coefficient est voisine de 16. 

Nous avons déjà mentionné que les valeurs non nulles positives 
de la constante ®, correspondent aux atomes ionisés. Si l’on déter- 
mine la fonction x par g—®,=Zyr, on retrouve pour % l'équation 
précédente (70,7). Or, nous devons envisager à présent des solutions 
s'’annulant non pas à l'infini, comme pour l'atome neutre, mais 
pour des valeurs finies x=x,; de telles solutions existent pour 
n'importe quel x,. Au point x=x, la densité de charge s’annule 
en même temps que x, et le potentiel reste fini. La valeur x, est 
liée au degré d’ionisation comme suit. La charge totale à l'inté- 
rieur de la sphère de rayon r est, en vertu du théorème de Gauss, 


Sr = Z [x (x) —xx" (x)]. 


La charge totale de l’ion z s'obtient en posant ici x= x, ; comme 
%(%) =0, on a 


= — Zx,x° (x). (70,10) 


On a représenté sur la fig. 23 par un gros trait la courbe de 
x=X(x) pour un atome neutre, et en dessous deux courbes pour 
des ions polarisés à différents degrés. Graphiquement, z/Z est re- 
présenté par la longueur du segment découpé sur l'axe des ordon- 
nées par la tangente à la courbe au point x=x,. 

L'équation (70,7) admet également des solutions ne s’annulant 
nulle part; à l'infini, ces solutions divergent. On peut considérer 
qu'elles correspondent à des valeurs négatives de la constante .. 
Deux telles courbes xy—%(x) ont été représentées sur la même 
fig. 23. Elles passent au-dessus de la courbe de l’atome neutre. 
Au point x=x, où 


XC)—2x%" (x) = 0 (70,11) 


20-50 
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la charge totale comprise dans la sphère x < x, s'annule (graphi- 
quement, il est évident que la tangente en ce point passe par 
l’origine). Interrompant la courbe en ce point, on peut dire qu'elle 
définit (x) pour un atome neutre à la frontière duquel la densité 
de charge n'est pas nulle. Au point de vue physique, ceci corres- 
pond en quelque sorte à l'atome «comprimé» compris dans un 
certain volume fini donnéi. 


L'équation de Thomas-Fermi ne tient pas compte de l’interaction 
d'échange des électrons. Les effets qui lui sont liés sont de l'ordre 
suivant en Z-2/3. Aussi l'intervention de l'interaction d'échange 
dans la méthode de Thomas-Fermi exige-t-elle l’intervention simul- 
tanée de tous les effets de cet ordre2. 


Problème 


Trouver la relation entre l'énergie d’interaction électrostatique des élec- 
{rons et l'énergie de leur interaction avec le noyau dans un atome neutre dans 
le modèle de Thomas-Fermi. 

Solution. Le potentiel q,. du champ créé par les électrons s'obtient 
en déduisant du potentiel total œ le potentiel du champ du noyau Z/r. Ceci 
étant, l'énergie d’interaction des électrons est : 


1 ZÇn 1 
Ver [end + (205 (od= 
=? (24 - n°34 
r 4 


1 Une telle représentation peut être utile pour l'étude de l'équation d'état 
de la matière fortement comprimée. 

3 Ceci a été fait par À. Kompanéetz et E. Pavlouski (Journal de Physique 
FT ANT Ve et Théorique 31, 427, 1956) et par D. Kirjnitz (J. Ph. E.T. 32, 
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[nous avons exprimé œ en fonction de # conformément à (70,3)]. Par ailleurs, 
l'énergie d'interaction des électrons avec le noyau U,, et leur énergie cinéti- 
que T sont: 


Vn=—2 | #d. 


Pe 
2 23/3 
ra [Ets dp av = n°34. 


Comparant ces expressions avec l'égalité précédente, on obtient la relation 


1 5 
Vee=— 7 Ven FT. 


En même temps, en vertu du théorème du viriel (voir 1 $ 10), on a pour un 
système de particules en interaction coulombienne 27 =—U=—U 
On trouve finalement : 


en ee: 


[| 
Uce=— 7 Un: 


$ 71. Fonctions d'onde des électrons 
périphériques au voisinage du noyau 


Nous avons vu (à partir du modèle de Thomas-Fermi) que les 
électrons périphériques dans les atomes complexes (grands Z) se 
trouvent essentiellement à des distances r — 1 du noyau. Néan- 
moins, plusieurs propriétés atomiques dépendent foncièrement de la 
densité électronique au voisinage du noyau (nous rencontrerons 
de telles propriétés aux $$ 72 et 120). Pour déterminer l’ordre de 
grandeur de cette densité, suivons les variations de la fonction 
d'onde de l’électron dans l'atome #(r), r décroissant des grandes 
distances (r — 1) aux petites. 

Dans le domaine r — 1 le champ du noyau est blindé par les 
autres électrons, de sorte que l'énergie potentielle U (r) — 1/r = 1. 
L'énergie du niveau de l’électron dans ce champ E — 1. Mais aux 
distances de l’ordre du rayon de Bohr dans le champ de la charge Z, 
r — 1/Z, on peut supposer le champ du noyau non blindé: U — 
= —Z}r. Dans la région transitoire, 1/Z &r & 1, l'énergie poten- 
tielle | U | est déjà grande en comparaison de l'énergie de l'électron E, 
de sorte qu'est satisfaite la condition 


ai d 1 

THE 
(p est l'impulsion), et le mouvement de l'électron est quasi clas- 
sique. On a la fonction d'onde quasi classique à symétrie sphérique 


Ole er pour rl, (71,1) 


1 Dans ce paragraphe, nous faisons usage des unités atomiques. 


20* 
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l’ordre de grandeur du coefficient qu'elle contient (—1) est déter- 
miné par la condition — 1 de «raccordement» avec la fonction 
d'onde pour r — I. 

Appliquant l'expression (71,1) quant à son ordre de grandeur 


lorsque r — 1/Z (en y substituant U =—Z7/r), on obtient la valeur 
cherchée de la fonction d'onde au voisinage du noyau: 
l 
v(7)-VZ. (71,2) 


Conformément aux propriétés générales des fonctions d’onde dans 
un champ central ($ 32), réduisant encore la distance, w#(r) reste, 
en ce qui concerne l’ordre de grandeur, constante (pour l’électron s), 
ou bien commence à décroître (pour {/ #0). 

La probabilité de présence de l'électron dans la région r<& 1/Z 
est : 


we [pire 7 (71,3) 


Bien entendu, les formules (71,2 et 3) ne déterminent que l’allure 
systématique de la variation des quantités lorsque Z croît, laissant 
en marge les variations non systématiques lorsqu'on passe d’un 
élément à l'élément suivant. 


$ 72. Structure fine des niveaux atomiques 


La déduction consécutive des formules pour les effets relativis- 
tes dans l'interaction des électrons sera faite dans un autre tome 
de ce cours (cf. IV $ 33, 83). Ici on donne seulement la descrip- 
tion générale de ces effets en application à l'étude des termes ato- 
miques. 

Il se trouve que les termes relativistes dans l’hamiltonien d'un 
atome se divisent en deux catégories: les uns sont linéaires relati- 
vernent aux opérateurs des spins des électrons, et les autres quadra- 
tiques. Les premiers correspondent en quelque sorte à l'interaction 
du mouvement orbital des électrons avec leurs spins; c'est l'infer- 
action spin-orbite. Les seconds correspondent à l'interaction entre 
spins des électrons, dite interaction spin-spin. Les deux types 
d'interaction sont du même ordre (du second) en v/c—rapport 
de la vitesse de l’électron à celle de la lumière. Mais, en fait, dans 
les atomes lourds l'interaction spin-orbite est bien supérieure 
à l'interaction spin-spin. Ceci parce que l'interaction spin-orbite 
croît rapidement avec le numéro atomique, alors que l’interaction 
spin-spin ne dépend pas pour l'essentiel de Z (voir ci-dessous). 


1 Pour déterminer le coefficient dans cette formule (connaissant la fonc- 
tion d'onde dans la région r — 1), il aurait fallu utiliser dans la région r< 
<< 1/Z l'expression (36,25). 
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L'opérateur d'interaction spin-orbite a la forme: 


Va =ZA. Sa (72,1) 
(sommation sur tous les électrons dans l'atome), $, étant les opé- 
rateurs des spins des électrons, et À, certains opérateurs «orbitaux », 
c'est-à-dire des opérateurs agissant sur les fonctions des coordonnées. 
A l'approximation du champ self-consistent, les opérateurs À, sont 
proportionnels aux opérateurs Î, du moment orbital des électrons, 
et on peut alors écrire V,, sous la forme: 


Va = > (C7 Î, Se. (72,2) 


Les coefficients de la somme s'expriment en fonction de l'énergie 
potentielle U (r) de l’électron dans le champ self-consistent comme 
suit : 
À dU(r 
La — 2m°c°ra Fe 1, (72,3) 


Comme |U (r)| décroît lorsque la distance au noyau croît, tous 
les a, > 0. 

Assimilant l'interaction (72,2) à une perturbation, on doit, 
pour calculer l'énergie, prendre sa moyenne sur l’état non perturbé. 
La principale contribution à cette énergie provient alors de la région 
des petites distances du noyau—de l'ordre de grandeur du rayon 
de Bohr (— Â?/Zme’) pour un noyau de charge Ze. Dans cette région 
le champ du noyau n'est pratiquement pas blindé et l'énergie 
potentielle 


QU (r)] — Zeï/r — Z'me‘jhe, 


UT). 


TT mEciri À) À ° 
La valeur moyenne de & s’en déduit en multipliant par la probabi- 
lité w de présence de l’électron au voisinage du noyau. En vertu 


de (71,3), w—Z7?, et l'on trouve finalement que l'énergie de 
l'interaction spin-orbite de l'électron 


= Ze?\2 met 
(le 

c’est-à-dire qu’elle diffère de l'énergie fondamentale de l'électron 

périphérique dans l'atome (— met/h?) seulement par le facteur 


(Ze/hc)°. Ce facteur croît rapidement avec le numéro atomique pour 
être de l’ordre de l’unité dans les atomes lourds. 


de sorte que 
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En fait, on prend la moyenne de l'opérateur de perturbation (72,2) 
sur les états non perturbés de l'enveloppe électronique en deux 
étapes. On prend d’abord la moyenne sur les états électroniques de 
valeurs L et S données du moment orbital et du spin totaux, 
leurs directions n'étant pas données. Une fois cette opération 


faite, V,, ne cesse pas pour autant d’être un opérateur, qui doit 
cependant s'exprimer en fonction des seuls opérateurs des grandeurs 
caractérisant l'atome dans son ensemble (et non les électrons dans 
l'atome). Tels sont les opérateurs L et S. 

Désignons l'opérateur d'interaction spin-orbite ainsi médiée 
par Ÿss. Etant linéaire par rapport à $, il est de la forme: 


Va: = ASE, (72,4) 


À étant une constante caractéristique du terme donné (non désin- 
tégré), c'est-à-dire dépendant de S et L, et non du moment total J 
de l’atome!. 

Pour calculer l’énergie de désintégration du niveau dégénéré, il 
faut maintenant résoudre l'équation séculaire formée avec les élé- 
ments matriciels de l'opérateur (72,4). Mais dans le cas donné nous 
connaissons à l’avance les fonctions exactes de l’approximation 
zéro, vis-à-vis desquelles la matrice Vs, est diagonale. Ce sont les 
fonctions d'onde des états avec des valeurs déterminées du moment 
total J. Prendre la moyenne sur un tel état revient à remplacer 


l'opérateur SL par sa valeur propre, égale, en vertu de la (31,3): 
LS = [J (J+1)—L(L+1)—S(S+1)]. 


Puisque toutes les composantes du multiplet ont leurs Let S iden- 
tiques, et que seule nous intéresse leur disposition relative, on peut 
écrire l'énergie de désintégration sous la forme: 


TAJU+D. (72,5) 
Les intervalles entre composantes voisines (caractérisées par les 


1 Pour mieux expliciter le sens de l'opération décrite, rappelons que le 
sens général de la médiation en mécanique quantique est qu’on prend l'élément 
de matrice diagonal correspondant. La médiation partielle consiste à trouver 
l'ensemble des éléments de matrice qui ne sont diagonaux que par rapport à 
certains d’entre tous les nombres que déterminant l'état du système. 
Ainsi, dans le cas donné, la médiation de l'opérateur (72,2) signifie qu'on forme 
la matrice avec les éléments <nM, MS {Val n M, MS) avec tous les M,, M’, 


et M, MS possibles, et diagonaux par rapport à tous les autres nombres 
quantiques (dont l’ensemble a été noté n). En conséquence, les opérateurs Set 
eux aussi doivent être compris comme les matrices <M£|S| MS<> et < M ILIM,», 


dont les éléments sont donnés par les formules (27,13). Dans la suite, nous 
aurons souvent à nous servir d’un tel procédé de médiation par étapes. 
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nombres J et J—1) valent donc 
AË,, J-1— AJ. (72,6) 


RUE exprime la règle des intervalles de Landé (A. Lan- 
dé, 3). 

La constante À peut être aussi bien positive que négative. Lorsque 
A>0, la composante la plus basse du niveau multiplet est le 
niveau de plus petite valeur possible de J, savoir J=|L—S|; 
de tels multiplets sont dits normaux. Mais si À < 0, le niveau le plus 
bas est alors celui dont J=L+S (multiplet inversé). 

Il est facile de déterminer le signe de À pour les états normaux 
des atomes, si la configuration électronique est telle qu'il y a en 
tout une seule couche incomplète. Si cette couche est au plus 
mi-pleine, en vertu de la règle de Hund ($ 67), tous les n électrons 
y ont leurs spins parallèles, de sorte que le spin total ait la plus 
grande valeur possible S=n/2. Substituant dans (72,2) s, =S/n 
et sortant &«, (le même pour tous les électrons dans une couche) 
de sous le signe de sommation, il vient : 


Vi == _E Si, 


c'est-à-dire que A—=a/28S > 0. Mais si la couche est plus que 
mi-pleine, on ajoutera et retranchera de (72,2) une somme analogue 
mettant en jeu les «trous de la couche non pleine. Puisqu'on 
aurait pour une couche pleine V,,=0, l'opérateur V,, se met 
finalement sous la forme de la somme V,,=— ais, mettant 
seulement en jeu les «trous», le spin et le moment orbital totaux 
de l’atome étant S=— Ÿs,, L=— Y1,. Par le même procédé que 
plus haut, on obtient donc A=—a/28, c'est-à-dire que A4 < 0. 

De ce qui précède découle une rêgle simple déterminant la valeur 
de J dans l'état normal de l'atome avec une couche incomplète. 
S'il s'y trouve au plus la moitié du nombre maximum possible 
d'électrons pour cette couche, alors J=]L—S|]. Mais si la couche 
est plus que mi-pleine, J=L+S. 

Comme on l'a dit, l'interaction spin-spin, contrairement à 
l'interaction spin-orbite, ne dépend pas pour l'essentiel de Z. C'est 
déjà évident de sa nature même, en tant qu'interaction directe 
des électrons, étrangère au champ du noyau. 

Pour l'opérateur moyen d'interaction spin-spin on doit obtenir, 
comme pour la formule (72,4), une expression quadratique en S. 
Quadratiques en $ sont les expressions $? et (SL). La première 
d’entre elles a ses valeurs propres indépendantes de J, et n’aboutit 
donc pas à la désintégration du terme. Aussi peut-on l'omettre 
et écrire _ " 

Vss= B (SL), (72,7) 
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B étant une constante. Les valeurs propres de cet opérateur contien- 
nent des termes indépendants de J, des termes proportionnels 
à J(J+1) et, enfin, un terme proportionnel à J?(/+1) Les 
premiers d’entre eux n’impliquent pas désintégration et sont pour 
cela dépourvus d'intérêt, les seconds, eux, peuvent être incorporés 
dans l’expression (72,5), ce qui revient simplement à changer la 
constante À. Enfin, les troisièmes donnent dans l'énergie du terme 
l'expression 


241 (72,8) 


Le schéma de construction des niveaux atomiques exposé aux 
$$ 66 et 67 part du principe que les moments orbitaux des électrons 
s'ajoutent pour donner le moment orbital total L de l'atome, et 
leurs spins le spin total S. Comme on l’a dit, cette façon de traiter 
les choses n'est possible que si les effets relativistes sont faibles ; 
plus précisément, les intervalles de la structure fine doivent être 
petits par rapport aux différences de niveaux avec différents L, S. 
Une telle approximation s'appelle cas de Russel-Saunders (1925) ; 
on dit aussi couplage LS. 

Mais, en fait, le domaine d'application de cette approximation 
est limité. Les niveaux d’atomes légers construits sont du type LS, 
mais au fur et à mesure que le numéro atomique croît, les interac- 
tions relativistes dans l'atome s’intensifient et l'approximation 
de Russel-Saunders cesse de s’appliquer!. Il est aussi à noter que 
cette approximation ne s'applique pas, notamment, aux niveaux 
fortement excités dans lesquels l'atome contient un électron dans 
un état de n grand, étant ainsi essentiellement à de grandes distances 
du noyau ($ 68). L’interaction électrostatique de cet électron avec 
le mouvement des autres électrons est relativement faible; quant 
à l'interaction relativiste dans le «reste de l'atome», elle ne 
décroît pas. 

Dans le cas limite opposé, l'interaction relativiste est grande 
en comparaison de l'interaction électrostatique (plus précisément, 
en comparaison de la partie de cette dernière impliquant la dépen- 
dance de l'énergie par rapport à L et S). On ne peut dans ce cas 
parler de moment orbital et de spin séparément, puisqu'ils ne se 
conservent pas. Les divers électrons sont caractérisés par leurs 
moments totaux j, qui forment en s'ajoutant le moment total 
de l'atome J. Un tel schéma de construction des niveaux atomiques 
porte le nom de couplage jj. En fait, ce type de couplage ne se 
rencontre guère à l'état pur; parmi les niveaux d’atomes très lourds 


1 S'il est vrai que les formules quantitatives décrivant ce type de couplage 
deviennent inapplicables, la méthode même de classification des niveaux sui- 
vant ce schéma peut aussi avoir un sens pour des atomes plus lourds, notamment 
pour les états les plus bas (dont l'état normal). 
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on observe divers types de couplage situés entre les types LS 
et jj*. 

On observe un type de couplage singulier dans certains états 
fortement excités. Le reste de l'atome peut se trouver ici dans 
l'état de Russel-Saunders, c'est-à-dire qu’il peut être caractérisé 
par les valeurs L, S; pour ce qui est de son couplage avec l’électron 
fortement excité, il obéit au type jj (ceci est encore lié à la fai- 
blesse de l'interaction électrostatique pour cet électron). 

La structure fine des niveaux d’énergie de l’atome d'hydrogène 
jouit de certaines particularités spécifiques ; elle sera calculée dans 
un autre tome de ce cours (cf. IV $ 34). Nous nous bornerons ici 
à indiquer que pour un nombre quantique principal n donné, 
l'énergie ne dépend que du moment total de l'électron j. De la sorte, 
la dégénérescence des niveaux n'est pas complètement levée ; il corres- 
pond à un niveau avec n et j donnés deux états de moments orbi- 
taux {/=j+1/2 (pourvu que j n'ait pas la plus grande valeur 
possible pour n donné j—=n—1/2). Ainsi, le niveau avec n=3 se 
désintègre en trois niveaux, auxquels correspondent respectivement 
les états: Sisr Piys5 Pa,s dy, ; dy, 


$ 73. Système périodique des éléments de Mendéléev 


Le dégagement de la nature de la périodicité (établie par 
D. Mendéléev, 1869) des variations des propriétés découverte dans 
un certain nombre d'éléments ordonnés par ordre de numéro ato- 
mique croissant exige l'examen des particularités dans le remplis- 
sage successif de la couche électronique des atomes (NW. Bohr, 1922). 

Quand on passe d’un atome au suivant, la charge augmente 
d'une unité et la couche s'enrichit d'un électron. De prime abord, 
on pourrait s'attendre que les énergies de couplage de chaque nouvel 
électron varient d'une manière monotone lorsque le numéro atomi- 
que croît. Mais il n’en est rien. 

Dans l'état normal de l'atome d'hydrogène il y a en tout et pour 
tout un électron dans l’état 1s. Dans l'atome de l'élément suivant — 
l'hélium— vient s'ajouter encore un électron dans le même état 
1s. Mais l'énergie de couplage de chacun des électrons 1s dans l'atome 
d'hélium est bien supérieure à l'énergie de couplage de l'électron 
dans l'atome d'hydrogène. C'est là une conséquence naturelle 
de la différence entre le champ où se trouve l’électron dans l'atome 
H et le champ où échoit l'électron ajouté à l'ion He*:aux grandes 
distances ces champs coïncident à peu près, mais au voisinage du 


1 Pour plus de détails sur les types de couplage et sur l'aspect quantitatif 
= la question, on se référera, par exemple, au livre: E. U. Condon and 


. H: Shortley, The Theory of Atomic Spectra, Cambridge University 
Press, 1935. 
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noyau de charge Z=2 le champ de l'ion He* est plus intense que 
le champ du noyau del’atome d'hydrogène avec Z=1. 

Dans l’atome de lithium (Z=3) le troisième électron se retrouve 
dans l'état 2s, puisqu'il ne peut y avoir simultanément plus de 
deux électrons dans les états 1s. Pour Z donné, le niveau 2s est 
supérieur au niveau ls; lorsque la charge du noyau augmente, 
l'un et l’autre diminuent. Cependant, lorsqu'on passe de Z—2 
à Z=3, le premier effet l'emporte de beaucoup sur le second, aussi 
l'énergie de couplage du troisième électron dans l'atome Li est 
bien moindre que l'énergie de couplage des électrons dans l'atome 
d'hélium. Puis, dans les atomes de Be (Z—4) à Ne (Z=10), 
il s'ajoute successivement d’abord encore un électron 2s, puis six 
électrons 2p. En raison de l'augmentation de la charge du noyau, 
les énergies de couplage des électrons qui viennent s'ajouter dans 
ce rang croissent généralement. L'’électron suivant s’ajoutant quand 
on passe à l’atome de Na (Z—11) tombe dans l'état 3s; l'effet 
de transition à une couche plus élevée l'emporte alors sur l'effet 
d'augmentation de la charge du noyau, et l'énergie de couplage 
tombe de nouveau brusquement. 

Une telle image de remplissage des couches électroniques est 
typique pour toute la suite des éléments. Tous les états électroni- 
ques peuvent être divisés en groupes se remplissant successivement : 
au fur et à mesure du remplissage de ces groupes dans la suite des 
éléments, l'énergie de couplage croît en général, mais elle tombe 
brusquement à l'instant même où commence le remplissage des 
états du groupe suivant. 

On a reporté sur la fig. 24 les potentiels d’ionisation des élé- 
ments, tirés des données spectroscopiques; ils déterminent les 
énergies de couplage des électrons qui s'ajoutent lorsqu'on passe 
d'un élément au suivant. 

Les différents états se divisent comme suit en groupes de remplis- 
sage successifs : 


ls uses etant ES A 2 électrons 

DS DD en eee de) de Eute Le de 8 » 

SE DA Ro  Le n 8 » 

AS; 3; AP, runs ee ste 18 » (73,1) 
DS, 4d)-5D 2: 8 dus lee de 18 » 

G6s, 4f,.5d, 6p . : : ...: 32 » 

75, 6d, 5f... 


Le premier groupe se remplit dans H et He; le remplissage du deu- 
xième et du troisième groupe correspond aux deux premières (petites) 
périodes du système périodique, contenant chacune 8 éléments. 
Puis viennent deux grandes périodes de 18 éléments chacune et une 
grande période embrassant 32 éléments, dont les terres rares. Le 
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dernier groupe d'états ne se remplit pas complètement des éléments 
existant dans la nature (et des éléments artificiels transuraniens). 

Pour comprendre le cours de la variation des propriétés des 
éléments lors du remplissage des états de chaque groupe, indiquons 
l'importante particularité des états d et f qui les distingue des états 
s et p. Les courbes de l’énergie potentielle efficace du champ central 
symétrique (constitué du champ électrostatique et du champ centri- 
fuge) d’un électron dans un atome lourd présentent, après une chute 
rapide presque verticale au voisinage de l'origine des coordonnées, 
un profond minimum, puis remontent et tendent asymptotiquement 
vers zéro. Pour les états s et p ces courbes se côtoient dans leur partie 
ascendante. Cela signifie que dans ces états l'électron se trouve 
à peu près à des distances identiques du noyau. Pour ce qui est 
des courbes des états d et, surtout, f, elles passent beaucoup plus 
à gauche; la région classiquement accessible qu’elles délimitent 
se termine beaucoup plus près que dans les états s et p pour la même 
énergie totale de l'électron. En d’autres termes, dans les états d 
et f l’électron se trouve pour l’essentiel bien plus près du noyau 
que dans les états s et p. 

Un certain nombre de propriétés des atomes (dont les propriétés 
chimiques des éléments, voir $ 81) dépendent principalement des 
régions extérieures des couches électroniques. D'où la très grande 
importance de la particularité des états d et f décrite. Ainsi, lors 
du remplissage des états 4f (chez les terres rares — voir plus bas), 
les électrons ajoutés s'installent bien plus près du noyau que les 
électrons dans les états précédemment remplis. Il s'ensuit que ces 
électrons n'interviennent presque pas dans les propriétés chimiques, 
et toutes les terres rares ont mêmes affinités chimiques. 

Les éléments contenant les couches remplies d et f (ou ne les 
contenant pas du tout) sont appelés éléments des groupes principaux ; 
en ce qui concerne les éléments où s'opère précisément le remplissage 
de ces états, ils sont appelés éléments des groupes intermédiaires. 
Il est commode de considérer isolément les éléments de ces groupes. 

Commençons par les éléments des groupes principaux. L’hydro- 
gène et l’hélium possèdent les états normaux : 


H:15'S,/,, .,He:ls?'15, 


(l'indice à gauche du symbole chimique représente partout le numéro 
atomique). Les configurations électroniques des autres éléments 
des groupes principaux sont représentées dans le tableau 3. 

Dans chaque atome sont pleines les couches indiquées à droite 
du tableau dans la même ligne et dans toutes les lignes supérieures. 
La configuration électronique dans les couches qui se remplissent 
est indiquée en haut, le nombre quantique principal des électrons 
dans ces états est indiqué par un chiffre à gauche du tableau dans 
la même ligne. On a indiqué en bas les états normaux de l'atome 
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Tableau 3 
Configurations électroniques des éléments des groupes principaux 
s | st | sp | sp? | stps | sp | stpt | stp | 
n=2 sLi aBe 5B eC 2N s0 F | Ne 1s? 
3 | ,,Na 12Mg 18À1 'uaSi lasP | 16S | 17C1 | 18Âr 2s°2p 
4 19K 20Ca 3s23p° 
4 #Cu soZn s1Ga | seGe | ssAs | Se | s5Br | ssKr 3d10 
5 s7Rb ssSr 4s?4pt 
5 | 4:Ag asCd æln | 50Sn | 51Sb | 527€ | 531 ssXe 440 
6 | ,:,Cs s6Ba 5s°5pf 
6 | Au soHg ill | sPb | 83Bi | 84P0 | ss At | seRn 4f45d10 
T | Fr ss Ra 6s?6ps 


Sie | ; | Pa | Po | “Ssye| SP | Pypal So 


tout entier. Ainsi, l'atome Al a pour configuration électronique 
1s?2s22p3s23p2P,,;. 

Les valeurs de L et S dans l’état normal de l'atome peuvent être 
déterminées (connaissant la configuration électronique) par la règle 
de Hund ($ 67), et la valeur de J par la règle indiquée au $ 72. 

Les atomes des gaz nobles (He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn) occupent 
une position particulière dans le tableau: dans chacun d'eux se 
termine le remplissage des groupes d'états énumérés dans (73,1). 
Leurs configurations électroniques possèdent une stabilité particu- 
lière (les potentiels d’ionisation sont les plus grands dans les rangs 
correspondants). C'est à cela qu'est liée l’inertie chimique de ces 
éléments. 

On voit que le remplissage des divers états s'effectue très 
régulièrement dans le rang des éléments des groupes principaux: 
se remplissent d’abord les états s, puis les états p de chaque nombre 
quantique principal #7. Tout aussi régulières sont les configurations 
électroniques des ions de ces éléments (tant que lors de l’ionisation 
les électrons des couches d et f ne sont pas mis en cause), chaque 
ion a une configuration correspondant à l'atome précédent. Ainsi, 
l'ion Mg* a la configuration de l’atome Na, l’ion Mg** celle de Ne. 

Venons-en aux éléments des groupes intermédiaires. Le remplis- 
sage des couches 3d, 4d, 5d s'effectue dans les groupes d'éléments 
appelés respectivement groupes du fer, du palladium et du platine. 
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Tableau 4 


Configurations électroniques des atomes des éléments 
des groupes du fer, du palladium et du platine 


Groupe du fer 


na aSC | eTi eV Cr | Mn eeFe Co esNi 
< 
s [ 

S |adas | sa 45e] as [auras | adsast | gavast | aar4s | 30 451 
SG |"Darsl Fa |'Faye | Ss | Sos ‘D, Fons Fa 
Groupe du palladium 
+ #Y «oZr | ave aMo asTC «Ru “5Rh | 46Pd 

< 
E |'4a5s |4d 552448 5s |4do 55 | 4d65s | 44755 | 4455 | 4do 
ê 2D,,,| %Fs [Ds | ‘Ses | Sox 5Fs Fi 1S0 
Groupe du platine 
+ 
oO 
x 
è 
5 
Ô 
Ra 
EL 
+ 
+ 
* 
& 5d 653 | 542 Gs2 | 5d3 6s2 | 5dé 653 | 54 6s? 5d8 65? | 5d76s? 5d? 6s 
F 
ë Dsl Fa [Faye | “Do | Sy 5D, Foy SD, 


On a apporté dans le tableau 4 les configurations électroniques et les 
termes des atomes de ces groupes, provenant de données spectro- 
scopiques. Comme il résulte de ces tableaux, le remplissage des 
couches d est bien moins régulier que celui des couches s et p dans 
les atomes des éléments des groupes principaux. Le trait caracté- 
ristique est ici la «compétition» entre les états s et d. Elle s'ex- 
prime dans le fait qu’au lieu de la suite régulière de configurations 
du type dPs? avec des p croissants, sont souvent plus avantageuses 
les configurations du type dPt's ou dP+:. Ainsi, dans le groupe du 
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fer l’atome Cr a pour configuration 3d4s, et non 3d*4s?; après Ni 
avec huit électrons d vient immédiatement l'atome Cu avec une 
couche d absolument complète (aussi l’a-t-on rapporté aux groupes 
principaux). Une telle absence de régularité s'observe aussi vis-à-vis 
des termes des ions: les configurations électroniques des ions ne 
coïncident habituellement pas avec la configuration des atomes 
précédents. Par exemple, l’ion V* a la configuration 3d* (et non 
8d°4s?, comme Ti), l’ion Fe* la configuration 3d*4s (au lieu de la 
configuration 3d*4s? de l’atome Mn). Notons que tous les ions qui 
se rencontrent à l’état naturel dans les cristaux et les solutions con- 
tiennent dans leurs couches incomplètes seulement des électrons d 
(et non s et p). Ainsi, le fer se rencontre dans les cristaux et les 
solutions seulement sous la forme d'ions Fe*+ et Fet*++, avec 
respectivement pour configurations 3d° et 345. 

On retrouve une situation analogue lors du remplissage de la 
couche 4f qui s'opère dans le rang des ferres rares (tableau 5)1. 


Tableau 5 
Configurations électroniques des atomes des terres rares 
ssCe | soPr | soNd | aPm | sm 63Eu 
Fr 4f 5d 6s? 4f5 6s? 4 65? 4fs 6s? 4f5 6s° aff 6s? 
2 1G 4] a 81, Ho ya 7Fo Sy: 
£ 
ë esGd | 65 Tb | ceDy Ho esEr «Tm zYb 
4f"5d6s? 4af°6s? afo6st | 4fliGs? | 4fl2653 | 4fi3652 | 4fli6s? 
D; Hisya a Lise He 2F;ya 1S0 


Le remplissage de la couche 4f ne s'opère pas non plus d'une 
manière tout à fait régulière, étant caractérisé par la compétition 
entre les états 4f, 5d et 6s. 

Le dernier groupe des éléments intermédiaires commence par 
l’actinium. Dans ce groupe s'opère le remplissage des couches 6d 
et 5f, de même que dans le rang des terres rares (tableau 6). 

Pour terminer ce paragraphe, arrêtons-nous sur une application 
intéressante de la méthode de Thomas-Fermi. Nous avons vu que 
les électrons apparaissent dans la couche p pour la première fois 


1 Dans les cours de chimie, Lu est habituellement rapporté aux terres 
rares. Mais à tort, puisque la couche 4f est déjà complète ; Lu doit être rap- 
porté au groupe du platine, comme dans le tableau 4. 
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Tableau 6 
Configurations électroniques des atomes du groupe des actinides 


sAC | s0Th ssNp #Pu 


nPa | sÙU 


s5AmM | Cm 


6d7s? 
D, ya 


6d°7s? 
3F, 


5f26d7s° 
‘Ki 1/2 


5FP6d7s2 
ëLe 


5/*647s? 
SL 


5pe7s? | 5/75? 
"Sy 


5F6d7s? 
D, 


Couche Rn<+ 


11/2 


dans le cinquième élément (B), les électrons d apparaissent lorsque 
Z=21 (Sc), et les électrons f lorsque Z—58 (Ce). Ces valeurs 
de Z peuvent être prédites à l’aide de la méthode de Thomas-Fermi 
de la manière suivante. 

Un électron de moment orbital { dans un atome complexe se 
meut en ayant pour «énergie potentielle efficace»! 


Ut =—p(n+ CE. 


Le premier terme représente l'énergie potentielle dans le champ 
électrique décrit par le potentiel de Thomas-Fermi œ(r). Le second 
est l'énergie centrifuge, où l’on écrit ({+ 1/2) au lieu de £(1+ 1), 
le mouvement étant quasi classique. Comme l'énergie totale de 
l’électron dans l'atome est négative, il est clair que si (pour les 
valeurs données de Z et de !) U,(r) > 0 pour tous les r, l'atome 
considéré ne peut avoir d'électrons doués du moment envisagé L. 
Si l’on considère une valeur quelconque déterminée { et si l'on 
fait varier Z, on constate que pour des Z trop petits on a effectivement 
partout U,(r)> 0. Z croissant, arrive le moment où la courbe 
U,=U,(r) est tangente à l’axe des x, et pour les Z plus grands 
on a une région où U,(r) < 0. Ainsi donc, l'instant de l'apparition 
dans l'atome d'électrons avec { donné est déterminé par la condi- 
tion de tangence de la courbe U,(r) à l'axe des x, c'est-à-dire par 
les équations : 
1/32 17.2 
Uitr=—p+ ER 0, Vitr=— pt) CRE = 0. 

Substituant ici l'expression (70,6) du potentiel, on obtient les 

équations 


213 X(X) _{ 4 \r/3 (1+1/,) 
210 (EE) CEE, . 
z?" OPEN (+17) (73,2) 
37 x? : 


x 


1 Comme au $ 70, nous faisons usage des unités atomiques. 
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Divisant membre à membre la seconde de ces équations par la 
première, on trouve pour x l'équation 


x (x) __1 


x (x) x° 


après quoi, la première des équations (73,2) permet de calculer Z. 
Le calcul numérique donne : 


Z=0,155 (21 + 1}. 


Cette formule détermine les valeurs de Z pour lesquelles apparais- 
sent pour la première fois dans l'atome les électrons avec { donné 
(avec environ 10% d'erreur). 

On obtient des valeurs absolument exactes si l'on prend 0,17 
au lieu du coefficient 0,155 : 


Z=0,17(21+ 1. (73,3) 


Pour {—=1, 2, 3 cette formule donne, après avoir arrondi aux 
entiers voisins, justement les valeurs exactes 5, 21, 58. Pour 1=4, 
la formule (73,3) donne Z = 124; cela signifie que les électrons g 
devraient apparaître pour la première fois seulement dans le 
124-ième élément. 


$ 74. Termes X 


L'énergie de couplage des électrons internes de l'atome est si 
grande que si un tel électron passe dans la couche périphérique 
incomplète (ou s’il quitte l'atome), alors l'atome (ou l'ion) excité 
devient mécaniquement instable vis-à-vis de l’ionisation, s’opérant 
avec reconversion de la couche électronique et formation d'un ion 
stable. Toutefois, les interactions électroniques dans l'atome étant 
relativement faibles, la probabilité d’une telle transition est quand 
même petite, de sorte que la durée de vie + de l’état excité est grande. 
Ceci étant, la «largeur» du niveau hr (voir $ 44) est suffisamment 
petite pour qu'il y ait un sens à assimiler les énergies de l'atome 
avec un électron interne excité à des niveaux d'énergie discrets 
d'états «quasi stationnaires» de l'atome. Ces niveaux sont appelés 
termes X!. 

Les termes X se classent en premier lieu par indication de la 
couche désertée, où s'est formé un «trou». Peu importe alors où 
échoit l'électron, car l'énergie de l'atome ne s'en trouve guère 
affectée. 

Le moment total de l’ensemble des électrons remplissant une 
couche est nul. Après désertion d’un électron, la couche acquiert 
un moment j. Pour la couche (n, {) le moment j peut prendre les 


! Cette appellation est due à ce que, à l'issue des transitions entre ces 
états, l'atome émet des rayons X 


21-50 
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valeurs ! + 1/2. De la sorte, on obtient des niveaux qu’on pourrait 
noter ISiy2, 2Siye, 2Piyas 2Paya -.., la valeur j affectant sous 
forme d'indice le symbole indiquant la place vacante. Mais sont 
généralement admis les symboles avec la correspondance suivante : 


ÎSiy2s 2Si/2s 2Payzs 2Payas SSipar SPayss Papas Jdajss Bdypas 
K L; Li Lin M; Mu Min Miv My 

Les niveaux avec n —=4, 5, 6 se désignent d’une manière analogue 

par les lettres N, O, P. 

Les niveaux avec des n7 identiques (que l’on désigne par une 
même majuscule) sont situés dans un même voisinage et loin des 
niveaux avec d'autres n. La raison en est que, les électrons internes 
se trouvant relativement près du noyau, le champ où ils sont plongés 
est celui faiblement blindé du noyau. Ceci étant, leurs états sont 
hydrogénoïdes et leur énergie vaut, en première approximation, 
—Z!/2n? (dans les unités atomiques), donc ne dépend que de n. 

L'intervention des effets relativistes entraîne la séparation des 
termes avec des j différents (comparer avec ce qui a été dit au 
$ 72 sur la structure fine des niveaux d'hydrogène). Par exemple, 
L, et L,, se séparent de L,,,; M, et M,, de M,, et M,,. De telles 
paires de niveaux sont dites doublets relativistes. 

La séparation des termes avec des { distincts mais pour un 
même j (par exemple L, de L,, M, de M,,) est liée à l’écart du 
champ où sont plongés les électrons internes par rapport au champ 
coulombien du noyau, c'est-à-dire à l'intervention de l'interaction 
de l’électron avec les autres électrons. De tels doublets sont dits 
de blindage. Le terme correctif principal à l'énergie «hydrogénoïde » 
de l'électron provient du potentiel créé par les autres électrons 
dans la région voisine du noyau; il est proportionnel à Z+4/3 
[voir (70,8)]. Mais, comme cette correction ne dépend ni de n, ni 
de /, elle n’influe pas sur les intervalles entre les niveaux. Ceci 
étant, les termes correctifs principaux dans les différences de niveaux 
sont liés à l’interaction d'un électron avec les électrons les plus 
proches. Comme les distances entre les électrons internes 7 — 1/Z 
(rayon de Bohr dans le champ de la charge Z), l'énergie de ladite 
interaction = l/r = Z. Prenant cette correction en considération, 
l'énergie du terme X peut s'écrire, avec la même précision, sous 
la forme—(Z—6})/2n?, 8—6 (n, !) étant une quantité petite (par 
rapport à Z) que l’on peut considérer comme la grandeur du 
blindage de la charge du noyau. 

A côté des termes X avec un trou, on peut aussi avoir dans 
les couches électroniques des termes avec deux ou trois trous. L'’in- 
teraction spin-orbite étant forte chez les électrons internes, le 
couplage des trous entre eux est du type jj. 

a largeur d'un terme X est déterminée par la probabilité totale 
de tous les processus de reconversion possibles de la couche élec- 
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tronique de l'atome avec occupation du trou donné. Dans les ato- 
mes lourds, le rôle principal revient alors aux transitions du trou 
de la couche donnée à une couche supérieure (c’est-à-dire aux tran- 
sitions inverses des électrons) qui s’opèrent avec émission d’un 
quantum X. Les probabilités de ces transitions «radiatives», et 
la partie correspondante de la largeur du niveau avec, croissent 
très rapidement—comme Z‘—avec le numéro atomique, mais 
tombent (pour Z donné) dans la suite des niveaux profonds aux 
niveaux moins profonds. 

Pour les atomes plus légers (et pour les niveaux supérieurs) 
un rôle essentiel, voire prédominant, revient aux transitions non 
radiatives, alors que l'énergie libérée, lorsqu'un électron supérieur 
occupe un trou, sert à arracher à l’atome un autre électron interne 
(effet Auger); à l'issue d’un tel processus l'atome se retrouve dans 
un état avec deux trous. Les probabilités de ces processus et leur 
contribution à la largeur du niveau ne dépendent pas, en première 
approximation (en 1/Z), du numéro atomique (voir problème)!. 


Problème 


Trouver la loi limite de la dépendance de la largeur d’Auger des termes X 
par rapport au numéro atomique, supposé suffisamment grand. 

Solution. La probabilité de la transition d'Auger est en raison du carré 
de l'élément matriciel de la forme: 


M= [0 pts Vnits dvi ds, 


Vis Va, et wi, ÿ: étant les fonctions d'onde initiales et finales des deux électrons 
part eipant à la transition, et V—e?/r;, leur énergie d'interaction. Pour des 

suffisamment grands, on peut spposet que les fonctions d'onde des électrons 
internes sont hydrogénoïdes et négliger le blindage du champ du noyau par les 
autres électrons (hydrogénoïde est aussi la fonction d'onde de l’électron d'ionisation 
dans les profondeurs de l'atome, région importante pour l'intégrale M). Si l'on 
fait les calculs en exprimant toutes les quantités dans les unités coulombiennes 
(avec la constante « —Ze ; voir $ 36), alors la seule quantité dépendant de Z 
dans l'intégrale M est V—1/Zr;s, de sorte que Mcn1/Z. La probabilité de la 
transition, et avec elle la largeur d’Auger du niveau AE, sera proportionnelle à 
Z-2. Retournant aux unités ordinaires (l'unité d'énergle coulombienne est 
Zmejhi), on trouve que AE ne dépend pas de Z. 


$ 76. Moments multipolaires 


En théorie classique les propriétés électriques d’un système sont 
caractérisées par ses moments multipolaires de divers ordres, qui 
s'expriment en fonction des charges et des coordonnées des parti- 
cules. En théorie quantique les définitions de ces grandeurs con- 
servent la même forme, mais elles seront considérées comme opé- 
ratorielles. 


1 A titre d'exemple, indiquons que la largeur d’Auger du niveau K est 
d'environ 1 eV, et elle atteint = 10 eV pour des niveaux supérieurs. 


2e 
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Le premier des moments multipolaires est le moment dipolaire, 
défini comme le vecteur 
d= Xer 


(sommation sur toutes les particules du système ; pour abréger, nous 
omettons l'indice numérotant la particule). La matrice de cet opé- 
rateur—comme pour n'importe quel vecteur polaire (voir $ 30) — 
n'a ses éléments non nuls que pour les transitions entre états de 
parités différentes. Aussi, tous les éléments diagonaux sont certai- 
nement nuls. En d’autres termes, sont nulles les valeurs moyennes 
du moment dipolaire de tout système de particules (par exemple 
d’un atome) dans les états stationnaires!. 

Il en est évidemment de même de tous les moments 2/-polaires 
avec des valeurs impaires de {. Les composantes d’un tel moment 
sont des polynômes de degré impair (du {-ième) relativement aux 
coordonnées, qui changent de signes — comme les composantes d’un 
vecteur polaire — dans une inversion des coordonnées ; c’est pourquoi 
subsiste la même règle de sélection de la parité. 

Le moment quadrupolaire d'un système est défini comme le ten- 
seur symétrique 


Qu = De (3x;xx — Osxr?) (75.1) 


avec zéro pour somme des termes diagonaux. La détermination des 
valeurs de ces quantités dans tel ou tel état du système (disons 
d’un atome) exige qu'on prenne la moyenne de l’opérateur (75,1) 
sur la fonction d’onde correspondante. Il conviendra alors de procé- 
der en deux étapes (comp. $ 72). 


Désignons par Q;, l'opérateur du moment quadrupolaire, dont 
on a pris la moyenne sur les états électroniques avec une valeur 
donnée du moment total J (mais non de sa projection M,). Un tel 
opérateur ne peut s'exprimer qu’au moyen des opérateurs des grandeurs 
caractérisant l’état de l’atome dans son ensemble. Le seul vecteur 


caractérisant l'atome dans son ensemble est le « vecteur » J. Il s’en- 
suit que l'opérateur Q;,, doit être de la forme: 


< 3 : 5 F5 __25 
Gn= porn (lat dalr—5 Pb), (52 


1 Pour éviter tout malentendu, soulignons qu'il s'agit d'un système fermé 
de particules, ou d'un système de particules dans un champ électrique extérieur 
central symétrique. Ainsi, si l'on considère que les noyaux sont «fixés», 
l'assertion générale formulée est vraie pour le système électronique de l'atome, 
mais non de la molécule. 

On suppose encore qu’il n’y a aucune dégénérescence supplémentaire 
(caccidentelle >) du niveau d'énergie à part la dégénérescence dans les direc- 
tions du moment total. Sinon, on peut former des fonctions d'onde des états 
stationnaires ne possédant pas de parité déterminée, et les éléments diagonaux 
correspondants du moment dipolaire ne doivent pas s’annuler. 
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l'expression entre parenthèses ayant été formée de façon à être 
symétrique sur i, k et à s'annuler par contraction sur ce couple 
d'indices (pour le sens du coefficient Q, cf. plus bas). 

Les opérateurs J; doivent être interprétés comme les matrices 
qui nous sont connues ($$ 27,54) par rapport aux états avec diffé- 
rentes valeurs de M,; l'opérateur J* peut, bien entendu, être rem- 
placé simplement par sa valeur propre J (J +1). 

Les trois composantes de J ne pouvant avoir simultanément des 
valeurs déterminées, il en est de même des composantes de Q;,. 
On a pour la composante Q,, 


2 3Q « 1 = 

Qu=rer-n (3 À). 
Dans l'état à valeurs données de J?=J (J +1) et de J,=M, la 
composante Q,, a elle aussi une valeur déterminée : 


Qu= 7e [MU +0]. (75,3) 


Pour M,=J (le moment est « tout entier » dirigé suivant l’axe des z) 
on a Q,,—=Q; cette quantité est précisément ce qu’on appelle 
simplement d'ordinaire moment quadrupolaire. 

Lorsque J —0 tous les éléments des matrices du moment sont 
nuls, si bien que les opérateurs (75,2) s'évanouissent eux aussi. 
Ils sont aussi identiquement nuls pour J = 1/2. On peut s’en assurer 
facilement en multipliant les matrices de Pauli (55,7), qui sont 
les matrices des composantes de tout moment égal à 1/2. 

Cette circonstance n’est pas fortuite, c’est un cas particulier d’une 
rêgle générale: le tenseur du moment 2!-polaire (avec { pair) n'est 
différent de zéro que pour les états d’un système à moment ciné- 
tique total 

J> 12. (75,4) 


Le tenseur de moment 2!-polaire est un tenseur irréductible de rang ! 
(cf. II $ 41), et la condition (75,4) est une conséquence des règles 
générales de sélection d’après le moment pour les éléments de ma- 
trices de tels tenseurs; c’est la condition pour laquelle peuvent être 
non nuls les éléments matriciels diagonaux ($ 107). Ainsi qu'il 
a été dit plus haut, la règle de sélection suivant la parité exige 
alors que { soit un nombre pair. 

Il conviendra aussi de noter que les moments multipolaires 
électriques sont des quantités purement «orbitales» (leurs opéra- 
teurs ne contiennent pas les opérateurs du spin). De ce fait, si l’on 
peut faire abstraction de l'interaction spin-orbite, si bien que Let S 
sont séparément conservés, les éléments de matrice des moments 
multipolaires obéissent aux règles de sélection non seulement d’après 
le nombre quantique J, mais aussi d’après L. 
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Problèmes 


1. Trouver le lien entre les opérateurs du moment quadrupolaire de l'atome 
dans des états correspondant à des composantes distinctes de la structure fine 
du niveau (c'est-à-dire à des états avec des valeurs distinctes de J pour des 
valeurs données de L et S). 

Solution. Dans des états avec L et S donnés, l'opérateur du moment 
quadrupolaire dépend, en tant qu'opérateur d'une quantité purement orbitale, 


seulement de l'opérateur £, et s'exprime donc par la même formule (75,2) où 


l'on remplace J par L (et avec une autre constante Q). L'opérateur (75,2) s'en 
aus # prenant une nouvelle fois sa moyenne, cette fois sur l'état de valeur 
onnée de J': 


ne = = 2 


T2L en [En+AT-ÉLe+06n] . 0) 


On demande de trouver le lien entre les coefficients Q J et Qc. À cet effet, 


multiplions l'égalité (1) à gauche par J; et à droite par J4 (et sommons sur f 
et k) et passons aux valeurs propres des opérateurs diagonaux. Alors 


Tililrfs= OL), 
où, en raison de la formule (31,4), 
2IL=J(J+0)+L(L+D—-S(S+1). 
D'autre part, le produit J Lalifs se transforme à l’aide des formules 
{Li Ly}=iermlr {fi [0 Li} =teirmL a 


comme on l’a fait dans le problème du $ 29, et il vient : 


Li Ella = OL) — (OL). 
D'une manière analogue 


Lihih= OS. ll = (301). 
On déduit finalement de (1) la relation suivante : 


3 (CL) (JL —1)—27 (J +1) L(L+1) 
V=U GED eFHLE-) | @) 


En particulier, lorsque S—1/2, cette formule donne : 


Qr=Q lorsque J=L+-, 


(L—1)(2L+3) 1 @) 


Qy=QL LEL+F1) lorsque J=L--. 


2. Exprimer le moment quadrupolaire de l'électron (charge—] e|) de moment 
orbital { en fonction du carré moyen de sa distance au centre. 
Solution. Il nous faut prendre la moyenne de l'expression 
Qu=—lelr (8cos"0—1)=— 1er" (3n2—1) 
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sur l'état de moment { donné et de projection du moment m—1{. La valeur 
moyenne du facteur angulaire est directement donnée par la formule du problème 


du $ 29 (dans laquelle on remplacera ï, par l), et on trouve en définitive : 
— 9 
_ 3 


Le signe de cette quantité est, comme il se doit, opposé à celui de la charge 
de l'électron: la particule en mouvement avec son moment dirigé selon l'axe 
des z se trouve principalement dans le voisinage du plan z=0, et donc 
cost Ô < 1/3. 

Pour un électron de valeur donnée de j=1{ + 1/2, la transition à l'aide 
de la formule (3) donne 
2j—1 
TEE F 

3. Déterminer le moment quadrupolaire d'un atome (dans son état fonda- 
mental) où tous les v électrons outre ceux des couches pleines se trouvent dans 
des états équivalents avec pour moment orbital [. 

Solution. Puisque le moment quadrupolaire total des couches pleines 
est nul, l'opérateur du moment quadrupolaire de l'atome est donné par la somme 


31el|ri 


à 25 057 2 
Qi = DOTS 2 [i+iñ-+o+n 6] 


sur tous les v électrons extérieurs [on a utilisé ici la formule (4)]. 

Supposons d'abord v&21+1, c'est-à-dire qu'au plus la moitié des places 
sont occupées dans la couche. Alors, en vertu de la loi de Hund ($ 67), les spins 
de tous les v électrons sont parallèles (de sorte que S=v/2). C'est dire que la 
fonction d'onde de spin de l'atome est symétrique, donc que la fonction d'onde 
des coordonnées est antisymétrique sur ces électrons. Par conséquent, tous les 
électrons doivent avoir des valeurs m différentes, de sorte que la plus grande 
valeur possible de Mz (et donc de L coïncidant avec) est égale à: 


I 
1 
L=(Man= D m=gv@i-v+)). 
m=l-v+) 
La valeur Qz cherchée est la valeur propre Q,, pour Mz=L. On a donc: 


— l 
__ 6jeir _LU+1) 
Gps, 2, "8 l 


d'où, après avoir calculé la somme : 


Q _21(2—2v+1) 
LT QI=T) (21+3) 


La transition définitive de Qz à Qy s'effectue d'après la formule (2). 

Le cas d'un atome dont la couche extérieure est pleine plus qu'à moitié 
se ramène au précédent en envisageant des trous au lieu des électrons ; aussi 
la réponse est-elle donnée, au signe près, par la même formule (6) (la charge 
d'un trou est+|e|, et v représentera désormais non pas le nombre d'électrons, 
mais le nombre de vacances dans la couche. 


Q=lelrt 


lelri. (6) 
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$ 76. Atome dans un champ électrique 


Si l’on plonge un atome dans un champ électrique extérieur, 
ses niveaux d'énergie varient; c’est l'effet Stark. 

Dans un atome plongé dans un champ électrique extérieur 
uniforme nous avons affaire à un système d'électrons placés dans un 
champ à symétrie axiale (le champ du noyau avec le champ exté- 
rieur). Ceci étant, le moment cinétique total de l'atome cesse, à 
strictement parler, d'être conservé ; seule se conserve la projection 
M, du moment total J sur la direction de ce champ. Les états avec 
des valeurs distinctes de M, posséderont des énergies distinctes, 
c'est-à-dire que le champ électrique lève la dégénérescence dans 
la direction du moment, mais incomplètement toutefois: les états 
qui ne se distinguent que par le signe de M, restent, comme avant, 
dégénérés entre eux. En effet, l'atome dans le champ électrique 
extérieur uniforme est symétrique par rapport à la réflexion par 
n'importe quel plan passant par l'axe de symétrie (l’axe passant 
par le noyau dans la direction du champ; nous le prendrons ci-des- 
sous pour axe des z). Ceci étant, les états se déduisant l’un de l’autre 
par une telle réflexion doivent être doués de la même énergie. Mais 
par réflexion dans un plan passant par un certain axe le moment 
cinétique par rapport à cet axe change de signe (le sens positif de 
parcours autour de cet axe s’inverse). 

Nous supposerons le champ électrique suffisamment faible, à tel 
point que l'énergie supplémentaire qui en provient soit petite par 
rapport aux distances entre niveaux d'énergie voisins de l'atome, 
notamment par rapport aux intervalles de la structure fine. Alors, 
pour calculer le déplacement des niveaux dans le champ électrique 
on pourra mettre en œuvre la théorie des perturbations développée 
aux 6$ 38, 39. L'opérateur de perturbation est alors l’énergie du 
système d'électrons dans le champ uniforme @, égale à 


V=— dd =—f#d,, (76,1) 


d étant le moment dipolaire du système. A l’approximation zéro 
les niveaux de l'énergie sont dégénérés (dans les directions du mo- 
ment total); néanmoins, cette dégénérescence n'est pas essentielle 
dans le cas présent, et appliquant la théorie des perturbations, on 
peut opérer comme si l’on avait affaire à des niveaux non dégénérés. 
Cela résulte du fait que dans la matrice de d, (ainsi que de la com- 
posante sur l'axe des z de n’importe quel autre vecteur), seuls ne 
sont pas nuls les éléments des transitions sans changement de M, 
(voir $ 29), et les états se distinguant par des valeurs de M, se 
comportent indépendamment l’un de l’autre lorsqu'on applique 
la théorie des perturbations. 

Le déplacement des niveaux d'énergie est déterminé en première 
approximation par les éléments matriciels diagonaux correspondants 
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de la perturbation. Toutefois, les éléments matriciels diagonaux 
du moment dipolaire sont nuls ($ 75). Ceci étant, la désintégration 
des niveaux dans le champ électrique est un effet du second ordre 
par rapport au champ. 

En tant que quantité quadratique par rapport au champ, le 
déplacement AE, du niveau E, doit s'exprimer par une formule 
de la forme 


AE, =— +06 (76,2) 


où af est un tenseur symétrique; choisissant l’axe des z selon 
le champ, il vient : 


AE,=—+ ae. (76,3) 


Le tenseur «ff représente, dans le même temps, la polarisabi- 
lité de l'atome dans le champ extérieur. En effet, si, dans la formule 
générale (11,16), on interprète les paramètres À comme les compo- 
santes du vecteur & et si l'on pose À—Â,—@d, on trouve que 
la valeur moyenne du moment dipolaire de l’atome induit par 
le champ est 


du — En 


Substituant ici (76,2), on obtient: 


d = 8x. (76,4) 


Le calcul de la polarisabilité doit se faire suivant les lois gé- 
nérales de la théorie des perturbations. D'après la formule de se- 
conde approximation (38,10), on a: 


ap =29 DA (ilam (dg)mn : (76,5) 


n—Em 


La polarisabilité de l’atome dépend de son état (imperturbé), 
en particulier du nombre quantique M,. Cette dernière dépendance 
peut être établie sous forme générale. Les a{% pour différents M, 
peuvent être considérés comme les valeurs propres de l'opérateur 


aa ôn+ B, (Fix + ff? 60 ?). (76,6) 
C'est là la forme générale du tenseur symétrique de rang deux 


1 Fait exception l'atome d'hydrogène, pour lequel l'effet Stark est linéaire 
par rapport au champ (voir paragraphe suivant). Se conduisent aussi comme 
l'hydrogène dans des champs suffisamment intenses les atomes d’autres éléments 
dans des états fortement excités (et qui sont donc hydrogénoïdes, voir $ 68). 
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dépendant du vecteur À (comp. $ 75). On déduit de (76,3) et (76,6): 
3 
AE,=—€ {a, + BP, [M—+ J(U+ | }. (76,7) 


Faisant la somme sur toutes les valeurs M,, le second terme entre 
accolades s’annule, de sorte que le premier terme représente le dé- 
placement général du «centre de gravité» du niveau désintégré. 
Notons également que, en vertu de (76,7), le niveau avec J = 1/2 
ne se désintègre pas, conformément au théorème de Kramers ($ 60). 

Si l'atome se trouve dans un champ extérieur non uniforme 
(variant peu sur une distance de l’ordre des dimensions de l'atome), 
li peut aussi exister un effet de désintégration linéaire par rapport 
au champ, lié au moment quadrupolaire de l'atome. L'opérateur 
d'interaction quadrupolaire du système avec le champ a la forme 
correspondant à l'expression classique de l'énergie quadrupolaire 
(voir II $ 42): 


5 _ 1 d 
V=+ ELA Os, (76,8) 


œ étant le potentiel du champ électrique (les dérivées sont supposées 
calculées au point où se trouve l'atome). 


Problèmes 


1. Déterminer la dépendance de la désintégration de Stark des diverses 
composantes du niveau multiplet par rapport à J. 

Solution. Il est commode de résoudre le problème en inversant l'ordre 
de superposition des perturbations : considérons d'abord la désintégration star- 
kienne du niveau sans structure fine, puis introduisons l'interaction spin-orbite. 
Le spin de l'atome n'interagissant pas avec un champ électrique extérieur, 
la désintégration starkienne du niveau de moment orbital donné L'est donnée 
par une formule de la même forme que (76,2) avec un tenseur @;x s'expri- 
mant en fonction de L tout comme dans (76,6) à {%}, s'exprime en fonction de J: 


£ os 2 2 
Gik = abir + d ( Lila + Lai — 7 Sul? ) 


(nous omettons partout l'indice n). Après l'intervention de l'interaction spin- 
orbite, les états de l’atome doivent être caractérisés par le moment total J. On 
prend formellement la moyenne de l'opérateur &;, sur les états de valeur donnée 
de J (mais non de sa projection M) comme dans le problème 1 $ 75. Nous 
sommes finalement ramenés aux formules (76, 6-7} avec des constantes «&, B 
s'exprimant en fonction des constantes a, b suivant les relations : 


3(3L)(2(8L)—1]—2J (J+1)L(L+1) 
J+D(27—1)(27 +3) ‘ 


Ainsi se trouve déterminée la dépendance de la désintégration par rapport à J 
(mais, bien entendu, non pas par rapport à Let S, dont dépendent également — 
comme des caractéristiques du terme non désintégré—les constantes a et b). 

2. Déterminer la désintégration du niveau doublet (spin S—1/2) dans un 
champ électrique arbitraire (non faible). 


a=a, B—=b 
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Solution. Si la grandeur de la désintégration n'est pas petite en com- 
paraison de l'intervalle entre les composantes du doublet, la perturbation du 
champ électrique et l’interaction spin-orbite doivent être prises en considération 
simultanément, c'est-à-dire que l'oparateur de perturbation est donné par la somme : 


P=ASD —— gt {a+ [u-+Lu+] } 


[comp. (72,4) et problème précédent]. Omettant les termes constants, inessen- 
tiels pour la désintégration, nous recopierons cet opérateur sous la forme 
{voir (29,11)] : 


pr 1$+1-+5-L,+92$,2,)— bg. 
Pour chaque valeur donnée de M sm M, les valeurs propres de cet cpénteur 


sont déterminées par les racines de l'équation séculaire formée avec des éléments 
matriciels relativement aux états : 


MMS =|M 1/2 Æ& 1/2). 
On trouve à l’aide des formules (27,12): 
3 


(Mgr) (mr) ( m5), 


pet. feet “he (ut) eat) 


qu ft 4 [(eenh)(eue 


Finalement (voir prob. 1 $ 39), il vient pour le déplacement des niveaux: 


AE=—béM + (Lg) +56 66+4 M: (1) 


nous avons omis ici tous les termes identiques pour toutes les composantes du 
doublet désintégré. Cette formule (avec les deux signes devant le radical) con- 
cerne tous les niveaux avec | M|< L—1/2. Il ne correspond à la valeur | M | — 
—= L—1/2 que le seul état | M; Ms», et le déplacement du niveau est simple- 
ment donné par l'élément matriciel diagonal correspondant. En choisissant la 
même constante additive que dans (1), on trouve : 


ar=(#+ee )(1+4)-0e(1+5) @) 


[ce qui coïncide avec le résultat donné par la formule (1) avec un seul signe 
devant le radical]. 

3. Déterminer la désintégration quadrupolaire des niveaux dans un champ 
électrique à symétrie axiale 1. 

Solution. On a dans le champ, symétrique par rapport à l'axe des 2: 


Dp_dg , 2e 

me on 2 
les autres dérivées secondes sont nulles. L'opérateur (76,8) de l'énergie quadru- 
polaire a la forme: 


RQ et Gun 2020) = pen (379. 


1 Pour le problème analogue pour un champ arbitraire, cf. problème 6, $ 103. 
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Remplaçant les opérateurs par leurs valeurs propres il vient pour le déplace- 
ment des niveaux : 


TN. ES _3M? 
Aer +1) 3M%1. 


4. Calculer la polarisabilité de l'atome d’ hydrogène dans l'état fondamental. 
Solution. Vu la symétrie sphérique de l’état s, le tenseur de polarisa- 
bilité se réduit à un scalaire (a;;,=aô;), pour lequel on a d’après (76,5): 


re a 


(le moment dipolaire de l’électron est See est l'énergie du niveau fon- 
damental). Introduisons l'opérateur auxiliaire b défini comme suit : 


2-7. 
h di 
(m étant la masse de l'électron). Alors, 2 =(im/h?)(Eo—Ex)bor après quoi 
2imes Qimet  - 
FF à Zokbxo = rl (2b)00- (1) 


Pour calculer cette RS il suffit de connaître le résultat de l'action de 6 


sur la fonction d'onde 4 (r) 
On a d'après (9,2): 
m db im 5e 
= = ÿ=—(À6—6 
ZŸo nu MCE ) Ÿo 


Désignant la fonction DA par b(r)# et notant que 4, satisfait à l'équation 
to= EoŸo, où A =—h3A/2m+ U (r), on obtient pour b (r) l'équation diffé- 
rentielle 

_. Yo Ab + VD: V Yo = iZWŸo. 


La substitution b— cos 8 f(r) (8 étant l'angle polaire en coordonnées sphéri- 
ques, z—r cos 6) ramène cette équation à la forme 


E4L Nr ir é 
Sa solution doit vérifier la condition de finitude de fW lorsque r —+0 et r —+ co. 
Pour l'état fondamental de l'atome d'hydrogène : 4 =exp(—r/ag)/ Va 
(ag=h?/me étant le rayon de Bohr). La solution de l'équation (2) vérifiant 
la condition posée est 
f=—irag ( ao++) : 
D'après la formule (1), on trouve à présent ! 


a (rf eos? 8) = _ EPo=T ab. 


1 On retrouvera ce résultat au paragraphe suivant par une autre voie. 
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5. Calculer la polarisabilité d'un électron se trouvant dans un état s lié 
dans un puits de potentiel de rayon d'action des forces a tel que ax 1, 


où x= Y 2m|Eol/hR, | Eo| étant l'énergie de liaison de l'électron. 
Solution. Vu la condition xa< 1, lors du calcul de l'élément de matrice 


(zb)oo on pourra négliger le domaine intérieur au puits et se servir dans tout 
l'espace de la fonction d'onde 


= XX r 


qui se rapporte au domaine extérieur au puits (la normalisation de cette fonc- 
tion tient aussi compte de la condition xa << 1; (à ce sujet, cf. $ 133). L'équa- 
tion (2) du problème précédent prend la forme 


fr Î 


T7 — sir 


et sa solution vérifiant les conditions aux limites est f——àir3/2x. Le calcul 
d'après la formule (1) donne : 


PELLE 
ahxs 


$ 77. Atome de l'hydrogène dans un champ électrique 


Les niveaux de l'atome de l'hydrogène subissent dans un champ 
électrique uniforme, contrairement aux niveaux des autres atomes, 
une désintégration en raison de la première puissance du champ 
(effet Stark linéaire). Ceci est dû à la présence d’une dégénérescence 
accidentelle des termes de l'hydrogène, en vertu de laquelle des 
états avec différentes valeurs de { (pour un nombre quantique prin- 
cipal n donné) possèdent des énergies identiques. Les éléments ma- 
triciels du moment dipolaire pour la transition entre ces états n'étant 
nullement nuls, l'équation séculaire donne dès la première appro- 
ximation un déplacement non nul des niveaux1. 

Pour faire les calculs, il est commode de choisir les fonctions 
d'onde non perturbées de sorte que la matrice de la perturbation 
soit diagonale par rapport à chaque groupe d'états mutuellement 
dégénérés. On y arrive en quantifiant l'atome d'hydrogène en coor- 
données paraboliques. Les fonctions d'onde 1p,.., des états station- 
naires de l'atome d'hydrogène en coordonnées paraboliques sont 
déterminées par les formules (37, 15-16). 

L'opérateur de perturbation (& étant l’énergie ce l’électron dans 
le champ) est $z=#(E—n)/2 (le champ est dirigé dans le sens 
positif de l’axe des z, et la force agissant sur l’électron dans le 


1 Dans les calculs ci-dessous nous ne tenons pas compte de la structure fine 
des niveaux de l'hydrogène. Dès lors, bien qu le champ ne doive pas étre 
intense (condition d'application de la théorie des perturbations), il doit, dans 
le même temps, être te que la désintégration starkienne soit A de par rapport 
à la structure fine. Pour le cas inverse, cf. problème dans IV $ 52. 


334 L'ATOME CH. X 


sens négatif)’. Nous allons considérer les éléments matriciels des 
transitions nin,m—+nin,m' pour lesquelles l'énergie (à savoir le 
nombre quantique principal n) ne change pas. Il est facile de voir 
que seuls ne sont pas nuls les éléments diagonaux : 

© æ 27 


[ban l? 828 = É [TT ban de a ën = 
0 0 


-$ (AT (P:) Fm (P+) (pi —P+) dp dps (77,1) 
0 


0 


(nous avons substitué E=np,, n—=np,). Vis-à-vis de m, il est évi- 
dent que la matrice est diagonale; par rapport à n,, n,, cette pro- 
priété résulte de l'orthogonalité des fonctions f,, avec des n, 
distincts et le même "= (voir ci-dessous). Les intégrations sur dp, 
et dp, dans (77,1) se séparent ; les intégrales obtenues sont calculées 
au $ f de l'appendice mathématique [intégrale (f, 6)]. Après un 
calcul simple, on obtient pour la correction de première approxi- 
mation aux niveaux d'énergie ? 


Eu = En(n,—n,) (77,2) 
ou, dans les unités absolues : 
3 h2 
E® =gn(n—n;) lez Ê 


Les deux composantes extrêmes du niveau désintégré correspondent 
à n=n—1l, n,=0 et n,=0, n,—=n—1. La distance entre ces 
deux niveaux extrêmes est, en vertu de (77,2), 
3€n (n—1), 

c'est-à-dire que la désintégration générale du niveau par effet Stark 
est grosso modo proportionnelle à n°. L'augmentation de la désin- 
tégration en même temps que le nombre quantique principal est 
naturelle : plus l’électron est éloigné du noyau, plus le moment 
dipolaire de l'atome est grand. 

L'existence de l'effet linéaire signifie que dans l'état non per- 
turbé l'atome a un moment dipolaire de valeur moyenne 


d,=—Sn(n—n). (77,3) 


Ceci est conforme avec le fait que dans un état déterminé par les 
nombres quantiques paraboliques la distribution des charges dans 


1 Dans ce paragraphe nous nous servons des unités atomiques. 

? Ce résultat a éte déduit par K. Schwarzschild et P. Epstein (1916) à par 
tir de l’ancienne théorie des quanta, et par W. Pauli et E. Schrôdinger (1926) 
à l'aide de la mécanique quantique. 
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l'atome n'est pas symétrique par rapport au plan z=0 (voir $ 37). 
Ainsi, lorsque n, > n, l'électron se trouve essentiellement du côté 
des z positifs, et le moment dipolaire de l'atome est opposé au 
champ extérieur (la charge de l’électron est négative !). 

Il a été dit au paragraphe précédent que la levée de la dégé- 
nérescence par un champ électrique uniforme ne peut être complète — 
il subsiste toujours une double dégénérescence des états, qui se 
distinguent par le signe de la projection du moment sur la direction 
du champ (dans le présent cas, il s’agit des états de projections du 
moment égales à + m). Or, la formule (77,2) montre qu'on n'arrive 
même pas à une telle levée partielle de la dégénérescence dans l'effet 
Stark linéaire de l'hydrogène —le déplacement des niveaux (pour 
n et n,—n, donnés) ne dépend pas du tout de m et n,. La levée 
de la dégénérescence se poursuit dans l'effet de deuxième approxi- 
mation; le calcul de cet effet présente d'autant plus d'intérêt que, 
dans les états avec n,=n,, l'effet Stark linéaire est totalement 
absent. 

Pour le calcul de l'effet quadratique, il est incommode de se 
servir de la théorie des perturbations ordinaire, car on se heurte- 
rait à des sommes infinies de forme compliquée. Au lieu de cela, 
nous nous servirons de la méthode suivante quelque peu modifiée. 

L'équation de Schrôdinger pour l'atome d'hydrogène dans un 
champ électrique uniforme a la forme : 


(+A+E+S—6:)v=0. 


Ainsi que l'équation avec $=0, elle admet la séparation de varia- 
bles en coordonnées paraboliques. La même substitution (37,7) 
qu’au $ 37 conduit aux deux équations: 


z(e) +(55-5—$ &) h= —B;f, B,+B:= 1, 
H(nb)+(En-R+Ént) hp (77,4) 


qui se distinguent de (37,8) par la présence de termes avec $&. Nous 
considérerons dans ces équations l’énergie E comme un paramètre, 
ayant une valeur déterminée donnée, et les quantités B,, B, comme 
les valeurs propres des opérateurs correspondants (il est facile de 
s'assurer que ces opérateurs sont auto-adjoints). Elles se déterminent 
lors de la résolution des équations comme des fonctions de E et &, 
après quoi la condition B,+$,=1 donne la relation exigée entre 
E et &, c'est-à-dire l'énergie en tant que fonction du champ exté- 
rieur. 

Lors de la résolution approchée des équations (77,4) nous consi- 
dérons les termes contenant le champ & comme une petite pertur- 
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bation. À l’approximation zéro ($—=0), les équations ont les solu- 
tions déjà connues 


hi = Ve faim (&e), = Ve Fam (ne), (77,5) 


où les fonctions fm sont les mêmes que dans (37,16), et où 
l'énergie a été remplacée par le paramètre 


e=} —2E. (77,6) 


Les valeurs correspondantes de B,, f, [conformément aux égalités 
(37,12), où l’on remplacera n par 1/e] seront: 


po=(n,+leltt)e, po(n+lÆtthe (777 


Les fonctions f, avec différentes valeurs de #7, sont, pour e donné, 
orthogonales, en tant que fonctions propres d'un opérateur auto- 
adjoint (nous nous sommes déjà servis de ce fait dans l'effet linéai- 
re): dans (77,5) elles sont normalisées par les conditions 


Græ=t, (fén=1 
Les corrections de première approximation pour $, et B, sont 


déterminées par les éléments matriciels diagonaux de la pertur- 
bation : 


prSTene, pi $(ntfian 
0 


SE 8 


Le calcul donne: 
{= À, (Gn? + 6n, [m | + m° + 6n, + 3] m|+ 2). 


L'expression de B! s’en déduit en remplaçant n, par n, et inver- 
sant le signe. 

En deuxième approximation, on a, conformément aux formules 
générales de la théorie des perturbations: 


| Ein; j* 
16 Bi (n1)— Bi (ni) 


" 
Les intégrales entrant dans les éléments matriciels Een! sont 
calculées au $ f de l’appendice. Seuls ne sont pas nuls les éléments 


(Etant = (Ethan, m=— + (2, + 1m War +Imp, 
Ednsns=2 = (B*)a,-2, n =" (G—1)(,+Iml)(a+imi-1). 
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Les différences dans les dénominateurs sont égales à: 
1 (u)— PB (ni) = e (nr: — ni). 
Le calcul donne: 
= — ET (m]+ 2n, + 1)[4mt + 17 (21mn, + 2? + 1m + 2m) + 18] 


(l'expression de Bj? s'en déduit en remplaçant n, par n,). Réunis- 
sant les expressions obtenues et substituant dans B,+6,=1, on 
obtient l'équation 


en Ên [17nt+51 (mm) 0m 19] +È EE tm =. 


En la résolvant par approximations successives, on obtient en 
Fa s : A : e? : 
deuxième approximation pour l’énergie E= —7 l'expression 


E=—piteén(m—n)— 
— EE n° [17n9— 3 (n—n,)°— 9m + 19]. (77,8) 


Le second terme est l'effet Stark linéaire, déjà connu, le troisième 
étant l'effet quadratique cherché (G. Wentzel, |. Waller, P. Epstein, 
1926). Notons que cette quantité est toujours négative, c'est-à-dire 
que, grâce à l'effet quadratique, les termes se déplacent toujours 
vers le bas. La valeur moyenne du moment dipolaire s'obtient en 
die (77,8) par rapport au champ; dans les états avec n,=n, 
elle vaut: 


d,= Te (17n?— 9m + 19) €. (77,9) 


Ainsi, la polarisabilité de l'atome d'hydrogène dans l'état normal 
(n=1, m—0) vaut 9/2 (voir de même le problème 4 $ 76). 

La valeur absolue de l'énergie des termes de l'hydrogène tombe 
rapidement lorsque le nombre quantique principal n croît, et la 
désintégration starkienne augmente. Ceci étant, il y a intérêt à 
considérer l'effet Stark de niveaux fortement excités dans des champs 
si intenses que la désintégration qu’ils provoquent est comparable, 
quant à sa grandeur, à l'énergie du niveau lui-même, si bien que 
la théorie des perturbations ne peut plus être appliquée!. On 


1 L'application de la théorie des perturbations aux niveaux élevés exige 
que la perturbation soit petite seulement par rapport à l'énergie du niveau 
lui-même (par rapport à l'énergie de couplage de peront et non pas par rap- 
port aux intervalles entre les niveaux. En effet, dans le cas quasi classique 
(que représentent précisément les états fortement excités), la perturbation peut 
être considérée comme petite si la force qu'elle suscite est petite en comparai- 
son des forces sollicitant la particule dans le système non perturbé ; mais cette 
condition équivaut à celle indiquée plus haut. 


22-50 
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peut le faire en se servant du caractère quasi classique des états 
avec de grandes valeurs de n. 
Par la substitution 


h=7e h= (77,10) 


les équations (77,4) deviennent : 


(77,11) 


21 


Pe+(r+h el Én) x 0. 


Mais chacune de ces équations a la forme d’une équation de Schrôdin- 
ger unidimensionnelle, E/4 jouant le rôle d'énergie totale de la par- 
ticule, et celui d'énergie potentielle incombant aux fonctions 
2] 
U, Œ&)= —h+ TE +ÉE, 


Vitn=—$+ ml n. 


(77,12) 


On a représenté sur les figures 25 et 26 l'allure de ces fonctions 
(pour m> 1). Conformément à la règle de quantification de Bohr- 
Sommerfeld (48,2), nous écrirons : 


ës a —— 
| V2lÉ-u@]é (+) 


s (77,13) 
| 2 [+ va dn= (rs +3) a 
AE 


(n,, n, sont des entiers)'. Ces équations donnent implicitement les 
paramètres fB,, B, en fonction de E. Avec l'égalité B,+$,=1, 
elles déterminent donc les énergies des niveaux déplacés par le champ 
électrique. Les intégrales dans les équations (77,13) peuvent être 
ramenées à des intégrales elliptiques, la résolution de ces équa- 
tions n'est possible que sous forme numérique. 

L'effet Stark dans des champs intenses se complique encore par 
un autre phénomène : l'ionisation de l'atome par le champ électri- 
que (C. Lanczos, 1931). L'énergie potentielle de l’électron dans le 
champ extérieur $z prend lorsque z2—-—o des valeurs négatives 
arbitrairement grandes. Se superposant à l'énergie potentielle de 


1 Il résulte d’une étude plus poussée qu'on obtient un résultat plus précis 
si l’on écrit m? au lieu de m?—1 dans les expressions de U,, U:. Alors les 
entiers #1, #%$ Coïncident avec les nombres quantiques paraboliques. 
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l’électron dans l’atome, elle a pour effet de rendre accessible à l'élec- 
tron (d'énergie totale E négative), outre la région interne de l'atome, 
la région des grandes distances du noyau dans la direction de 
l’anode. Ces deux régions sont séparées par une barrière de poten- 
tiel qui s’amincit lorsque le champ croît. Or, il existe toujours 
en mécanique quantique une certaine probabilité non nulle pour 
que la particule franchisse la barrière. Dans le cas précis, la sortie 
de l'électron de la région interne de l’atome à l'extérieur à travers 
la barrière n'est pas autre chose que l'ionisation de l'atome. Dans 


Fig. 25 Fig. 26 


les champs faibles, la probabilité d’une telle ionisation est insi- 
gnifiante. Mais, elle croît exponentiellement avec le champ, et 
elle devient importante dans des champs suffisamment intenses1. 


Problèmes 


Déterminer la probabilité (dans l'unité de temps) de l’ionisation d'un atome 
d'hydrogène (dans son état ET nn dans un champ électrique vérifiant la 
condition É<! ($ Sm'|e|!t/ht en unités usuelles). 

Solution. En coordonnées paraboliques, on a une barrière de poten- 
tiel cle long de la coordonnée n» (fig. 26); l'aspiration de l'électron hors 
de l'atome dans la direction 2—+— le fait passer dans la région des 


1 Le phénomène décrit peut servir d'illustration au fait qu'une petite 
perturbation peut changer Île caractère du spectre énergétique. Î1 suffit déjà 
d'un champ faible @& pour créer une barrière de potentiel et rendre en principe 
accessible à l'électron la région loin du noyau. Ceci étant, le mouvement de 
l'électron devient, à strictement parler, infini, et de discret qu'il était, le 
spectre énergétique devient continu. Néanmoins, la solution formelle déduite 
par la méthode de la théorie des perturbations a un sens physique : elle déter- 
mine les niveaux d'énergie des états qui, s'ils ne sont pas parfaitement sta- 
tionnaires, ils sont «quasi stationnaires». Un atome se trouvant dans un tel 
état à un certain instant initial y persistera pendant longtemps. 

Dans le même temps, toute la série de la théorie des perturbations pour la 
désintégration starkienne des niveaux ne peut être convergente au sens strict 
du terme, elle n'est qu'asymptotique: à partir d'un endroit déterminé de la 
série (d'autant plus éloigné que la perturbation est petite), les termes suivants 
ne décroissent plus mais croissent. 

3 On utilise dans ce problème les unités atomiques. 


340 L'ATOME (CH. X 


grands n. Pour déterminer la probabilité d'ionisation, il faut étudier l'allure 
de la fonction d'onde pour les grands n (et les petits E; nous verrons ci-dessous 
que les £ petits interviennent précisément dans l'intégrale définissant le courant 
e probabilité total de l'électron sortant). La fonction d'onde de l'électron 
dans l'état normal (en l'absence de champ) est 


y -5n 
Le CE (1) 


En présence de champ la fonction ÿ de Ë dans la région qui nous inté- 
resse peut être considérée comme étant la même que dans (1), et pour déter- 
miner sa dépendance vis-à-vis de n on a l'équation 


Cup à I l 1 n 

ru + tt x=0, (2) 
où y= Vnb [la deuxième des équations (77,11) avec E——1/2, m=0, B,= 1/2]. 
Soit “ une certaine valeur de n (située à l’intérieur de la barrière) telle que 
no € 1/$. Lorsque n > % la fonction d'onde est quasi classique. Puisque, 
par ailleurs, l'équation (2) a la forme d'une équation de Schrôdinger unidimen- 
sionnelle, nous pouvons nous servir des formules (50,2). Exigeant pour condi- 


tion aux limites que 1 coïncide avec la fonction d'onde (1) pour n=1%, on 
obtient dans la région en dehors de la barrière l'expression 


n 
nol Pol \1/3 Etno ,: in 
x=(meleel)" exp (-Efrar#), 


= V -3+%tretS. 


Seul le carré |4[? nous intéressera ci-dessous. Aussi la partie imaginaire de 
l'exponentielle n'est-elle pas essentielle. Désignant par mn, la racine de l'équa- 
tion p(n)=0, il vient : 


DO 
lxir= lee exp (2 finèn-ne). ® 
Te 


Dans le facteur préexponentiel nous poserons pour n >> 1: 
1 
lPel © 1/2, PR Véên—1: 


dans l'exponentielle mème, il faudra conserver aussi le terme suivant du déve- 
loppement de la fonction p (n): 


“ "“ 
RP exp (+-f Nr Frat | tn) 


(avec m=1/$). Intégrant et négligeant partout lorsque cela est possible n@ 
par rapport à 1, il vient: 


Re ëxp (=-%$). (4) 


$ 77] ATOME DE L'HYDROGÊNE DANS UN CHAMP ÉLECTRIQUE 341 


Le courant de probabilité total à travers un plan normal à l'axe des z, 
c'est-à-dire la probabilité d’ionisation cherchée w. est : 


© 
w= (1 i?0: 2npdp 
0 


(p est le rayon cylindrique dans ledit plan). Pour les n grands et les & petits 
on peut poser 


d=d Viisz VER. 
Substituant aussi pour la vitesse de l'électron 
U À V2 (-7+8)- V &n—i, 
il vient : 
œ 
w=(lxrrVén-1& 
0 


soit, finalement : 


4 2 
eo (—35) F 
ou, en unités usuelles : 
_4m|el _2mlels 
un (er) 


2. Déterminer la probabilité pour qu'un électron soit arraché par un champ 
électrique à un puits de potentiel de forces de courte action, où l'électron se 
trouve dans un état s lié. Le champ électrique est supposé faible en ce sens 
que le| & <A?x/m où x=—V2m|El/ñ, |El étant l'énergie de liaison de 
l'électron dans le puits, m sa masse (Yu. Demkov, G. Droukarev, 1964). 

Solution. Ainsi qu'au problème 1, lorsque le champ électrique est faible, 
ce sont les grandes distances du centre qui sont essentielles (xr 5 1). À cès 
distances, la fonction d'onde de l'état lié de l'électron dans le puits (sans le 
champ @) a la forme asymptotique 

AVx ë x 
r 


= 
A étant une constante sans dimension qui dépend de la forme concrète du 


puits !. En coordonnées paraboliques on a r—(È<+-n)/2 et dans le domaine nà£ 
la fonction d'onde prend la forme 


2A V%x 


— exp [-56+0]. 6 


Dans la suite de ce problème, les masses, les longueurs et les temps seront 
mesurés respectivement en unités m, 1/x et mihxs. 

La fonction (6) se décompose en produit de fonctions de Ë et n. En pré- 
sence d'un champ électrique la dépendance 1 de E peut être considérée (ainsi 
qu’au problème 1) la même que dans (6). Pour déterminer la dépendance par 
rapport à n, envisageons l'équation de Schrôdinger en coordonnées paraboli- 


! Ainsi, si le rayon a du puits est si petit que ax< 1, alors A=—(2x)" 1/1; 
pour plus de détails, cf. 8 134. é ù 
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ques. Alors (à la différence du champ coulombien), étant donnée la décroissance 
rapide du champ du puits, aux distances essentiellement grandes pour ce pro- 
blème ce champ peut être négligé. La séparation des variables dans l'équation 
de Schrôdinger conduit alors de nouveau aux équations (77,11), où l'on devra 
poser E=—1/2, m—0, et les paramètres de séparation vérifient à présent la 


condition 
Bi + Be =0. 


Le paramètre f, doit être pris égal à 1/2 (de sorte que la dépendance cn e-Ÿ/3 
satisfasse à la première des équations (77,11), approximativement pour les E& 
petits); alors B;——1/2, et on obtient pour la détermination de la dépendance 1 
de n l'équation 
1 1 1 
++ am tat$n) x=0, x=% Vn. 

En résolvant cette équation de la même manière que (2), on obtient à présent 
au lieu de (3) 


LA 
4A? 
1x <ÉeL exp (+f Lslén=me). 
‘ 
avec 
I L = n 
p(n)= V5 
Puis, on obtient au lieu de (4) 
A€ 2 
= "7 ©. =ts = 
Ix| VE exp ( ë ) 
et enfin au lieu de (5) : 
w=nA’$ exp (5). 
ou en unités usuelles : 


_nlel A1 2h78 
SE” (me): 


3. Evaluer à la précision exponentielle la probabilité d’arrachement d'un 
électron à un puits de potentiel sous l'action d'un champ électrique alternatif 
homogène $ = $, cos wf ; il est supposé que la fréquence et l'amplitude du champ 


vérifient les conditions 
ho IE, lel &o <hx/m, 


où x= VW 2m|E|/h, | E| étant l'énergie de liaison de l'électron dans le puits 
(L. Keldyche, 1964) 1. 

Solution. Dans les conditions posées, la probabilité d'arrachement w 
est exponentiellement petite. Pour calculer le seul exposant de l'exponentielle 
(sans le facteur préexponentiel), il suffit de considérer que le mouvement est 
unidimensionnel — dans la direction du champ pris pour axe des z. 


1 11 peut s'agir, par exemple, de l'ionisation d'un ion négatif à une seule 
charge par une onde lumineuse intense ; le puits de polentiel est alors créé par 
l'interaction de l'électron avec le reste de l’atome neutre. La condition hw<|E | 
pecne alors de traiter dans le cadre classique le champ de l'onde électroma- 
gnétique. 
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Il sera commode ici de décrire le champ électrique non pas par le potentiel 
scalaire, mais par le potentiel vecteur : A4, = À —— (c@o/w) sin wf. Alors l'ha- 
miltonien de l’électron dans le domaine extérieur au puits prend la forme 


(5 2411 8e sin ot) 


(cf. plus bas (111.3)) et ne contient pas la coordonnée z. Introduisant les va- 
rlables et paramètres sans dimensions 


he 2mo ho lelmé, 
t=— 1, n=2x2, Q=————, F-——O, 
2m he TE fe 
nous écrirons l'équation de Schrôdinger sous la forme 


i oY à jiF . 2 
Taxe sin Qr w. 


La condition aux limites de cette équation consiste à exiger que, lorsque n —+0, 
sa solution W(n, t) coïncide avec la fonction d'onde de l'électron imperturbée 
par le champ (d'énergie E=—]|E]|) dans le puits: 


Wei pour n—+0. (?) 


Le problème étant quest classique, on cherche la solution (à la précision 
exponentielle) sous la forme Y— exp iS, S (n, 7) étant l'action classique. 
L'hamiltonien étant indépendant de n, l'impulsion généralisée pn= p est 
conservée le long d’une trajectoire classique, de sorte que 


+ 
s=—[# @, t') dx’ +np+4, H (p, t)=4 (o+$ sin er), (8) 
T 


À, to étant des constantes. Alors, d'après le sens de l’action en tant que fonc- 
tion des coordonnées (cf. I $ 43), p doit être compris comme la valeur qui 
mène la trajectoire au point donné n à l'instant tv, c'est-à-dire qu'il faudra 
considérer p comme fonction de n et t définie par l'équation du mouvement 
dS/àp = const, c'est-à-dire que 


T 
dH(p,v)., 
n=)—9p dr (9) 
T 


(la constante est choisie de telle sorte que n—0 pour t=Tt,). L'action donnée 
par les formules (8-9) dépend de deux constantes : t, et À. Pour obtenir la 
solution satisfaisant à la condition (1), on doit (comme quand on cherche 
l'intégrale générale de l'équation d'Hamilton-Jacobi—cf. 1 $ 47, nota p. 202), 
considérer À comme fonction de ts, et t% comme fonction de la coordonnée 
définie par la condition 


os 
aan (10) 


Îl est évident qu'on devra poser À (to) =; alors, pour n—0, en même temps 
que T=To on aura aussi S—7%, c'est-à-dire que S=Tt—en conformité avec la 
condition (7). L'égalité (10) se recopie à présent sous la forme 

Hp, %)+1=0. (11) 


Les équations (9) et (11) définissent ensemble les fonctions t9(n, t) et p(n, 1), 
et donc (après substitution dans (8)) la fonction d'onde W(n 1). 
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La probabilité cherchée w est proportionnelle à la densité du courant le 
long de l'axe des 2. Dans le domaine classiquement accessible cette densité est 
| #3. L'origine de ce domaine est déterminée par le point où Im S cesse 
de croître. En ce point (0 Im S/0n)x= 0, et comme O6S/0n=p, on a Imp=0; 
on déduit de (9-11) qu'ici même Rep—0. On déduit de cette condition la 
valeur de t,: posant dans (11) p=0, on obtient 


— sin Qto=— 1, 
d'où 


Q V 2mIE| 


2F— el So 


(le fait que l’einstant» t, soit imaginaire exprime que le processus est clas- 
siquement irréalisable). En définitive: 


ar ; 
ax) exp e Im LE durer ér+i) , 
T 


et l'on peut prendre pour + n'importe quelle valeur réelle (la partie imaginaire 
de l'intégrale n'en dépend pas). Calculant l'intégrale, il vient 


wcexp {—2LEl sm}. = (+) ar, (12) 


Qto=i Arshy, y= 


Expressions limites de /(y): 


F(y) se? pour y<l: f(Y = In 2ÿ—+ pour y> 1. 


L'expression limite de w pou y — 0 correspond à la probabilité d’arrachement 
de la particule au puits de potentiel par un champ constant. 

La formule (12) s'applique si l'exposant de l’exponentielle est grand. On 
devra alors avoir, en tout cas, hw €| E l. 


CHAPITRE XI 
MOLÉCULE DIATOMIQUE 


$ 78. Termes électroniques d’une molécule diatomique 


Dans la théorie des molécules, le fait que les masses des noyaux 
des atomes soient très grandes en comparaison de la masse des 
électrons joue un rôle fondamental. A cause de cette différence dans 
les masses, les vitesses du mouvement des noyaux dans la molécule 
sont petites en comparaison des vitesses des électrons. Ceci permet 
de considérer le mouvement des électrons en supposant les noyaux 
immobiles à des distances données les uns des autres. Déterminant 
les niveaux d'énergie U, d’un tel système, on trouve ce qu'on appelle 
les fermes électroniques de la molécule. Contrairement aux atomes, 
où les niveaux énergétiques étaient des nombres déterminés, ici 
les termes électroniques ne sont pas des nombres, mais des fonctions 
de paramètres, des distances entre les noyaux dans la molécule. 
On inclut également dans l'énergie U, l'énergie électrostatique 
d'interaction des noyaux entre eux, de sorte que U, représente en fait 
l'énergie totale de la molécule à configuration donnée des noyaux 
immobiles. 

Nous envisagerons d’abord les molécules du type le plus simple — 
les molécules diatomiques —, se prêtant à l'étude théorique la plus 
complète. Les termes électroniques d'une molécule diatomique ne 
sont fonctions que d’un seul paramètre: de la distance r entre les 
noyaux. 

L'un des principes majeurs de la classification des termes atomi- 
ques était la classification d’après les valeurs du moment orbital 
total L. Mais dans les molécules, la loi de conservation du moment 
orbital total des électrons ne joue plus, le champ électrique de plu- 
sieurs noyaux ne jouissant pas de symétrie centrale. 

Néanmoins, dans les molécules diatomiques le champ est à 
symétrie axiale autour de l’axe passant par les deux noyaux. C'est 
pourquoi se conserve la projection du moment orbital sur cet axe, 
et l’on peut classer les termes électroniques des molécules d’après 
les valeurs de cette projection. On convient de désigner par A la 
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valeur absolue de la projection du moment orbital sur l'axe de la 
molécule ; elle parcourt les valeurs 0, 1, 2, ... Les termes à diffé- 
rentes valeurs de A se désignent par les majuscules grecques correspon- 
dant aux symboles latins des termes atomiques à différents L. 
Ainsi, lorsque A=0, 1, 2, on parle respectivement des termes Z, 
I, A; on n’a pas habituellement à envisager des A supérieurs. 

Puis, on caractérise chaque état électronique de la molécule par 
le spin total S de tous les électrons dans la molécule. Lorsque S 
n'est pas nul, il y a dégénérescence dans les directions du spin total, 
de multiplicité 2S+ 11. Ainsi que dans les atomes, le nombre 2S + 
+ l'est appelé multiplicité du terme et affecte en indice le symbole 
du terme; ainsi, 5II désigne le terme avec A=1, S—1. 

A côté des rotations d'angle arbitraire autour de l'axe, la symétrie 
de la molécule admet encore la réflexion dans n'importe quel plan 
passant par cet axe. Si l'on effectue une telle réflexion, l'énergie de 
la molécule reste inchangée. Toutefois, l'état qui en résulte n'est 
pas tout à fait identique à l'état initial. A savoir, lors de la ré- 
flexion dans un plan passant par l'axe de la molécule, le signe du 
moment (vecteur axial!) par rapport à cet axe change. De la sorte, 
on est conduit à ce résultat que tous les termes électroniques de 
valeur non nulle de A sont doublement dégénérés: il correspond 
à chaque valeur de l'énergie deux états se distinguant par le sens 
de la projection du moment orbital sur l'axe de la molécule. En ce qui 
concerne le cas A—0, ici l'état de la molécule ne change pas par 
réflexion, de sorte que les termes Z ne sont pas dégénérés. La fonction 
d'onde du terme Z ne peut qu'être multipliée par une constante 
dans une réflexion. Deux réflexions successives dans un même plan 
donnant la transformation identique, cette constante est +1. Ceci 
étant, on distinguera les termes Z dont la fonction d'onde ne 
change pas du tout dans une réflexion, et les termes dont la fonc- 
tion d'onde change de signe. Les premiers sont notés Z*, et les 
seconds Z-. 

Si une molécule est constituée par deux atomes identiques, une 
nouvelle symétrie apparaît, et, avec elle, une caractéristique supplé- 
mentaire des termes électroniques. À savoir, une molécule diato- 
mique à noyaux identiques possède en outre un centre de symétrie, 
lequel est le milieu du segment réunissant les noyaux (nous prendrons 
l'origine des coordonnées en ce point)’. Ceci étant, l’hamiltonien 
est invariant dans le changement simultané du signe des coordon- 
nées de tous les électrons dans la molécule (les coordonnées des 


1 Nous faisons ici abstraction de la structure fine due aux interactions 
relativistes (voir $$ 83, 84). 

3 Elle possède encore un plan de symétrie, qui est le plan médiateur du 
segment défini par les noyaux. Mais il n'y a pas lieu d'envisager cet élément 
de symétrie à part, car son existence découle aussitôt de celle du centre et de 
laxe de symétrie. 
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noyaux restant inchangées). L'opérateur de cette transformation! 
commutant aussi avec l'opérateur du moment orbital, il nous est 
loisible aussi de classer les termes à valeurs déterminées de A 
d'après leurs parités: la fonction d'onde des états pairs (g) ne 
change pas lorsqu'on change les signes des coordonnées des élec- 
trons, celle des états impairs (u) change de signe. Les indices u, g 
indiquant la parité affectent en indices inférieurs le symbole du 
terme : IL,, I,, etc. 

On sait empiriquement que l'état électronique normal de la 
majorité écrasante des molécules diatomiques chimiquement stables 
jouit de symétrie totale: la fonction d'onde électronique est in- 
variante dans toutes les transformations de symétrie de la molécule. 
Dans la majorité écrasante des cas dans l'état normal est aussi nul 
le spin total S. En d’autres termes, le terme fondamental de la 
molécule est 1Z*, et 127 si la molécule est constituée d’atomes 
identiques. Font exception à ces règles les molécules O, (terme 
normal #*Z;) et NO (terme normal Il). 


Problème 


Séparer les variables dans l'équation de Schrôdinger des termes électroni- 


ques de l'ion HŸ en coordonnées elliptiques. 
Solution. L'équation de Schrôdinger d’un électron dans le champ de 
deux protons immobiles s'écrit : 


1 1 
Ab+2 (e + tr) p=0 
ol 2 
(dans les unités atomiques). Les coordonnées elliptiques E, n se définissent 
ainsi : 
g=nte, n=2=1 (SERo, —1<n<l), 


la troisième coordonnée q étant l'angle de rotation autour de l'axe passant par 
les deux noyaux distants de R (voir I $ 48). L'opérateur de Laplace dans ces 
coordonnées s'écrit : 


+4 Top 2 
2 pr (28 60 on 0 Sr] Ra: 
Posant 

V=X (E) Y (me49, 
on obtient pour X et Y les équations : 


4 [q_nXT ER SAV 
&(e-0E] + e+or+4 M) x, 
d ndY ER? A? 
an [en] + (Sa) 0 
A étant un paramètre de séparation. Chaque terme électronique E (R) est ca- 


ractérisé par trois nombres quantiques : À et deux «nombres quantiques ellip- 
tiques» n£, nn définissant le nombre de zéros des fonctions X (£) et Y (n). 


! Se garder de la confondre avec la transformation d'inversion des coor- 
données de toutes les particules dans le système (comp. $ 86). 
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$ 79. Intersection de termes électroniques 


Les termes électroniques d’une molécule diatomique, en tant 
que fonctions de la distance r entre les noyaux, peuvent être re- 
présentés graphiquement en reportant l'énergie en fonction de r. 
La question de l'intersection des courbes représentant différents 
termes est importante. 

Soient U.(r), U,(r) deux différents termes électroniques. S'ils 
se coupent en un certain point, au voisinage de ce point les fonctions 
U,, U, auront des valeurs voisines. Pour résoudre la question de la 
possibilité d'une telle intersection, il est commode de poser le pro- 
blème comme suit. 

Considérons un point r, où les fonctions U,(r), U,(r) ont des 
valeurs très voisines, mais non coïncidentes (nous les noterons E, 
et E,), et voyons s’il est possible d'égaliser U, et U, en déplaçant 
le point d’une petite quantité ôr. Les énergies E, et ÆE, sont les 
valeurs propres de l'hamiltonien H,—du système d'électrons dans 
le champ des noyaux distants de r,. Si l'on donne à la distance r 


l'accroissement ôr, l’hamiltonien devient À,+V où Ÿ = ôr %%e est 


une petite correction; les valeurs des fonctions U,, U, au point 
r, + êr peuvent être considérées comme les valeurs propres du nouvel 
hamiltonien. Ce faisant, on peut déterminer les valeurs des termes 
U;(r), U;(r) au point r,+6ôr au moyen de la théorie des pertur- 
bations, V étant considéré comme une perturbation à l'opérateur H.. 

La méthode usuelle de la théorie des perturbations ne saurait, 
néanmoins, être mise en œuvre, les valeurs propres de l'énergie E,, 
E, du problème non perturbé étant très voisines et, en général, 
leur différence n'étant pas grande par rapport à la perturbation 
{la condition (38,9) n'est pas observée]. 

Comme à la limite où la différence E,—E, s'annule nous som- 
mes conduits au cas des valeurs propres dégénérées, il est naturel 
d'essayer d'appliquer au cas des valeurs propres voisines une méthode 
analogue à celle développée au $ 39. : 

Soient +, Ÿ, les fonctions propres de l'opérateur non perturbé H, 
correspondant aux énergies E,, E,. A titre d'approximation zéro 
de départ, prenons au lieu de 4, et w, leurs combinaisons linéaires : 


Ÿ= Cri + Cas (79,1) 
Substituant cette expression dans l'équation perturbée 
+ V)p= Ey, (79,2) 


il vient : 
GE +Ÿ—E}h +0 (Es+Ÿ—E)p=0. 
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Multipliant cette équation à gauche successivement par ÿ; et 4; 
et intégrant, on obtient deux équations algébriques : 
Ci (E; +Vi—E) + CVs =0, 
CV + C3 (Est Vis — E) = 0. 
En vertu de l'hermiticité de l'opérateur Ÿ, les éléments de ma- 


trice V,, et V,, sont réels, et V,,—V;,. La condition de compa- 
tibilité de ces équations stipule : 


(79,3) 


ie os Va 


Va HV ien 


d’où 
E — 5 (E; + Es+Vu+Va) LS V+ (E—E,+Vi—Va) + Vas PF. (79,4) 


Telle est la formule déterminant les valeurs propres de l'énergie 
en première approximation. 

Si les valeurs de l'énergie des deux termes au point r,+ ôr 
deviennent égales (les termes se coupent), cela signifie que les deux 
valeurs de Æ déterminées par la formule (79,4) coïncident. Il faut 
à cet effet que l’expression sous le radical dans (79,4) s’annule. 
Puisque c'est la somme de deux carrés, on obtient pour condition 
d'existence de points d'intersection des termes les équations 


E,—E,+Vi—V,=0, V,,=0. (79,5) 


Or nous ne disposons que d’un seul paramètre arbitraire déterminant 
la perturbation V—la grandeur ôr du déplacement. Ceci étant, les 
deux équations (79,5) (nous supposons les fonctions +,, 4, choisies 
réelles; alors il en est de même de V;,) ne peuvent, en général, 
être simultanément satisfaites. 

Mais il se peut que l’élément matriciel V,, s'annule identique- 
ment, seule une équation (79,5) subsiste alors, qui peut être satis- 
faite par un choix convenable de ôr. Ceci a lieu chaque fois que 
les deux termes considérés jouissent de symétries différentes. Nous 
entendons par symétrie ici toutes les formes possibles de symétrie : 
par rotations autour d’un axe, réflexions dans des plans, inversions, 
ainsi que par permutations des électrons. Pour la molécule diato- 
mique, cela signifie qu'il peut être question de termes avec diffé- 
rents À, différentes parités ou multiplicités, et pour les termes Z, 
on peut encore avoir Z2* ou Z-. 

La légitimité de cette assertion est liée au fait que l'opérateur 
de perturbation (ainsi que l’hamiltonien lui-même) commute avec 
tous les opérateurs de symétrie de la molécule: avec l'opérateur 
du moment par rapport à l'axe, les opérateurs de réflexions et 
d'inversion, les opérateurs de permutation des électrons. On a 
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montré aux & 29, 30 que pour une grandeur scalaire, dont l'opé- 
rateur commute avec les opérateurs du moment et de l’inversion, 
seuls ne sont pas nuls les éléments matriciels des transitions entre 
états de mêmes moment et parité. Cette démonstration subsiste en 
fait sous la même forme dans le cas général d'un opérateur 
arbitraire de symétrie. Nous ne la reprendrons pas ici, d'autant 
plus qu'il sera donné au $ 97 une autre démonstration générale, 
s'appuyant sur la théorie des groupes. 


Ur) 


ne 


Fr 


Fig. 27 


Ainsi donc, nous sommes conduits à ce résultat que pour une 
molécule diatomique seuls peuvent se couper des termes de symétries 
différentes, l’intersection de termes de même symétrie étant impos- 
sible (E. Wigner et J. von Neumann, 1929). Si l'on obtenait par 
un calcul approché deux termes de même symétrie se coupant, 
à l’approximation suivante ces termes seraient disjoints, telles les 
courbes pleines de la fig. 27. 

Spécifions que ce résultat ne concerne pas seulement la molé- 
cule diatomique, mais que c’est un théorème général de mécanique 
quantique, vrai chaque fois que l’hamiltonien contient un certain 
paramètre, ses valeurs propres étant aussi alors des fonctions de 
ce paramètre. En termes de la théorie des groupes (voir $ 96) 
l'exigence générale déterminant la possibilité d’intérsection des 
termes est que les termes se rapportent à différentes représenta- 
tions irréductibles du groupe de symétrie de l’hamiltonien du 
système 1. 


1 Une exception apparente à cette règle constituent les termes électroni- 
ques de l'ion Hi. Ces termes sont caractérisés par la projection du moment A 
et les deux nombres quantiques elliptiques n,, n,, (cf. problème du $ 78). Tous 
ces nombres étant liés à des fonctions de diverses variables, il n'existe pas 
de raisons faisant obstacle à l'intersection de termes Æ (R) qui diffèrent 
par les valeurs du couple ne, "M Pour un même À, bien que de tels termes aient 
la même symétrie par rapport aux rotations et aux réflexions. Mais en réalité 
le fait de la séparabilité des variables dans l'équation de Schrôdinger d'un 
système donné signifie que son hamiltonien a une symétrie plus élevée que 
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Dans une molécule polyatomique les termes électroniques sont 
des fonctions non pas d’un paramètre, mais de plusieurs, qui sont 
les distances entre les divers noyaux. Soit s le nombre de distances 
indépendantes entre noyaux; dans une molécule à N atomes (N > 2), 
les noyaux étant disposés arbitrairement, ce nombre est s=3N —6. 
Chaque terme U,(r,, ..., r;) représente, au point de vue géométri- 
que, une surface dans l'espace à s+ 1 dimensions, et ces surfaces 
peuvent se couper suivant des variétés à différentes dimensions, 
de 0 (l'intersection est réduite à un point) à s—1. Toute la dé- 
duction faite ci-dessus reste en vigueur, avec la seule différence 


Fig. 28 


que la perturbation V est déterminée à présent non pas par un, 
mais par s paramètres, qui sont les déplacements ô7,, ..., ôr.. 
Mais déjà avec deux paramètres les deux équations (79,5) peuvent, 
en général, être vérifiées. Nous sommes donc arrivés à ce résultat 
que dans les molécules polyatomiques deux termes quelconques 
peuvent se couper. Si les termes possèdent la même symétrie, 
l'intersection est déterminée par les deux conditions (79,5), ce qui 
entraîne que le nombre de dimensions de la variété intersection 
est s—2. Mais si les termes sont de différentes symétries, une 
seule condition subsiste, et l'intersection représente une variété à 
s—1 dimensions. 

Ainsi, pour s=—2 les termes sont représentés par des surfaces 
dans un système de coordonnées à trois dimensions. Ces surfaces 
se coupent le long de courbes (s—1— 1) lorsque les termes sont 
de différentes symétries, et en des points (s—2—0) lorsqu'ils 
présentent la même symétrie. Il n’est pas difficile d'établir 
la forme des surfaces au voisinage d’un point d’intersection 
dans ce dernier cas. Les valeurs de l'énergie au voisinage des 
points d’intersection des termes sont déterminées par la formule 
(79,4). Dans cette expression, les éléments matriciels V.,, 


celle résultant de ses propriétés géométriques: par rapport à ce groupe de 
symétrie complet, les états qui diffèrent par les valeurs de Nr Nn € rappor- 
tent à des types différents. 
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Vs Vis sont des fonctions linéaires des déplacements ôr,, ôr,, 
et donc des fonctions linéaires des distances r,, r,. Mais, comme 
on le sait de la géométrie analytique, une telle équation définit 
un cône elliptique. De la sorte, au voisinage des points d’inter- 
section les termes sont représentés par la surface d’un cône elliptique 
à deux nappes arbitrairement orienté (fig. 28). 


$ 80. Lien entre termes moléculaires et atomiques 


Faisant croître la distance entre les noyaux dans une molécule 
diatomique, on obtient à la limite deux atomes isolés (ou deux 
ions). Ceci étant, la question se pose de la correspondance entre 
un terme électronique de la molécule et les états des atomes après 
séparation (E. Wigner, E. Witmer, 1928). Elle est non univoque : 
si l’on rapproche deux atomes se trouvant dans des états déterminés, 
on peut obtenir une molécule dans différents états électroniques. 

Supposons d’abord que la molécule soit constituée de deux 
atomes différents. Soient les atomes, isolés, dans des états de 
moments orbitaux L,, L, et de spins S,, S,, et soit L,> L,. Les 
projections des moments sur la droite réunissant les noyaux par- 
courent les valeurs M,=—£L,, —L,+1,...,L, et M,.=—L,,—L,+ 
+1, ...,L,. La valeur absolue de la somme M,+M, détermine le 
moment A obtenu lors du rapprochement des atomes. Combinant 
toutes les valeurs possibles de M, et M,, on trouve que les diffé- 
rentes valeurs de A=|M,+ M,]| s'obtiennent : 


A=L,+L, 2 fois 
L,+L,—1 4 fois 
El, 7 2(2L,+1) fois 
L,—L,—1 2(2L,+1) fois 
D 2(2L,+ 1) fois 
0 2L,+1 fois 


Nous rappelant que tous les termes avec À £ 0 sont doublement 
dégénérés, ceux avec A—0 ne l'étant pas, on trouve qu'on peut 
avoir : 

1 terme avec A=L,+L,, 
2 termes avec A=L,+L,—1, 
2L,+ 1 termes avec A=L—L, | (80,1) 
2L,+ 1 termes avec A=L,—L,—1, 
2L,+ 1 termes avec A=0, 
en a (2L,+1)(L,+1) termes avec des valeurs de A de 0 à 
+L,. 
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Les spins S,;, S, des deux atomes donnent en s’ajoutant le 
spin total de la molécule d’après la règle générale d’addition des 
moments, les valeurs possibles de S étant : 


S=Si+S, S+S—l, …., [S—S|. (80,2) 


Combinant chacune de ces valeurs avec toutes les valeurs de A 
(80,1), on obtient la liste complète de tous les termes possibles 
de la molécule formée. 

Pour les termes Z, la question se pose en outre de leur signe. Elle 
se résout facilement si l'on remarque que les fonctions d'onde de 
la molécule pour r — peuvent s'écrire sous la forme de produits 
(ou de somme de produits) de fonctions d'onde des deux atomes. 
Le moment A—0 peut s'obtenir ou bien par addition des moments 
non nuls des atomes M,=—M,, ou bien encore pour M,=M,=—0. 
Soient 44, %, les fonctions d'onde du premier et du deuxième 
atome. Lorsque M=—|M,|=|M,|-Æ0, nous formerons les produits 
symétrisés et antisymétrisés : 

Dr = PM PE M + Php, 

D = PME — VE MP. 
La réflexion dans un plan vertical (passant par l'axe de la molé- 
cule) change le signe de la projection du moment sur l’axe, de 
sorte que p%, y% deviennent respectivement dl, plu, et réci- 
proquement. Alors, la fonction ÿ* reste inchangée et #- change 
de signe; la première correspond donc au terme Z*, et la seconde 
au terme Z-. Ainsi, on obtient pour chaque valeur de M un 
terme Z* et un terme Z-. M pouvant avoir L, valeurs distinctes 
(M=1, ..., L,), on obtient en tout L, termes Z* et L, termes Z-. 

Mais si M,=M,=0, la fonction d'onde de la molécule doit 
s'écrire d—#{#f#. Pour expliciter le comportement de la fonc- 
tion ÿ{’ dans une réflexion dans un plan vertical, choisissons le 
système de coordonnées avec l'origine au centre du premier atome 
et l’axe des z suivant l’axe de la molécule, et remarquons qu’une 
réflexion dans le plan vertical xz est équivalente au produit d'une 
inversion par rapport à l'origine des coordonnées par une rotation 
de 180° autour de l'axe des y. Dans l’inversion la fonction #£' 
se multiplie par P,, P,=+1 étant la parité de l’état donné du 
premier atome. Puis, le résultat de l’application à la fonction 
d'onde de l'opération de rotation infinitésimale (et donc de rota- 
tion arbitraire finie) est complètement déterminé par le moment 
orbital total de l’atome. C’est pourquoi il suffit de considérer le 
cas particulier d’un atome avec un seul électron de moment orbi- 
tal { (et de composante sur l'axe des z m—0); écrivant en défi- 
nitive L au lieu de /, on obtient la réponse cherchée pour un atome 
arbitraire. La partie angulaire de la fonction d'onde de l'électron 
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avec m—=0 est, à un facteur constant près, P,(cos68) [voir 
(28,8)]. La rotation de 180° autour de l’axe des y est la transfor- 
mation X—+—x, y—+y, z2——2 ou, en coordonnées sphériques, 
r—+r, 0—n—06, p—-1x—y. Alors cos8— —cos 6, et la fonction 
P,(cos6) se multiplie par (— 1){. 

On conclut donc que par réflexion dans un plan vertical la 
fonction 1#£f se multiplie par (— 1)L:P,. De même, #{” se multiplie 
par (—1)l:P,, de sorte que —w#£{t"f? se trouve multipliée par 
(— 1)1+L:P,P,. On aura le terme Z+ ou Z-, selon que ce facteur 
sera égal à + 1 ou à — 1. 

Résumant les résultats obtenus, on trouve que du nombre total de 
2L, + 1 termes Z (de chacune des multiplicités possibles), L,+ 1 termes 
seront des termes Z+ et L, des termes Z- [si (— 1}1+:P,P, = +1] 
ou inversement [si (— Lit P P,=— 1]. 

Envisageons à présent une molécule constituée d’atomes iden- 
tiques. Les règles d’addition des spins et des moments orbitaux 
des atomes en S et A totaux de la molécule restent les mêmes que 
pour une molécule constituée d'atomes différents. Ce qu’il y a de 
nouveau, c’est que les termes peuvent être pairs et impairs. On 
distinguera alors deux cas: la combinaison d'atomes se trouvant 
dans des états identiques ou différents. 

Si les atomes se trouvent dans des états différents!, le nombre 
total de termes possibles se double (par rapport au nombre qu’on 
aurait pour des atomes différents). En effet, la réflexion par rap- 
port à l'origine des coordonnées (confondue avec le milieu de l’axe 
de la molécule) aboutit à la permutation des états des deux atomes. 
Symétrisant ou antisymétrisant la fonction d'onde de la molécule 
relativement à la permutation des états des atomes, on obtient 
deux termes (de mêmes À et S), l’un d'eux étant pair et l’autre 
impair. De la sorte, on obtient en tout un nombre égal de termes 
pairs et de termes impairs. 

Mais si les deux atomes se trouvent dans des états identiques, 
le nombre total d'états reste celui de la molécule avec différents 
atomes. En ce qui concerne la parité de ces états, une étude (que 
nous ne ferons pas ici, parce que fastidieuse) ? conduit aux résultats 
suivants. 

Soient N,, N, les nombres de termes pairs et impairs avec des 
valeurs données de A et S. Alors: 


si À est impair, N,=Na 
si À est pair et S est pair (S=—0, 2, 4, ...), N=N,+1, 
si À est pair et S est impair (S—1, 3, ...), Na=N,+1. 


! Notamment, il peut être question de la combinaison d'un atome neutre 
avec un atome jonisé. 


3 Cf. E. Wigner, E. Witmer, Zs. f. Physik 51, 859, 1928. 
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Enfin, il y aura lieu de distinguer encore parmi les termes Z 
es termes Z* et Z-. On a ici la règle: 


si S est pair, N°=NS+I=L+1, 
si S est impair, Ni=NT+I1=L+1, 


(où L,=L,=L). Tous les termes Z* ont pour parité (—1}$, celle 
des Z- étant (—1)5+1. 

Concurremment à la question étudiée du lien entre les termes 
moléculaires et les termes des atomes s'obtenant lorsque r —+ 00, 
on peut aussi poser la question du lien des termes moléculaires 
avec les termes de l’«atome composé » qu'on obtiendrait en faisant 
r—0, c'est-à-dire en réduisant les deux noyaux à un point (par 
exemple, le lien entre les termes de la molécule H, et de l’atome He). 
A ce sujet, on établirait sans peine les règles suivantes. Le terme 
de l’atome «composé» de spin S, de moment orbital Let de parité P 
peut donner naissance en écartant les atomes composants à des 
termes moléculaires de spin S et de moment par rapport à l'axe 
A=0, 1, ..., L, un seul terme correspondant à chacune de ces 
valeurs de A. La parité du terme moléculaire coïncide avec la 
parité P du terme atomique (g pour P=+ 1 etu pour P=—1). 
Le at Ar avec A=0 sera Z+ si (—1}P=+ 1, et Z- 
si (—1){P=— 1. 


Problèmes 


1. Déterminer les termes ibles des molécules H;, N:, Os, Cle pouvant 
être obtenus par combinaison d’atomes dans leurs états normaux. 

Solution. D'après les règles exposées dans le texte, on trouve les ter- 
mes possibles suivants : 


molécule H, (atomes dans les états 2S): 122, 25# ; 

» Ns( » » » >» (S): 12%, s5+, 52, 151% 

» Cl, ( » » » >» 3P):2 127, Zu, Me Nu 
1A,, 2 Zù, 22g, Il, 
Sa SA ; 

> Os { » » » » 3P): 2 124, 12, in, in, 
1A/. 2 32%, *Eg, Il 
#Ile, 34», 2 s2£, DR 
Mes Sla Ag 


(les chiffres devant le symbole du terme indiquent le nombre de termes du 
type donné, lorsqu'il est supérieur à un). 
La même chose pour les molécules HCI, CO. 

Solution. Lors de la combinaison d'atomes différents est aussi essen- 
tielle la parité de leurs états. D'après la formule (31,6), on trouve que les 
états normaux des atomes H, O, C sont pairs, et ceux des atomes CI impairs 
(configurations électroniques des atomes, voir tableau 3). On trouve d’après 
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les règles exposées : 
molécule HC1 (atomes dans les états ?S,, ?P,): 1: 35+, baT, 
> CO ( » » » » Pr Pr):2%% 055, 
1. 3 sx, 
9 19 3 6] de S 6A. 


$ 81. Valence 


La propriété des atomes de se combiner pour former une molé- 
cule se décrit à l’aide de la notion de valence. On attribue à cha- 
que atome une valence déterminée, et lorsque des atomes entrent 
en combinaison, leurs valences doivent se saturer mutuellement, 
c'est-à-dire qu’il doit correspondre à chaque liaison de valence d'un 
atome une liaison de valence d’un autre atome. Ainsi, dans la 
molécule de méthane CH, les quatre liaisons de valence de l'atome 
quadrivalent de carbone se saturent par les liaisons de valence de 
quatre atomes monovalents d'hydrogène. Abordant l'interprétation 
physique de la valence, nous commencerons par l'exemple le plus 
simple— la combinaison de deux atomes d'hydrogène en molécule H,. 

Considérons deux atomes d'hydrogène dans l’état normal (?S). 
Se rapprochant, ils peuvent engendrer un système dans l’état mo- 
léculaire 127 ou Zi. Le terme singulet correspond à une fonction 
d'onde de spin antisymétrique, et le terme triplet à une fonction 
d'onde symétrique. Quant à la fonction d'onde de coordonnées, 
elle est, au contraire, symétrique pour :Z et antisymétrique pour 
32. Il est évident que le terme fondamental de la molécule H, ne 
peut être que 12. En effet, la fonction d'onde antisymétrique 
p(r,, r,) (r,, r, étant les rayons vecteurs des deux électrons) 
a certainement des nœuds (elle s’annule lorsque r, =r,), et ne peut 
donc se rapporter à l’état le plus bas du système. 

Un calcul numérique montre que le terme électronique :Z 
a effectivement un minimum profond correspondant à la formation 
d’une molécule stable H,. Mais dans l’état 2 l'énergie U(r) décroît 
monotonement lorsque la distance entre les noyaux croît, ce qui 
correspond à la répulsion mutuelle des deux atomes H1 (fig. 29). 

Ainsi donc, dans l’état fondamental le spin total de la molé- 
cule d'hydrogène est nul: S—0. Il se trouve que cette propriété 
est inhérente aux molécules de presque tous les composés chimique- 
ment stahles des éléments des groupes principaux. Parmi les molé- 
cules inorganiques, font exception les molécules diatomiques O, 
(état fondamental °Z) et NO (état fondamental 211) et les molécules 
triatomiques NO,, CIO, (de spin total S=—1/2). En ce qui concerne 


1 Nous faisons ici abstraction des forces d'attraction de Van der Waals 
entre atomes (voir $ 89). L'existence de ces forces signifie la présence d’un 
minimum (situé à des distances supérieures) ce sur la courbe U (r) 
du terme 32. Mais ce minimum est fort peu profond en comparaison du mini- 
mum de la courbe 15, et il serait imperct plible à l'échelle de la fig. 29. 
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les éléments des groupes intermédiaires, ils jouissent de propriétés 
particulières dont on parlera plus bas, une fois étudiées les pro- 
priétés de valence des éléments des groupes principaux. 

La faculté des atomes de se combiner est ainsi liée à leur spin 
(W. Heitler et H. London, 1927). La combinaison s'effectue de 
telle façon que les spins des atomes se compensent mutuellement. 
A titre de caractéristique quantitative de la faculté des atomes de 


Ucr) 


Le 


Fig. 29 


se combiner, il est commode de prendre l'entier qu'est le double 
du spin de l'atome. Ce nombre coïncide avec la valence chimique 
de l'atome. On aura alors en vue qu’un seul et même atome peut 
avoir différentes valences en fonction de l’état où il se trouve. 

Examinons à ce point de vue les éléments des groupes principaux 
du système périodique. Les éléments du premier groupe (première 
colonne dans le tableau 3, groupe des métaux alcalins) ont dans 
l’état normal leur spin S—1/2 et, en conséquence, leur valence 
est égale à un. Un état excité de spin plus grand ne peut s’obtenir 
que par excitation d'un électron de la couche complète. Ceci étant, 
ces états sont si élevés que l'atome excité ne peut former une 
molécule stable!. 

Les atomes des éléments du deuxième groupe (deuxième colonne 
dans le tableau 3, groupe des métaux alcalino-terreux) ont dans 
l'état normal leur spin S=0. Aussi ces atomes ne peuvent-ils pas 
dans l’état normal entrer en combinaisons chimiques. Toutefois, 
l'état excité ayant dans la couche incomplète la configuration sp 
au lieu de s’ et son spin total S — 1 est situé relativement près de l’état 
normal. La valence de l'atome dans cet état est 2; c'est précisé- 
ment la valence fondamentale des éléments du deuxième groupe. 


1 En ce qui concerne les éléments Cu, Ag, Au, voir la fin de ce paragraphe. 


358 MOLÉCULE DIATOMIQUE (CH. XI 


Les éléments du troisième groupe possèdent dans l’état normal 
la configuration électronique sp de spin S= 1/2. Toutefois, exci- 
tant un électron dans la couche s complète, on obtient un état 
excité de configuration sp* et de spin S=3/2 situé à proximité de 
l'état normal. Ceci étant, les éléments de ce groupe se comportent 
comme des éléments monovalents et comme des éléments trivalents. 
Alors, les premiers éléments de ce groupe (B, Al) ne se comportent 
que comme des éléments trivalents. Le penchant à la valence 1 croît 
en même temps que le numéro atomique et Ti se comporte déjà 
aussi bien comme élément monovalent que comme un élément tri- 
valent (par exemple, dans les combinaisons TICI et TICI,). Ceci 
est dû à ce que dans les premiers éléments du groupe la supério- 
rité énergétique de l'énergie de liaison plus grande dans les com- 
binaisons de l'élément trivalent (en comparaison des combinaisons 
de l'élément monovalent) l'emporte sur l'énergie d’excitation de 
l'atome. 

Dans les éléments du quatrième groupe l'état fondamental a la 
configuration stp? de spin 1, l’état excité voisin ayant la configu- 
ration sp* de spin 2. À ces états correspondent les valences 2 et 4. 
Ainsi que dans le troisième groupe, les premiers éléments du 
quatrième groupe (C, Si) expriment essentiellement une valence 
élevée (fait, par exemple, exception le composé CO) et le penchant 
aux valences inférieures croît avec le numéro atomique. 

Dans les éléments atomiques du cinquième groupe, l’état fon- 
damental a la configuration s'p* de spin S—3/2, de sorte que la 
valence correspondante est égale à trois. Un état excité de spin 
supérieur ne peut s’obtenir que par transition d’un électron dans 
la couche de valeur suivante du nombre quantique principal. L'état 
le plus proche de ce genre a la configuration sp?s’ et le spin S — 5/2 
(nous convenons ici de désigner par s’ l’état s de l’électron de nombre 
quantique principal d’une unité plus grande que dans l’état s).Bien que 
l'énergie d’excitation de cet état soit relativement grande, l'atome 
excité peut entrer en combinaison stable. Ceci étant, les éléments 
du cinquième groupe se comportent comme des éléments trivalents 
et pentavalents (ainsi, l'azote est trivalent dans NH, et pentavalent 
dans HNO),). 

Dans le sixième groupe d'éléments, dans l'état fondamental 
(configuration s'p*) le spin est égal à 1, de sorte que l’atome est 
bivalent. L'excitation de l’un des électrons p conduit à l'état 
s'p’s’ de spin 2, et l'excitation d’un nouvel électron s, à l’état 
sp°s’p” de spin 3. Dans les deux états excités l'atome peut entrer 
en combinaison et donner une molécule stable, révélant respecti- 
vement les valences 4 et 6. Alors, le premier élément du sixième 
groupe (l'oxygène) ne révèle que la valence 2, les éléments suivants 
révélant en outre des valences supérieures (ainsi, le soufre dans 
H,S, SO,, SO, est respectivement bi, quadri et hexavalent). 
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Dans le septième groupe (groupe des haloïdes) dans l'état fon- 
damental (configuration s'p*, spin S—1/2) les atomes sont mono- 
valents. Ils peuvent, cependant, entrer dans des combinaisons 
stables aussi bien dans des états excités de configurations s'pts’, 
s'p°s’p’, sp°s’p'* de spins respectifs 3/2, 5/2, 7/2, ce qui correspond 
aux valences 3, 5, 7. Alors, le premier élément du groupe (F)est 
toujours monovalent, les éléments suivants révélant en outre des 
valences supérieures (ainsi, le chlore dans HCI, HCIO,, HCIO,, 
HCIO, est respectivement mono, tri, penta et heptavalent). 

Enfin, les atomes des éléments du groupe des gaz nobles ont 
dans l'état fondamental leurs couches complètes (de sorte que le 
spin S=0), et leurs énergies d’excitation sont grandes. En consé- 
quence, la valence est nulle et ces éléments sont chimiquement 
inertes?. 

À propos de tous ces raisonnements il convient de faire la remar- 
que générale suivante. L’assertion qu’un atome entre dans une molé- 
cule avec une valence appropriée à son état d’excitation ne signifie 
nullement que, éloignant des atomes, nous obtenons forcément des 
atomes excités. Elle signifie tout simplement que la distribution 
de la densité électronique dans la molécule est telle qu’autour du 
noyau de l'atome donné elle est voisine de la distribution électroni- 
que dans l’atome excité isolé. Quant à la limite vers laquelle tend 
la distribution électronique lorsqu'on augmente la distance entre 
les noyaux, elle peut alors correspondre à des atomes non excités. 

Lorsque des atomes se combinent en molécules, les couches 
électroniques complètes des atomes varient peu. Mais la distribution 
de la densité électronique dans les couches incomplètes peut changer 
notablement. Dans les cas plus exprimés de liaisons dites 
liaisons hétéropolaires, tous les électrons de valence passent de cer- 
tains atomes à d’autres, et on peut dire que la molécule est consti- 
tuée d’ions de charges égales (dans les unités e) à leur valence. Les 
éléments du premier groupe sont électropositifs : dans les combinai- 
sons hétéropolaires ils cèdent des électrons, formant des ions posi- 
tifs. Passant aux groupes suivants, l’électropositivité tombe pro- 
gressivement, se transformant en électronégativité, propriété qui 


1 Certains d’entre eux forment, néanmoins, des combinaisons stables (avec 
le fluor, l'oxygène). 11 est possible que ces valences soient liées avec la tran- 
sition des éléctrons de la couche extérieure complète dans les états f (ou d) 
énergétiquement relativement voisins non complets. 

entionnons également l'effet spécifique d’attraction qui apparaît lorsqu'un 
atome de gaz noble interagit avec un atome excité du même élément. Cet 
effet est lié à la duplication du nombre d'états possibles obtenus en réunissant 
deux atomes identiques se trouvant dans des états différents (voir $ 80). La 
transition de l'excitation d’un atome à l'autre remplace alors l'interaction 
d'échange aboutissant à la valence usuelle. La molécule He, fournit un exemple 
de molécules de ce genre. On a une liaison de ce type dans les ions moléculai- 
res constitués de deux atomes identiques (par exemple, H*), 
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est surtout celle des éléments du septième groupe. À propos de 
l'hétéropolarité, il y a lieu de faire une remarque analogue à celle 
faite plus haut sur les atomes excités dans une molécule. Si la molé- 
cule est hétéropolaire, il n'en résulte nullement que, séparant les 
atomes, nous obtenons forcément deux ions. Ainsi, de la molécule 
CsF nous obtiendrions effectivement des ions Cs* et F7, mais la 
molécule NaF donne à la limite des atomes neutres Na et F (puis- 
que l’affinité du fluor pour l'électron est supérieure au potentiel 
d'ionisation du césium mais inférieure au potentiel d’ionisation du 
sodium). 

Dans le cas limite opposé, dit de liaison homéopolaire, les atomes 
dans la molécule restent neutres en moyenne. Contrairement aux 
molécules hétéropolaires, les molécules homéopolaires ne possé- 
dent pas de moment dipolaire notable. La différence entre les types 
de liaison hétéro et homéopolaires est purement quantitative, et tous 
les cas transitoires peuvent se présenter. 

Venons-en aux éléments des groupes intermédiaires. Les élé- 
ments des groupes du palladium et du platine diffèrent peu des élé- 
ments des groupes principaux pour ce qui est du caractère des pro- 
priétés de valence. La différence consiste dans le fait que, à cause 
de la disposition en profondeur des électrons d dans l'atome, ils 
RÉ plus faiblement avec les autres atomes dans la molé- 
cule. i étant, on rencontre assez souvent parmi les combinaisons 
de ces éléments des combinaisons «non saturées» avec des molé- 
cules douées de spin non nul (ne dépassant virtuellement pas 1/2). 
Chaque élément peut révéler différentes valences, qui peuvent 
différer aussi bien d’une unité, et non seulement de deux, comme 
pour les éléments des groupes principaux (où le changement de la 
valence est lié à l'excitation d’un électron de spin compensé, d'où 
la libération simultanée des spins d'une paire d'électrons). 

Les éléments du groupe des terres rares sont caractérisés par la 
présence de la couche f incomplète. Les électrons f sont situés bien 
plus profondément que les électrons d, ce qui fait qu'ils ne parti- 
cipent pas du tout à la valence. De la sorte, la valence des terres 
rares n'est déterminée que par les électrons s et p des couches incom- 
plètes!. Mais il faut avoir en vue que, lors de l'excitation d’un 
atome, les électrons f peuvent passer dans les états set p, augmentant 
par là même la valence d’une unité. C'est pourquoi les terres rares 
révèlent des valences se distinguant d'une unité (elles sont vir- 
tuellement toutes tri et quadrivalentes). 

Une position spécifique est tenue par les éléments du groupe 
de l’actinium. Ac et Th ne contiennent pas du tout d’électrons f, 


1 Les électrons d présents dans les couches incomplètes des atomes de cer- 
taines terres rares ne sont pas essentiels, car, en fait, ces atomes entrent tou- 
jours en combinaisons dans des états excités tels que les électrons d sont absents. 
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et des électrons d participent à leurs valences ; aussi, par leurs pro- 
priétés chimiques, sont-ils analogues aux éléments des groupes 
du palladium et du platine, et non pas aux terres rares. En ce qui 
concerne l'uranium, bien que dans l’état normal l'atome de U con- 
tienne des électrons f, ses combinaisons ne contiennent pas non plus 
d'électrons f. Enfin, les atomes des éléments Np, Pu, Am, Cm 
conservent les électrons f aussi bien dans les combinaisons, mais 
chez eux encore ce sont les électrons s et d qui participent à la valence. 
En ce sens, ils sont homologues à l’uranium. Le nombre maximum 
d'électrons s et d «non appariés» est respectivement égal à 1 et 
à 5, c'est pourquoi la valence maximum des éléments du groupe 
de l’actinium est égale à 6 (alors que la valence maximum des terres 
rares d’électrons s et p participant à la valence est 1+3—4). 

Les éléments du groupe du fer se situent quant à leurs propriétés 
de valence entre les terres rares et les éléments des groupes du palla- 
dium et du platine. Dans leurs atomes les électrons d se trouvent 
relativement en profondeur et ne participent pas du tout à la liaison 
de valence dans toute une série de combinaisons. Donc, dans ces 
combinaisons les éléments du groupe du fer se conduisent comme les 
terres rares. S'y rapportent les combinaisons du type ionique (par 
exemple, FeCl,, FeCl,), où l'atome du métal entre sous forme de 
cation simple. Comme pour les terres rares, les éléments du groupe 
du fer dans ces combinaisons peuvent révéler les valences les plus 
variées. 

Un autre type de combinaisons d'éléments du groupe du fer est 
constitué par les combinaisons complexes. Elles sont caractérisées 
par le fait que l'atome de l'élément intermédiaire entre dans la 
molécule non pas sous la forme d'un ion ordinaire, mais constitue 
une partie d’un ion complexe [par exemple, l'ion MnO; dans 
KMnO,, l'ion Fe(CN); --- dans K,Fe(CN),]. Dans de tels ions 
complexes les atomes sont plus serrés que dans les composés ioni- 
ques simples, et leurs électrons d participent à la liaison de valence. 
En conséquence, dans les composés complexes les éléments du groupe 
du fer se conduisent comme les éléments des groupes du palladium 
et du platine. 

Enfin, il convient de faire la réserve suivante. Les éléments 
Cu, Ag, Au, rapportés au $ 73 aux groupes principaux, se com- 
portent comme des éléments intermédiaires dans une série de com- 
posés. Ces éléments sont susceptibles de révéler une valence supé- 
rieure à un, aux dépens de la transition d'électrons de la couche 
d à la couche p d'énergie voisine (par exemple, pour Cu de 3d à 4p). 
Dans de tels composés les atomes ont leur couche d incomplète, 
et se portent en conséquence comme des atomes intermédiaires (Cu 
comme les éléments du groupe du fer; Ag, Au comme les éléments 
des groupes Pd et Pt). 
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Problème 


Déterminer les termes électroniques de l'ion moléculaire H$ obtenu par 
association d’un atome d'hydrogène dans l'état normal avec un ion H+, les 
distances entre les noyaux R étant supposées grandes (par rapport au rayon 
bohrien) (L. Landau, 1961; C. Herring, 1962) 1. 

Solution. Quant à sa position, ce problème est analogue au problème 3 
du $ 50: au lieu de deux puits de potentiel à une dimension, nous avons ici 
deux puits de potentiel à trois dimensions (autour des deux noyaux) de symé- 
trie axiale commune autour de la droite réunissant les noyaux. Le niveau Ë, — 
=—1/2 (le niveau fondamental de l'atome d'hydrogène) ? se sépare en deux 
niveaux U,(R) et UA(R) (termes 22 et ?2£) correspondant aux fonctions 
d'onde élecfroniques 


Ve.a (x, y, 2)= 73 [ho (x, y, 2) E De (— x, y, 2)], 


Symétrique et antisymétrique par rapport au plan x=0 médian de la droite 
des noyaux (situés aux points x— + R/2 sur l'axe des x). Ici (x, y, z) est 
la fonction d'onde de l'électron dans un des puits de potentiel. Exactement de 
la même manière qu'au problème 3, $ 50, il vient : 


Up (R—Eo= F [| ve dy de, « 


l'IntRgratlos s'effectuant sur le plan x=0.3 
ous chercherons la fonction 1%, (correspondant, disons, au mouvement 
autour du noyau 1 se trouvant au point x=—R7/2) sous la forme : 


Yo= = en, @) 


a étant une fonction à variation lente (dans l'atome d'hydrogène on aurait 
a=—1). La fonction 4, doit satisfaire à l'équation de Schrôdinger 


1 EL 1; 1 
Tarte + )v=0 . 


( , la sont les distances de l’électron aux noyaux 1 et 2); l'énergie totale de 
Éectron est représentée dans cette équation par la différence £o—1/R, puis- 
que la quantité E, elle-même contient aussi 1 
lombienne des noyaux. 

La fonction 14, décroissant rapidement lorsqu'on s'’écarte de l'axe des x, 
seule est essentielle dans l'intégrale (1) la région des petites valeurs (par rap- 
port à R) de y et z. Lorsque y, z<< R, il vient en substituant (2) dans (3) : 


énergie 1/R de la répulsion cou- 


da a a 
&TRO+x R 


1 La solution du problème analogue pour une molécule H,—voir L. Gor- 
kou, L. Pitayevski, Comptes rendus de l’Académie des Sciences de l’U.R.SsS, 
151, 822, 1963; C. Herring, M. Flicker, Phys. Rev. 134A, 362, 1964 (dans le 
deuxième article est corrigée une faute de calcul commise dans le premier). 

2 Nous nous servons ici des unités atomiques. 

3 Soulignons que l'effet cherché est, de la sorte, déterminé par le domaine 
des distances, où l'interaction de l'électron avec les deux noyaux est la mème. 
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jose avons fait abstraction des dérivées secondes de la fonction a à variation 
ente et avons posé r, = R/2+x). La solution de cette équation qui tend vers 
1 lorsque x —+ R/2 (c'est-à-dire au voisinage du noyau 1) est 


PRES ex (z- x) 
RH PUR 3) 
La formule (1) donne à présent : 


œ 
Uya—Eo= + ä e?nQnr, dr, = 72 ReTR-1, 
R/2 


La grandeur de la séparation 1: 
Uy—U;=—4Re-R-1. (4) 


A des distances suffisamment grandes, l'expression qui décroîft exponentiel- 
lement devient inférieure à l'effet de deuxième approximation sur l'interaction 
dipolaire de l'atome H avec l'ion H+. La polarisabilité de l'atome d'hydrogène 
dans l'état normal étant 9/2 [voir (77,9)] et le champ de l'ion H+@= I/R1, 
l'énergie correspondante de l'interaction est —9/4R*, et il vient : 


Ua (R)—Ee= F 2RE-R-I 6) 


Le second terme ne se compare au premier que pour R= 10,8. Indiquons 
également que le terme U, @ résente pour R=12,6 un minimum, qui vaut 
—5,8-10-5 unité atomique (—1,6.10-3 eV). 3 


& 82. Structures oscillatoire et rotatoire des termes 
singulets de la molécule diatomique 


Comme on l’a déjà indiqué au début de ce chapitre, la grande 
différence dans les masses des noyaux et des électrons permet de 
diviser le problème de la détermination des niveaux énergétiques 
de la molécule en deux parties. On détermine d’abord les niveaux 
d'énergie du système d’électrons en fonction de la distance entre 
les noyaux supposés fixes (termes électroniques). Après quoi on peut 
considérer le mouvement des noyaux pour l'état électronique donné ; 
ceci revient à considérer les noyaux comme des particules inter- 
agissant selon la loi U,{(r), U, étant le terme électronique corres- 
pondant. Le mouvement de la molécule résulte de sa translation 
comme un tout et du mouvement des noyaux par rapport à leur 
centre d'inertie. I1 va de soi que la translation ne présente pas 
d'intérêt, et nous pouvons considérer le centre d'inertie immobile. 


1 Le résultat analogue pour une molécule H, (cf. articles mentionnés plus 
haut) est U,—U,=—1,64. R°/*e-3R. 

? Ce minimum, lié aux forces de Van der Waals, est très peu profond en 
comparaison du minimum fondamental du terme U, (R) correspondant à l'état 
normal de l'ion stable HŸ$ ;: ce minimum fondamental correspond à R:==2,0 et 
constitue —0,60 unité atomique (—16,3 eV). 
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Pour la commodité de l'exposé, envisageons d’abord les termes 
électroniques où le spin total S de la molécule est nul (termes sin- 
gulets). Le problème du mouvement relatif de deux particules 
(noyaux) interagissant selon la loi U(r) se réduit au problème du 
mouvement d’une seule particule de masse M (masse réduite des 
deux particules) dans le champ central symétrique U(r). Nous 
désignons par U(r) l'énergie du terme électronique considéré. Quant 
au problème du mouvement dans le champ central symétrique U (r), 
il se ramène, à son tour, au problème du mouvement à une di- 
mension dans un champ d'énergie efficace égale à la somme de 
U(r) et de l'énergie centrifuge. 

Désignons par K le moment cinétique total de la molécule, 
constitué du moment orbital des électrons L et du moment de la 
rotation des noyaux. L'opérateur de l'énergie centrifuge des noyaux 
sera alors er 

B(r)(K—L}, 
où est introduite la notation 
h? 
B(n=5gx : (82,1) 


adoptée en théorie des molécules diatomiques. Prenant la moyenne 
de cette quantité d'après l'état électronique (pour r donné), on 
obtient l'énergie centrifuge en fonction de r qui doit précisément 
entrer dans l'énergie potentielle efficace U,{r). Ainsi donc, la 


U Ar)=U (r) + B(r)(K—L)", (82,2) 


barre étant le symbole de la moyenne. 

Faisons la médiation pour l'état où la molécule est douée d’une 
valeur déterminée du carré du moment total K?=K(K+1) (K 
entier) et d’une valeur déterminée de la projection du moment 
électronique sur l'axe de la molécule (axe des z): L,= A. Déve- 
loppant les parenthèses dans (82,2), on obtient : 


Uk(rn)=U(r)+B(r)K(K+1)—2B(r)LK + B(r)L'. (82,3) 


Le dernier terme ne dépend que de l'état électronique et ne 
contient pas le nombre quantique K; ce terme peut simplement 
être inclus dans l'énergie U (r). Montrons qu'il en est de même de 
l’avant-dernier terme. 

Rappelons-nous que si la projection du moment sur un axe 
quelconque a une valeur déterminée, le long de cet axe 
sera aussi dirigée la valeur moyenne du vecteur moment tout entier 
(cf. remarque fin $ 27). Désignant par n le vecteur unité le long 
de l'axe des z, on aura par conséquent L = An. Puis, en mécanique 
classique le moment de la rotation d'un système de deux parti- 
cules (noyaux) est rXp, r—rn étant le rayon vecteur entre les 
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deux particules, p l’impulsion de leur mouvement relatif; cette 
quantité est perpendiculaire à la direction n. En mécanique quan- 
tique la même chose concerne l'opérateur du moment de rotation 
des noyaux: (K—L)n—0 ou Kn=—Ln. L'égalité des opérateurs 
entraîne, bien entendu, celle de leurs valeurs propres, et comme nL — 
=L,=A, on a aussi 

Kn=A. (82,4) 


Ainsi donc, dans l'avant-dernier terme dans (82,3) la quantité 
LK —=nKA=— A, c'est-à-dire qu'elle ne dépend pas de K. Avec la 
nouvelle définition de U(r), on peut écrire finalement l'énergie 
potentielle efficace sous la forme 


U dr) = U(r) + Btr) K(K +1). (82,5) 


Notons de même que l'égalité K, = A entraîne que, pour A donné, 
le nombre quantique À ne peut parcourir que les valeurs 


K>A. (82,6) 


Résolvant l'équation de Schrôdinger à une dimension avec 
l'énergie potentielle (82,5), on obtient une série de niveaux énergé- 
tiques. Convenons de les numéroter (pour chaque Æ donné) dans 
l’ordre de leur croissance à l'aide de v parcourant les valeurs u— 
=0, 1, 2, ...; u—0 correspond au niveau le plus bas. De la sorte, 
le mouvement des noyaux aboutit à la désintégration de chaque 
terme électronique en une série de niveaux caractérisés par les 
valeurs des deux nombres quantiques X et vw. 

Le nombre de ces niveaux (pour le terme électronique donné) 
peut être aussi bien fini qu'infini. Si l'état électronique est tel 
qu’à la limite r — oo la molécule se sépare en deux atomes neutres 
isolés, l'énergie potentielle U(r) [et U,(r) avec] tend lorsque 
r—oœ vers la valeur limite constante U (œ) (la somme des éner- 
gies des deux atomes isolés) plus vite que 1/r (voir $ 89). Le nombre 
de niveaux dans un tel champ est fini (voir $ 18); mais, il est 
vrai, ce nombre est très grand chez les molécules. Les niveaux sont 
alors disposés de telle façon qu'on a, pour chaque valeur donnée 
de X, un nombre déterminé de niveaux (se distinguant par les valeurs 
de v), le nombre de niveaux avec les mêmes K décroissant lorsque K 
croît jusqu'à une valeur de K telle qu’il n’y a plus de niveaux. 

Si lorsque r — o la molécule se scinde en deux ions, aux grandes 
distances U(r)}—U(c) devient l'énergie d'attraction des ions 
d’après la loi de Coulomb (—1/r). Il y a dans un tel champ une 
infinité de niveaux s'accumulant au fur et à mesure qu’on s'approche 
de la valeur limite U (œ). Notons que pour la plupart des molé- 
cules dans l’état normal nous sommes dans le premier cas; rela- 
tivement peu nombreuses sont les molécules donnant des ions par 
séparation des noyaux. 
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La dépendance des niveaux énergétiques par rapport aux nombres 
quantiques ne peut être complètement calculée sous sa forme géné- 
rale. Un tel calcul n'est possible que pour des niveaux assez faible- 
ment excités, situés pas très haut au-dessus du niveau fondamental :. 
11 leur correspond des petites valeurs des nombres quantiques K 
et v. C'est précisément à de tels niveaux qu'on se heurte d'ordinaire 
lors de l'étude des spectres moléculaires, d'où leur intérêt parti- 
culier. 

Le mouvement des noyaux dans des états faiblement excités 
peut être caractérisé comme des oscillations petites autour de la 
position d'équilibre. Ceci étant, on peut développer U (r) en série 
des puissances de £=r—r,, r, étant la valeur de r pour laquelle 
U (r) a un minimum. Comme U'’(r,)=0, on a, en se limitant aux 
termes du second ordre, 


Moi 


U(r)=U,+ 2 E, 


où U,—=U(r.) et w, est la fréquence des oscillations. Dans le 
second terme de (82,5)—dans l’énergie centrifuge—il suffit de 
poser r=r,, puisqu'il contient déjà la petite quantité K(K+1). 
De la sorte: 
8 
Uxtr)=U,+BK(K+1)+ 2068, (82,7) 
B,=h3/2Mr3=h*/21 étant une constante dite rotatoire (1 = Mriest 
le moment d’inertie de la molécule). 
Les deux premiers termes dans (82,7) sont des constantes, et 
le troisième correspond à l’oscillateur harmonique à une dimension. 
Aussi peut-on écrire d'emblée pour les niveaux d'énergie cherchés : 


E=U,+B,K(K+1)+ho, (044). (82,8) 


Ainsi, à l’approximation envisagée les niveaux énergétiques sont 
constitués de trois parties indépendantes : 


E=Et+Er+Er. (82,9) 


Le premier terme (E**=U,)est l'énergie électronique (y compris 
l'énergie d'interaction coulombienne des noyaux pour r—r,). Le 


second terme, 
E'=B,K(K+1), (82,10) 
est l'énergie rofatoire liée à la rotation de la molécule ?. Enfin, le 


1 11 s’agit partout de niveaux déduits d’un seul et même terme électroni- 
que donné. 

% La fonction d'onde décrivant la rotation d'une molécule diatomique (sans 
spin) coïncide, pour l'essentiel, avec la fonction d'onde d'une toupie symé- 
trique ($ 103). À la différence de la toupie, la rotation de la molécule est dé- 
crite en tout par deux angles (a == ®, = 9), qui déterminent la direction de 
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troisième terme 
Ev=hu(v++) (82,11) 


est l'énergie d’oscillation des noyaux dans la molécule. Le nombre 
v numérote, en vertu de la définition adoptée, les niveaux de va- 
leur donnée de X dans l'ordre de leur croissance; il est appelé 
nombre quantique de vibration. 

La forme de la courbe de l'énergie potentielle U (r) étant donnée, 
la fréquence w, est en raison inverse de V M. Par conséquent, il 
en est de même des intervalles AE° entre les niveaux de vibration. 
Les intervalles AE’ entre les niveaux de rotation contiennent au 
dénominateur le moment d'inertie /, c'est-à-dire qu’ils sont pro- 
portionnels à 1/M. Les intervalles entre niveaux électroniques AE*!, 
eux, ainsi que ces niveaux eux-mêmes, ne contiennent pas du tout M. 
Puisque m/M (m étant la masse de l’électron) est un petit para- 
mètre de la théorie des molécules diatomiques, on voit que 


AEAS> AE°S AEËT. (82,12) 


Ces inégalités montrent le caractère spécifique de la distribution 
des niveaux énergétiques de la molécule. Le mouvement vibratoire 
des noyaux désintègre les termes électroniques en des niveaux re- 
lativement voisins les uns des autres. Ces niveaux subissent, à leur 
tour, une désintégration encore plus fine sous l'influence du mou- 
vement de rotation de la moléculet. 


son axe. La fonction d'onde rotatoire diffère de (103,8) par l'absence de facteur 
eixv/Y 2x, ainsi que par la notation des nombres quantiques. Puisqu’en vertu 
de (82,4) le nombre A coïncide avec la projection du moment total K sur l'axe 
de la molécule (l'axe des & du nl 03), il faut changer de notations: J, M, 
k—K, M, À (où à présent M=K,). De sorte que 


; 2 
dre, 0x }/ EEE (e, 0, 0). 


1 A titre d'exemple indiquons les valeurs de U., kw, et B, (en électrons- 
volts) pour quelqües molécules : 


| H, | N | ©, 
—U, | 47 | 7,5 | 5,2 
ho, 0,54 | 0 29 | 0,20 
108, | 7,6 | 0.25 | 0,18 
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Aux approximations suivantes, la séparation de l'énergie en 
parties indépendantes de vibration et de rotation devient impossible ; 
des termes vibro-rotatoires apparaissent contenant simultanément 
K et v. Calculant les approximations successives, on obtiendrait 
des niveaux E sous forme de développement en série des puissances 
des nombres quantiques K et v. 

Calculons ici l’approximation consécutive à (82,8). A cet effet, 
on prolongera le développement de U (r) suivant les puissances de 
Ë jusqu'aux termes du quatrième ordre (voir le problème de l'oscilla- 
teur anharmonique au $ 38). Nous pousserons respectivement le 
De APR de l'énergie centrifuge jusqu'aux termes contenant E?. 
1 vient : 


jus 


Ux(r)=U Se K(K+1)—aË +bE — 


D 


= TE K(K+ DE. (82,13) 


Calculons à présent la correction aux valeurs propres (82,8) en 
considérant les quatre derniers termes dans (82,13) comme un opé- 
rateur de perturbation. Alors, pour les termes contenant E* et E* 
il suffira de se borner à la première approximation de la théorie 
des perturbations, et pour ceux contenant E et £* il faudra calculer la 
deuxième approximation, puisque les éléments matriciels diagonaux 
deEet £* s'évanouissent identiquement. Tous les éléments matriciels 
utiles ont été calculés au $ 23 et au problème 3, $ 38. Le calcul 
donne une expression qu’il est d'usage d’écrire sous la forme: 


E=Et+ha,(v+)-xhv, (o+s) + 
+ BK(K+1)—D,K*(K+1), (82,14) 
où 
1 
B,=B,—a(v++) = B,—a,r. (82,15) 


Les constantes x,, B,, &,, D, sont liées aux constantes entrant dans 
(82,13) par les relations : 


B,=f, D, 
CV mn) r (ne) (—e). 


(82,16) 


Les termes indépendants de v et K ont été inclus dans E“. 
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Problème 


Evaluer la précision de D A te conduisant à la séparation des 
mouvements électronique et nucléaire dans la molécule diatomique. 


. Solution. Mettons l’hamiltonien total de la molécule sous la forme 
B=T,+A 4, où Tr= p?/2M est l'opérateur de l'énergie cinétique du mouve- 
ment relatif des noyaux (P= —ihojôr, r étant le vecteur de la distance entre 
les noyaux, M leur masse réduite). L'hamiltonien Hy contient les opérateurs 
d'énergie cinétique des électrons, l'énergie potentielle de leur interaction cou- 
lombienne et de leur interaction avec les noyaux, ainsi que l'énergie d'inter- 
action coulombienne des noyaux. Nous chercherons la solution de l'équation de 
Schrôdinger 


Ap= (+ Aa) b=EY (1) 
sous la forme 
= D'tm (7) Pa (gr 7) (2) 
les fonctions p, (g, r) étant les solutions orthonormales de l'équation 
HaQn (91 1)= Um (7) Pm (Qr 1) (3) 


(a désigne l'ensemble des coordonnées des électrons); les U,, (r) sont les valeurs 
propres de l’hamiltonien y, qui dépendent de r en tant que paramètre. Subs- 
tituant (2) dans l'équation (1), multipliant celle-ci à gauche par @a(q, r) et 
intégrant sur dg, on obtient 


EN 


+ Via + Untr—E| x — 2 Pan Va) Ln (9 
où ù 
Pam = Paale Va = (Pam, 


Pam = PPP= dq et (P‘)am étant les éléments de matrice relativement aux 


Jonetien d'onde électroniques ; par raison de symétrie, l'élément diagonal p,, 
est nul. 

Les fonctions électroniques q, ne varient notablement que sur une exten- 
sion de l’ordre des distances atomiques ; de ce fait, leur dérivation par rapport 
à r n'introduit pas le grand paramètre M/m (m étant la masse de l'électron). 


La quantité Van est par conséquent petite devant U,(r) dans le rapport m/M 
et peut être omise. Si l’on considère les termes au second membre de (4) comme 
une petite perturbation, à l'approximation zéro les fonctions x, (R) sont don- 
nées par les solutions de l’équation 
[Br + Un 6] m0 = Euot © 
2M n Xav = Laoknav: 
qui décrit le mouvement des noyaux dans le champ U, (r) (les v sont les nom- 


bres quantiques de ce mouvement). La condition d'application de la théorie des 
perturbations consiste dans l'exigence 


KKno° | Pam + Vam | m0 D] € | Env — Emo. 


Au second membre de l'inégalité figurent les différences d'énergies qui se rap- 
portent à différents termes électroniques ; ces quantités sont d'ordre zéro par 
rapport au petit paramètre m/M. On a à gauche les éléments de matrice rela- 
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tivement aux fonctions d'onde nucléaires. Le terme avec Vam contient mIM et 
est donc petit. Dans l'élément de matrice de Van l'opérateur p, agissant sur la 
fonction Y%#9, la multiplie par une quantité de l'ordre de l'impulsion des 
noyaux. Si les noyaux effectuent des petites vibrations, leur impulsion —V Mho.:; 
comme dans le même temps la fréquence &., est inversement proportionnelle à 
V'M, l'élément de matrice <nv’|Vam| mu est une petite quantité de l'ordre 
de (m/M)°/4. 


$ 83. Termes multiplets. Cas a 


Passons à présent à la question de la classification des niveaux 
moléculaires de spin S non nul. A l’approximation zéro, négligeant 
totalement les effets relativistes, l’énergie de la molécule, ainsi 
que de tout système de particules en général, ne dépend pas de la 
direction du spin (le spin est «libre»), ce qui conduit à une dégé- 
nérescence des niveaux de multiplicité 2S+ 1. Mais si l'on tient 
compte des interactions relativistes, les niveaux dégénérés se désin- 
tègrent, et l'énergie devient dépendante de la grandeur de la pro- 
jection du spin sur l’axe de la molécule. Nous parlerons des 
interactions relativistes dans les molécules comme d'’interaction 
spin-axe. Le rôle principal y est joué (ainsi que dans les atomes) 
par l'interaction des spins avec le mouvement orbital des électronst. 

Le caractère et la classification des niveaux moléculaires dépen- 
dent essentiellement du rôle relatif que jouent, d'une part, l’interac- 
tion du spin avec le mouvement orbital et, d'autre part, la rotation 
de la molécule. Le rôle de la rotation est caractérisé par les distances 
entre niveaux rotatoires voisins. Ceci étant, deux cas limites sont 
à envisager. Dans l'un d'eux l'énergie d'interaction spin-axe est 
grande en comparaison des différences des niveaux rotatoires, elle 
est petite dans l’autre. On convient d'appeler le premier cas, cas 
(ou type de couplage) a, et le second, cas b (F. Hund, 1933). 

Le cas a est le plus fréquent. Font exception les termes Z, pour 
lesquels se présente essentiellement le cas b, l'effet d'interaction 
spin-axe étant faible pour eux (voir plus bas)’. Pour les autres 
termes le cas b se rencontre parfois chez les molécules les plus 
légères, l'interaction spin-axe étant ici relativement faible, et les 
distances entre les niveaux rotatoires grandes (le moment d'inertie 
est petit). 

. Bien entendu, des cas intermédiaires entre a et b sont possibles. 
Il faut également avoir en vue qu’un seul et même état électronique 


1 Outre les interactions spin-orbite et spin-spin, il existe encore une inter- 
action du spin et du mouvement orbital des électrons avec la rotation de la 
molécule. Mais cette pare de l’interaction est très petite, et son intervention 
ne peut présenter de l'intérêt que pou les termes de spin S—=1/2 (voir $ 84). 

3 Le terme électronique normal de la molécule O, (terme 3Z) constitue un 
cas particulier. On a pour lui un type de couplage intermédiaire entre a et b 
{voir prob. 3 du & 84). 
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peut passer continüment du cas a au cas b, le nombre quantique 
de rotation variant. Ceci est dû à ce que les distances entre niveaux 
rotatoires voisins croissent lorsque le nombre quantique de rotation 
croît et peuvent devenir grandes en même temps que celui-ci par 
rapport à l'énergie de couplage spin-axe (cas b), même si le cas a 
avait lieu pour les niveaux rotatoires bas. 

Dans le cas a la classification des niveaux se distingue peu 
en principe de la classification des termes de spin nul. On considère 
d’abord les termes électroniques à noyaux fixes, c'est-à-dire qu’on 
néglige totalement la rotation; concurremment à la projection A 
du moment orbital des électrons, il faut maintenant envisager la 
projection du spin total sur l’axe de la molécule ; on désigne cette 
projection par Z1; elle parcourt les valeurs S, "S—1, —$. 
Nous considérerons Z comme positive lorsque la direction de la 
projection du spin coïncide avec celle du moment orbital relative- 
ment à l’axe (rappelons que A désigne la valeur absolue de ce der- 
nier). Les quantités À et Z donnent en s’ajoutant le moment ciné- 
tique total des électrons par rapport à l’axe de la molécule: 


Q=A+Z; (83,1) 


il parcourt les valeurs A+S, A+S—I, A—S. Ainsi, un 
terme électronique de moment orbital A se ‘désintègre en 2S+1 
termes se distinguant par les valeurs de Q (comme pour les termes 
atomiques, cette désintégration est dite structure fine des niveaux 
électroniques). La valeur Q vient affecter en indice inférieur le 
symbole du terme; ainsi, pour A=1, S= 1/2 on obtient les termes 
“liys, *Ilsys. 

L'intervention du mouvement des noyaux entraîne pour chacun 
de ces termes l'apparition de structures vibratoire et rotatoire. Les 
divers niveaux rotatoires sont caractérisés par les valeurs du nombre 
quantique J — moment total de la molécule —contenant les moments 
orbital et spinoriel des électrons et le moment de rotation des 
noyaux®. Ce nombre parcourt des valeurs entières à partir de |Q|: 


J>1Q| (83,2) 


[généralisation évidente de la règle (82,6)]. 

Introduisons les formules quantitatives déterminant les niveaux 
moléculaires dans le cas a. Envisageons d’abord la structure fine 
du terme électronique. Etudiant la structure fine des termes atomi- 
ques au $ 72, nous nous sommes servis de la formule (72,4) stipulant 
que la valeur moyenne de l'interaction spin-orbite est proportion- 


1 Ne pas confondre avec le symbole des termes avec A=01! 

3 La notation K sera réservée, comme d'usage, au moment total de la 
molécule à l'exclusion de son spin. Dans le cas a le nombre quantique K n'exis- 
te pas, étant donné que le moment K ne se conserve pas, même approximati- 
vement. 
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nelle à la projection du spin total de l’atome sur le vecteur moment 
orbital. Exactement de la même manière, l'interaction spin-axe 
dans une molécule diatomique (sa moyenne sur l'état électronique 
pour une distance donnée r entre les noyaux) est proportionnelle 
à la projection Z du spin total de la molécule sur son axe, de sorte 
qu'on peut écrire le terme électronique désintégré sous la forme : 


U(r)+4(r)3, 


U (r) étant l'énergie du terme initial (non désintégré), et À (r) 
une certaine fonction de r; cette fonction dépend du terme initial 
(notamment de la valeur de A), mais non de Z. Puisqu'on se sert 
habituellement du nombre quantique Q@ et non de Z, au lieu de AZ 
il est commode d'écrire AQ ; ces expressions diffèrent de la quantité 
AA, qu’on peut incorporer à U (r). On a ainsi pour le terme élec- 


tronique l'expression 
U(r)+4(r) 9. (83,3) 


Notons que les composantes du terme désintégré sont équidis- 
tantes—la distance entre composantes voisines (de valeurs de Q 
différant d'une unité) est égale à A(r) et ne dépend pas de Q. 

Il résulte facilement de considérations générales que pour les 
termes 2 on a A—0. Pour cela, effectuons l'opération de change- 
ment du signe du temps. Alors l'énergie doit rester inchangée, et 
l'état de la molécule change dans la mesure où le sens du moment 
orbital et du moment de spin par rapport à l'axe est inversé. Dans 
l'énergie À (r) Z le signe de Z change,et pour qu'elle reste inchangée, 
il faut que le signe de 4 (r) change. Si A0, on ne peut rien 
conclure encore sur la valeur de À (r), puisque cette quantité dépend 
du moment orbital, changeant lui-même de signe. Mais si A=—0, 
on pourra toujours affirmer que À (r) ne change pas, et donc qu'il 
s'annule identiquement. De la sorte, pour les termes Z l'interaction 
spin-orbite n'aboutit pas en première approximation à une désinté- 
gration; la désintégration (proportionnelle à Z?) n’apparaîtrait que 
si l'on fait intervenir la deuxième approximation de cette interac- 
tion ou la première approximation de l'interaction spin-spin, et 
elle est relativement petite. C'est à cela qu'est lié le fait mentionné 
que pour les termes Z on a habituellement le cas b. 

Une fois déterminée la structure fine, on peut tenir compte de 
la rotation de la molécule en tant que perturbation exactement 
comme pour la déduction faite au début du paragraphe précédent. 
Le moment de rotation des noyaux s'obtient en déduisant du moment 
total le moment orbital et le moment de spin des électrons. Ceci 
étant, l'opérateur de l'énergie centrifuge a la forme: 


B(r}(—L—Sy. 
Prenant la moyenne de cette quantité sur l'état électronique et 
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HE cu à (83,3), on obtient l'énergie potentielle efficace cherchée 
s(r): 
Ustr)=U (r)+A()Q+B(r) O—L—S}= 
=U(r)+4(78+8B(r) [3—23(L+S) + Li + 2LS +5]. 


La valeur propre J* est J(J+1). Puis, pour les mêmes considé- 
fations qu’au $ 82, on a: 


L=nA, S=nÿ, (83,4) 
ainsi que (Ï—L—$)n=0, et il vient pour les valeurs propres: 
In=(L+S)n=A+2=Q. (83,5) 


Substituant ces valeurs, on trouve : 
Uy(r)=U (r)+A(r)Q + B(r) [J (J + 1)—22 + Li+2LS +5. 


On réalise la moyenne sur l’état électronique à l’aide des fonctions 
d'onde d’approximation zéro’. Or à cette approximation la gran- 
deur du spin se conserve ; aussi S'=S(S+ 1). La fonction d'onde 
étant le produit de la fonction de spin par la fonction de coordon- 
nées, on prend la moyenne des moments L et S indépendamment 
l’un de l’autre, ce qui donne: 


LS — AnS — AS. 


Enfin, la valeur moyenne du carré du moment orbital L? ne dépend 
pas du spin et représente une certaine fonction de r caractéristique 
du terme électronique donné (non désintégré). Tous les termes qui 
sont des fonctions de r indépendantes de J et Z peuvent être incor- 
porés à U (r), et le terme proportionnel à Z (ou, ce qui revient au 
même, à Q) peut être incorporé à A(r)Q@. De la sorte, on obtient 
pour l'énergie potentielle efficace la formule 


Us(r)=U(r+A(N8+B(N[/(J+1)—20]. (83.6) 


On peut en déduire les niveaux d'énergie de la molécule par 
le même procédé qu’au $ 82 de la formule (82,5). Développant U (r) 
et A(r) en séries des puissances de £ et se bornant dans le déve- 
loppement de U(r) aux termes du second ordre, et dans le déve- 
loppement des second et troisième termes seulement aux termes 
d'ordre zéro, on obtient les niveaux d'énergie sous la forme : 


E=U,+A@+hu,(v+g)+B[/(/+1)—29], (83,7) 
où À,=— A (r.), les B, étant des constantes caractéristiques du terme 


1 A l’approximation zéro par rapport à l'effet de rotation de la molécule 
et par rapport à l'interaction spin-axe. 
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électronique donné (non désintégré). Poursuivant le développement 
plus loin, on obtiendrait encore plusieurs termes de puissances 
plus élevées des nombres quantiques ; nous ne les écrirons pas ici. 


$ 84. Termes multiplets. Cas b 


Venons-en au cas b. Ici l'effet de rotation de la molécule 
l'emporte sur la structure fine. Dès lors, force sera de considérer 
d’abord l'effet de rotation en négligeant l'interaction spin-axe, et 
c'est seulement après que cette dernière sera prise en considération 
à titre de perturbation. 

Pour une molécule de spin «libre» est conservé non seulement 
le moment cinétique total J, mais encore la somme K du moment 
orbital des électrons et du moment de rotation des noyaux liée à 
J par la relation 


J=K+S. (84,1) 


Le nombre quantique K distingue les différents états de la molécule 
en rotation de spin libre, déduits du terme électronique donné. 
L'énergie potentielle efficace U,(r) dans un état de valeur donnée 
de K est déterminée, évidemment, par la même formule (82,5) 
que pour les termes avec S=0: 


UKk(n=U(r)+B()K(K+1), (84,2) 


K parcourant les valeurs À, A+1, ... 

L'intervention de l'interaction spin-axe aboutit à la désinté- 
gration de chaque terme en général en 2S + 1 termes (ou en 2K +1, 
si K <S) se distinguant par les valeurs du moment total J'!. En 
vertu de la règle générale d’addition des moments, le nombre J 
parcourt (pour K donné) les valeurs de K+S à |K—S|: 


IK—SISI<K+S. (84,3) 


Pour calculer l'énergie de désintégration (à la première appro- 
ximation de la théorie des perturbations), il faut déterminer la 
valeur moyenne de l'opérateur de l'énergie d'interaction spin-axe 
sur l'état d'approximation zéro (relativement à cette interaction). 
Dans le cas envisagé, c'est dire qu’on prend la moyenne aussi bien 
sur l'état électronique que sur la rotation de la molécule (pour r 
donné). Effectuant la première moyenne, on obtient un opérateur 
de la forme A(r)nS proportionnel à la projection de l'opérateur 
du spin sur l'axe de la molécule. Prenons ensuite la moyenne de 
cet opérateur sur la rotation de la molécule, considérant que la 


1 Dans le cas b la projection nS du spin sur l'axe de la molécule n’a pas 
ne ti déterminée, de sorte qu'il nexiste pas de nombre quantique Z 
(et 
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direction du vecteur spin est arbitraire; alors n$—n$. La valeur 
moyenne n est un vecteur qui, par raison de symétrie, doit avoir 


la même direction que le «vecteur» K—seul vecteur caractérisant 
la rotation de la molécule. On peut ainsi écrire: 


n=const K. 


Le coefficient de proportionnalité se détermine facilement en mul- 
tipliant les deux membres de cette égalité par K et en notant que 
les valeurs propres nK—A [voir (82,4)], K*'=K(K<+1): Ainsi, 

= A a 
Enfin, d’après la formuie générale (31,3), la valeur propre du 
produit KS est égale à: 


KS= 5 (U+D—K(K+1)—S(S+D]. (84,4) 


On aboutit finalement à l'expression suivante de la valeur 
moyenne de l'énergie d'interaction spin-axe cherchée : 


AG) Re VU + DS (S+D—K(K+1)]= 
= A OrRET SU +S+1)—+ A(r) A. 


Cette expression doit être ajoutée à l'énergie (84,2). Alors, le terme 
1/,A(r)A, en tant que terme indépendant de Æ et J, peut être 
incorporé à U (r), de sorte qu'on obtient en définitive pour l'énergie 
potentielle efficace l’expression 


J—S)(1+S+1 
Urtr)=U (r)+ BU) K(K+1)+ A (9) À CREED. (84,5) 
Le développement en puissances de E=r—r, conduit comme 
d'ordinaire à l'expression des niveaux d'énergie de la molécule 
dans le cas b: 


J—S)(J 1 

E=U,+ hu, (o+5)+BK(K +1) + AA RER. (84,6) 

Comme on l’a indiqué au paragraphe précédent, pour les termes 

Z l'interaction spin-orbite n'aboutit pas à la première approxima- 
tion à une structure fine, qui n'apparaît que si l’on tient compte 
de l'interaction spin-spin, d’opérateur quadratique relativement aux 
spins des électrons. Ce n'est pas cet opérateur lui-même qui nous 
intéresse maintenant, mais sa moyenne sur l’état électronique de 
la molécule, comme on l’a fait pour l'opérateur d'interaction 
spin-orbite. Par raison de symétrie, il est évident que l'opérateur 
moyen cherché doit être proportionnel au carré de la projection du 


376 MOLECULE DIATOMIQUE (CH. X1 


spin total de la molécule sur l’axe, c'est-à-dire qu'il peut s'écrire 
sous la forme : 


a (r) (Sn), (84,7) 


æ(r) étant encore une certaine fonction de la distance r caracté- 
ristique du terme électronique donné (la symétrie permet également 
un terme proportionnel à S*; mais il est dépourvu d'intérêt, la 
valeur absolue du spin étant tout simplement une constante). Nous 
n’insisterons pas sur la déduction de la formule générale, considérable, 
de la désintégration définie par l'opérateur (84,7); on a donné au 
problème 1 à la fin de ce paragraphe la déduction de la formule 
des termes Z triplets. 

Un cas particulier est constitué par les doublets Z. D'après le 
théorème de Kramers ($ 60), chez les particules de spin total 
S = 1/2 la double dégénérescence subsiste forcément même si l'on 
tient entièrement compte des interactions relativistes internes dans 
le système. C'est pourquoi les termes *Z restent non désintégrés 
même si l'on tient compte (à n'importe quelle approximation) tant 
des interactions spin-orbite que des interactions spin-spin. 

La désintégration ne se manifeste que si l’on tient compte des 
interactions relativistes du spin avec la rotation de la molécule; 
cet effet est infime. L'opérateur moyen de cette interaction doit, 
évidemment, avoir la forme yKS, et ses valeurs propres sont don- 
nées par la formule (84,4) où l'on posera S— 1/2, J=K + 1/2. 
On obtient finalement la formule des termes *Z 


E=U,+ha,(o+g)+BK(K+DÆZE(K+S) (84,8) 
(nous avons incorporé dans U, la constante —7/4). 


Problèmes 


se Déterminer la structure fine du terme %Z dans le cas b (H. Kramers, 
1929). 
Solution. La désintégration cherchée est déterminée par l'opérateur 
(84,7), dont on prendra la moyenne sur la rotation de la molécule. Ecrivons-le 
sous la forme anmSiSh où l'on a posé a&,=@(re). S étant un vecteur con- 
servatif, on ne prendra la moyenne que de n;nx. Conformément à une formule 
analogue à celle déduite au problème du & 29, on a: 


RRitRakRi sé 
CK—1) CK+3) 
on n'a pas écrit ici les termes (proportionnels à 6/4) qui apporteraient à l'éner- 
gie une contribution indépendante de J, n’aboutissant donc pas à la désinté- 
gration qui nous intéresse. Ainsi donc, la désintégration est déterminée par 
l'opérateur 


RNR= — 


æ SR RE 
CRE DERES SiS4 Rika+RiRD. 
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Puisque $ commute avec K, on 2: 

BIS R IR x =SiR1SxRx = (SKY, 
la valeur propre de SK étant donnée par la formule (84,4). On a ensuite: 
BSaRaki==SSaRiRa+iSSreruRi= 


=(SK)— 3 (ES x —Sx$ 0 iermRi= SK + enrirmSaRi=(SK)?+SK. 


Aux trois composantes Ex du triplet 5Z (S—1) correspond J=K, K + 1. 
On a pour les intervalles entre ces composantes les valeurs : 


K+1 K 
Er+i—Ek=— RTS r Ék-1—Ek=-@ex 


2. Déterminer l'énergie du doublet (avec À # 0) pour les cas intermédiai- 
res à a et b(E. Hill et J. van Vleck, 1928). 

Solution. Comme l'énergie de rotation et l'énergie d'interaction spin- 
axe sont supposées du même ordre, il faut les envisager simultanément dans la 
théorie des perturbations, de sorte que l'opérateur de perturbation a la forme! : 


P = BR1+ A n$. 


A titre de fonctions d'onde d’approximation zéro, il est commode d'utiliser 
les fonctions d'onde des états où les moments K et J ont une valeur déterminée 
(à savoir les fonctions du cas b). Puisqu'on a pour le doublet S—1/2, pour J 
donné le nombre quantique K peut avoir les valeurs K=J + 1/2. Pour établir 
l'équation séculaire, il faut calculer les éléments matriciels <nSKJ|V |nSK"J > 
(n désigne l’ensemble des nombres quantiques déterminant le terme electroni- 
que), K, K' prenant les valeurs indiquées. La matrice de KR? est diagonale [les 
éléments diagonaux sont égaux à K (K+1)]. Les éléments matriciels de (nS), 
eux, se calculent à l’aide de la formule générale (109,5) (où les rôles de j;, je, J 
sont joués par S, K, J); les éléments matriciels réduits de n sont donnés par 
les formules (87,4). On obtient après calcul l'équation séculaire 


Be (+4) 040) ES Aer VOIR 


D VOTRE BAG) UM) Ac pl — Eu 


Résolvant cette équation et ajoutant Et) à l'énergie non perturbée, il vient : 


E=U,+ ho, (0+1/3)+ Bed (141) + V BE(J +1) — A BAHIA 


(nous avons incorporé à U, la constante B,/4). Au cas a correspond 4,5 BJ, 
et au cas b l'inégalité inverse. 

8. Déterminer les intervalles entre les composantes du niveau triplet 5X 
dans le cas intermédiaire à a et b. 

Solution. Ainsi qu'au problème 2, l'énergie de rotation et l'énergie 
d'interaction spin-spin sont considérées simultanément dans la théorie des per- 
turbations. L'opérateur de perturbation a la forme: 


P= BR 2+ a, (n$)?. 


=0. 


ee 


1 On prendra la moyenne sur les vibrations avant la moyenne sur la rota- 
tion. Voilà pourquoi nous avons remplacé (en se limitant aux premiers termes 
du développement en E) les fonctions B(r) et A(r) par les valeurs B,, À,, et 
les niveaux d'énergie non perturbés: EW=U, + ho, (v+ 1/3). 


378 MOLÊCULE DIATOMIQUE ICH. XI 


A titre de fonctions d'onde d'approximation zéro nous nous servirons des 
fonctions du cas b. Les éléments matriciels <K|nS|Æ”> (nous omettons tous 
les indices relativement auxquels la matrice est diagonale) seront calculés cette 
fois encore au moyen des formules (109,5) et (87,4), mais maintenant avec 
A=0, S=1. Les éléments non nuls sont de la forme: 


_:/75 L J 
dinS|J-b=Ÿÿ 377, AinSl/+D= V Tri: 


Pour J donné, le nombre K peut avoir les valeurs K=J, J + 1. On trouve 


pour les éléments matriciels <K|V | K'> 
GIVID=BI(U+I)+an <J—1|V|/—13=8B,(J—1) I+a ee 
GHIVII+D=Be (HD +2) ae 


= Le JO). 
<IJ—1|VIJ+D=<J+I1|V|J—-1>=a TI 
On voit qu'il n’y a pas de transitions entre les états avec K—J et les 


états K—J + 1. Aussi un des niveaux est tout simplement E,= <J[VIJ >. Les 
deux autres (E:, E3) s'obtiennent en résolvant l'équation séculaire du second 
degré formée avec les éléments matriciels pour les transitions entre les états 
J +1. Nous intéressant seulement à la disposition relative des composantes du 
triplet, déduisons de toutes les trois énergies E;.,, la constante a&.. Il vient: 


E;=BeJ (+ 1), 
= 2 Le aë 
Er,a= Be (+ J+1)— + V'# (J+1)—aBe+—: 


Dans le cas b (œ& petit), considérant les trois niveaux avec les mêmes K et 
des J différents (/=XK, K + 1), on retrouve les formules déduites au problème 1. 


$ 85. Termes multiplets. Cas c et d 


Outre les cas de couplage a et b et les cas intermédiaires, 
il existe d’autres types de couplage. L'origine de ces types con- 
siste en ce qui suit. L'apparition du nombre quantique A est liée, 
en fin de compte, à l'interaction électrique des deux atomes dans 
la molécule, aboutissant à la symétrie axiale du problème de la 
détermination des termes électroniques (cette interaction dans la 
molécule est dite couplage du moment orbital avec l'axe). La 
mesure de la grandeur de cette interaction est donnée par les dis- 
tances entre les termes à différentes valeurs de A. Dans tout ce 
qui précède, on supposait implicitement cette interaction si forte 
que ces distances sont grandes en comparaison des intervalles dans 
la structure fine ainsi que des intervalles de la structure rotatoire 
des termes. Mais il existe aussi des cas inverses, l'interaction du 
moment orbital avec l’axe étant comparable aux autres effets, 
voire plus petite; alors, il ne saurait plus évidemment être ques- 
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tion, en aucune approximation, de la conservation de la projection 
du moment orbital sur l'axe, de sorte que le nombre A perd son 
sens. 

Si le couplage du moment orbital avec l’axe est petit en com- 
por du couplage spin-orbite, on dit avoir affaire au cas c. 
l est réalisé dans les molécules contenant un atome de terre rare. 
Ces atomes sont caractérisés par la présence d'électrons f à moments 
non compensés; leur interaction avec l'axe de la molécule est 
affaiblie par suite de la disposition en profondeur des électrons f 
dans l’atome. Les types de couplage intermédiaires entre a et c se 
rencontrent dans les molécules à atomes lourds. 

Si le couplage du moment orbital avec l'axe est petit en com- 
paraison des intervalles de la structure rotatoire, on dit avoir 
affaire au cas d. Ce cas se présente pour les niveaux rotatoires 
élevés (avec des J grands) de certains termes électroniques des 
molécules les plus légères (H,, He,). Ces termes sont caractérisés 
par la présence dans la molécule d’un électron fortement excité, 
dont l'interaction avec les autres électrons (constituant ce qu'on 
appelle la «carcasse » de la molécule) est si faible que son moment 
orbital ne se quantifie pas suivant l'axe de la molécule (alors que 
la carcasse possède un moment A... déterminé par rapport à 
l'axe). 

Lorsque la distance entre les noyaux r augmente, l'interaction 
des atomes s'affaiblit et, finalement, devient petite en comparaison 
de l'interaction spin-orbite dans les atomes. Ceci étant, considérant 
les termes électroniques pour des r suffisamment grands, nous 
aurons affaire au cas c. C'est ce qu'on aura en vue quand on 
établira la correspondance entre les termes électroniques de la 
molécule et les états des atomes lorsque 7 —+oo. Au $ 80 nous 
avons envisagé cette correspondance en négligeant l'interaction 
spin-orbite. Mais si l'on tient compte de la structure fine des ter- 
mes, la question supplémentaire se pose de la correspondance entre 
les valeurs J, et J, des moments totaux des atomes isolés et les 
valeurs du nombre quantique & de la molécule. Nous donnerons 
ici les résultats sans refaire les raisonnements en tous points ana- 
logues à ceux faits au $ 80. 

Si la molécule est constituée d'atomes différents, les valeurs 
possibles de |G@ |: obtenues lors de l'association des atomes de 
moments J, et J, (J,> J,) sont déterminées par le même tableau 
(80,1), où on remplacera L,, L, par J,, J,, et A par [Q|. La seule 
différence est que pour J,+J, demi-entier la plus petite valeur 
de |®] n'est plus zéro, comme l'indique le tableau, mais 1/2. 
Mais si J,+J, est entier, on a 2J,+1 termes avec Q =0 pour 


1 Ajoutant les deux moments totaux des atomes J, et J, en moment résul- 
tant Q, le signe de & n'est évidemment pas essentiel. 
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lesquels (comme pour les termes Z abstraction faite de la structure 
fine) la question se pose de leur signe. Si J, et J, sont tous deux 
demi-entiers, alors le nombre 2J,+ 1 est pair, et on a un nombre 
égal de termes, que nous noterons conventionnellement par 0* et 0-. 
Mais si J, et J, sont tous deux entiers, on aura J,+1 termes 
0* et J, termes O0 [si (—1)/1+/P,P,=1], ou inversement 
[si QU sl 

i la molécule est constituée d’atomes identiques dans des états 
différents, alors les états moléculaires résultants sont les mêmes 
que dans le cas d’atomes différents, avec la seule différence que le 
nombre total de termes est doublé, chaque terme entrant une fois 
comme terme pair et une autre fois comme terme impair. 

Enfin, si la molécule est constituée d’atomes identiques dans 
des états identiques (de moments J,=J,=1J), le nombre total 
d'états reste le même que dans le cas d’atomes différents, et leur 
répartition en parités est telle que 


si J est entier, Q pair: N,=N,+I, 
» J >» » Q impair : Ne= Ne 
» J » demi-entier, Q pair: N,=N 


Ne+ 1. 


Alors tous les termes 0* sont pairs et tous les 0 impairs. 

Au fur et à mesure que les noyaux se rapprochent, le couplage 
du type c se transforme habituellement en couplage du type aï. 
Alors peut se présenter la situation suivante digne d'intérêt. 

Comme il a été dit, le terme avec A=0 relève du cas b; au 
point de vue de la classification du cas a, cela signifie qu'il cor- 
respond la même énergie à des niveaux du multiplet à différentes 
valeurs de S (et de même A—0). Mais de tels niveaux peuvent 
apparaître lors du rapprochement d’atomes se trouvant dans diffé- 
rents états de la structure fine. 

De la sorte, il se peut qu’il corresponde un seul et même terme 
moléculaire à différents couples d'états atomiques de la structure 
fine. Une situation analogue peut se présenter pour de tels termes 
avec Q—0, qui se transforment lors du rapprochement des noyaux 
en terme moléculaire avec A0 (et, respectivement, Z—— A); 
de tels niveaux sont doublement dégénérés, puisque aux termes 
0+ et 0- (qui peuvent résulter de différents couples d'états atomi- 
ques) correspond dans le cas a la même énergie ?. 


» J » » » Q impair: N, 


1 La correspondance entre la classification des termes des types a et c 
ne peut s'établir sous la forme générale. Elle exige un examen concret des 
courbes d'énergie potentielle compte tenu de la règle de non-intersection des 
niveaux de même symétrie ($ 79). 

8 Nous négligeons ici le dédoublement A (voir $ 88). 
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$ 86. Symétrie des termes moléculaires 


Nous avons déjà examiné au $ 78 certaines propriétés de symétrie 
des termes de la molécule diatomique. Ces propriétés caractérisaient 
le comportement des fonctions d'onde dans des transformations 
n'affectant pas les coordonnées des noyaux. Ainsi, la symétrie d’une 
molécule par rapport à la réflexion dans un plan passant par son 
axe aboutit à la distinction des termes Z* et Z-; la symétrie par 
rapport au changement du signe des coordonnées de tous les élec- 
trons (pour une molécule constituée d’atomes identiques): aboutit 
à la classification des termes en termes pairs et impairs. 

Ces propriétés de symétrie caractérisent les termes électroniques 
et sont les mêmes pour tous les niveaux de rotation se rapportant 
à un seul et même terme électronique. 

Puis, les états de la molécule (ainsi que de tout système de 
particules, voir $ 30) sont caractérisés par leur comportement 
vis-à-vis de l’inversion, consistant dans le changement simultané 
du signe des coordonnées de tous les électrons et noyaux. 

Ceci étant, tous les termes de la molécule se divisent en termes 
positifs— dont les fonctions d'onde ne sont pas affectées par le 
changement du signe des coordonnées des électrons et des noyaux — 
et en termes négatifs— dont les fonctions d'onde changent de signe 
dans l’inversion . 

Lorsque A0, chaque terme est doublement dégénéré, le mo- 
ment par rapport à l'axe de la molécule pouvant avoir deux 
directions possibles. Dans l’inversion le moment lui-même ne change 
pas de signe, mais, en revanche, est inversée la direction de l'axe 
de la molécule (les atomes permutent entre eux !), d'où l’inversion 
de la direction du moment A par rapport à la molécule. Ceci fait 
que les deux fonctions d'onde relatives au niveau d'énergie donné 
se transforment l’une au moyen de l’autre, et on en peut toujours 
former une combinaison linéaire invariante vis-à-vis de l’inversion, 
et une autre changeant de signe. Ainsi, nous obtenons pour chaque 
terme deux états, l’un d'eux étant positif et l’autre négatif. Mais 
en fait chaque terme tel que A0 se désintègre tout de même 
(voir $ 88), de sorte que ces deux états correspondent à différentes 
valeurs de l'énergie. 

Les termes Z demandent un examen spécial pour la détermina- 
tion de leur signe. Tout d'abord, il est clair que le spin n’a pas de 


1 On suppose l'origine’ sur l'axe de la molécule, au milieu du segment défini 
par les noyaux. 

3 Nous nous conformons à la terminologie en usage. Elle est impropre, car, 
dans le cas de l'atome, on parle du comportement des termes dans l’inversion 
comme de leur parité, et non pas de leur signe. 

Pour les termes 2, ne pas confondre le signe dont il est question ici avec 
les signes + et — mis en indices supérieurs. 
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rapport avec le signe du terme; l’inversion affecte seulement les 
coordonnées des particules, laissant inchangée la partie de spin 
de la fonction d'onde. Aussi toutes les composantes de la structure 
fine de chaque terme donné ont-elles le même signe. Autrement 
dit, le signe du terme ne dépendra que de K, mais non de Ji. 

La fonction d'onde de la molécule est le produit des fonctions 
d'onde électronique et nucléaire. On a démontré au $ 82 que dans 
l'état Z le mouvement des noyaux équivaut au mouvement d’une 
seule particule de moment orbital X dans le champ central symétri- 
que U (r). Dès lors, on peut affirmer que par changement du signe 
des coordonnées la fonction d'onde nucléaire est multipliée par 
(—1)* [voir (30,7)]. 

La fonction d'onde électronique caractérise le terme électroni- 
que, et pour expliciter son comportement dans l'inversion, il faut 
la considérer dans un système de coordonnées rigidement lié aux 
noyaux et tournant avec eux. Soit xyz un système de coordonnées 
fixe dans l'espace, Ent un système de coordonnées tournant où la 
molécule, considérée comme un tout, est immobile. Dirigeons les 
axes Ent de sorte que l'axe & coïncide avec l'axe de la molécule, 
étant, par exemple, dirigé du noyau { au noyau 2, et supposons ce 
système de même orientation que xyz (c'est-à-dire que si le système 
xyz est orienté à droite, il en sera de même de Ent). L'inversion 
change le sens des axes xyz, et si l’on avait un système orienté à droi- 
te, on aura un système orienté à gauche. Il en sera de même de Ent. 
Mais l'axe des &, rigidement lié aux noyaux, conserve sa direc- 
tion ; aussi faudra-t-il inverser la direction de l’un quelconque des 
axes £ ou n. De la sorte, l'opération d’inversion dans le système 
de coordonnées fixe équivaut dans le système mobile à la réflexion 
dans un plan passant par l’axe de la molécule. Mais dans une telle 
réflexion la fonction d'onde électronique du terme Z* ne change 
pas, celle de Z- change de signe. 

Ainsi, le signe des composantes de rotation de Z* est défini 
par le facteur (—1)X; tous les niveaux avec ÆK pair sont positifs, 
ceux avec À impair étant négatifs. Pour le terme Z-, le signe des 
niveaux de rotation est défini par (—1)**1 et tous les niveaux 
avec des X pairs sont négatifs, ceux avec des À impairs étant 
positifs. 

Si la molécule est constituée d'atomes identiques”, son hamil- 
tonien est aussi invariant vis-à-vis de la permutation mutuelle des 
coordonnées des deux noyaux. Un terme est dit symétrique par 
rapport aux noyaux si sa fonction d'onde ne change pas lorsqu'on 
transpose les noyaux, il est dit antisymétrique lorsque la fonction 


1 Rappelons que pour les termes Z c'est habituellement le cas b qui a 
lieu, aussi utilisera-t-on les nombres quantiques K et J. 
I1 est nécessaire que les deux atomes se rapportent non seulement à un 
seul et même élément, mais encore à un même isotope. 
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d'onde change de signe. La symétrie par rapport aux noyaux est 
intimement liée à la parité et au signe du terme. La permutation 
des coordonnées des noyaux équivaut au changement du signe des 
coordonnées de toutes les particules (des noyaux et des électrons) 
suivi du changement du signe des coordonnées des seuls électrons. 
Il en résulte que si le terme est pair (impair) et s’il est positif 
(négatif), alors il est symétrique par rapport aux noyaux. Mais si 
le terme est pair (impair) et s’il est négatif (positif), il est anti- 
symétrique par rapport aux noyaux. 

On a établi à la fin du $ 62 un théorème général stipulant 
que la fonction d’onde de coordonnées d’un système de deux parti- 
cules identiques est symétrique lorsque le spin total du système 
est pair, et antisymétrique lorsqu'il est impair. Si l’on applique 
ce résultat aux deux noyaux d’une molécule à atomes identiques, 
on trouve que la symétrie d’un terme est liée à la parité du spin 
total / obtenu en ajoutant les spins i des deux noyaux. Le terme 
est symétrique si / est pair et antisymétrique s’il est impair!. 
Notamment, si les noyaux ne possèdent pas de spin (i—0), / aussi 
est nul; ceci étant, la molécule n'aura pas du tout de termes 
antisymétriques. On voit que le spin nucléaire exerce une influence 
indirecte essentielle sur les termes moléculaires, bien que son 
influence directe (structure hyperfine des termes) soit infime. 

L'intervention du spin des noyaux aboutit à une dégénérescence 
supplémentaire des niveaux. On a calculé au même $ 62 le nombre 
d'états avec des valeurs paires et impaires de / obtenues par addi- 
tion de deux spins i. Ainsi, pour i demi-entier le nombre d'états 
avec des 7 pairs est égal à i(2i+1), et avec des 7 impairs à 
(i+1)(2i+1). En relation avec ce qui précède, on conclut que 
le rapport des multiplicités de dégénérescence? g,, g, des termes 
symétrique el antisymétrique pour i demi-entier vaut : 


&s _  i 

Am El (86,1) 
Mais lorsque i est entier, on trouve pour ce rapport: 

£s it 

gi, (86,2) 


Nous avons vu que le signe des composantes de rotation d’un 
terme Z+ est déterminé par le nombre (—1)X Voilà pourquoi, 


1 Ayant en vue le lien entre la parité, le signe et la symétrie des termes, 
on conclut que si le spin total des noyaux / est pair, les niveaux positifs sont 
pairs et les niveaux négatifs impairs; si / est impair, c'est l'inverse qui a lieu. 

2 Dans ce cas, on parle souvent de la multiplicité de la dégénérescence d’un 
niveau comme de son poids statistique. Les formules (86,1 et 2) déterminent les 
rapports des poids statistiques nucléaires des niveaux symétriques et des niveaux 
antisymétriques. 
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par exemple, les composantes de rotation du terme Z* pour K pair 
sont positives et, partant, symétriques ; elles sont négatives pour K 
impair, et donc antisymétriques. Ayant en vue les résultats obtenus 
plus haut, on déduit que les poids statistiques nucléaires des com- 
posantes de rotation du niveau Z? avec des valeurs consécutives 
de K varient alternativement dans les rapports (86,1) ou (86,2). La 
situation est analogue pour les niveaux Z}, ainsi que pour Z;, Z. 
Notamment, si i=0, sont nuls les poids statistiques des niveaux 
avec ces X pairs pour les termes Z*, Z7, et des niveaux avec 
des X impairs pour les termes 2, Z;. Autrement dit, il n'existe 
pas dans les états électroniques Z}, Ze d’états rotatoires avec des K 
pairs, et il n'existe pas dans les états Z}f, Z7 d'états rotatoires 
avec des À impairs. 

L'interaction des spins nucléaires avec les électrons étant extré- 
mement faible, la probabilité que / change est très petite même 
lors de collisions de molécules. C'est pourquoi les molécules se 
distinguant par la parité de /, et ayant, en conséquence, seulement 
des termes symétriques ou des termes antisymétriques, se compor- 
tent pratiquement comme différentes modifications de la matière. 
Tels sont, par exemple, l'ortho- et le parahydrogène; dans la mo- 
lécule du premier les spins i= 1/2 des deux noyaux sont parallèles 
(1=1), ils sont antiparallèles dans le second (7 —0). 


$ 87. Eléments matriciels de la molécule diatomique 


Nous donnons dans ce paragraphe plusieurs formules générales 
pour les éléments matriciels de grandeurs physiques caractérisant 
une molécule diatomique. Envisageons d'abord les éléments matri- 
ciels pour les transitions entre états de spin nul. 

Soit À une grandeur physique vectorielle caractérisant la molé- 
cule, les noyaux étant fixes (par exemple, son moment dipolaire 
électrique ou magnétique). Considérons d’abord cette grandeur dans 
le système de coordonnées Ent tournant avec la molécule, l'axe 
des & coïncidant avec l’axe de la molécule. Le moment cinétique 
de la molécule par rapport à ce système (c’est-à-dire le moment 
électronique L) n'est pas complètement conservé, mais sa compo- 
sante en & l’est. Dès lors, restent en vigueur les lois de sélection 
d’après le nombre quantique L;=A (qui coïncident avec les règles 
de sélection d’après le nombre M au $ 29). De sorte que les élé- 
ments matriciels non nuls du vecteur sont : 


<n'AlArinA»>, <n'AlAs+iAnln, A—1), 
<n', A—1|A4;—iA4n|nA> (87,1) 
(n numérote les termes électroniques pour À donné). 


Si tous deux sont des termes Z, il faudra alors avoir en vue 
également la règle de sélection liée à la symétrie vis-à-vis de la 
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réflexion dans un plan passant par l’axe de la molécule. Dans 
une telle réflexion, la composante sur l'axe des & d’un vecteur 
ordinaire (polaire) ne change pas, celle d’un vecteur axial chan- 
gant de signe. On en déduit que, pour un vecteur polaire, À, n'a 
d'éléments matriciels non nuls que pour les transitions Z+—2+ 
et 2-—2Z-,et pour un vecteur axial, pour les transitions Z* —+Z-. 
Il n'est pas question des composantes 4:, 4,, puisque pour elles 
les transitions sans changement de À sont impossibles. 

Si la molécule est constituée d’atomes identiques, on a encore 
une règle de sélection relativement à la parité. Les composantes 
d'un vecteur polaire changent de signe par inversion. Partant, 
éléments matriciels sont non nuls seulement pour des transitions 
entre états de parités différentes (c'est le contraire qui a lieu pour 
un vecteur axial). Notamment, tous les éléments matriciels diago- 
nus des composantes d’un vecteur polaire disparaissent identique- 
ment. 

La question du lien des éléments matriciels (87,1) avec les 
éléments matriciels du même vecteur dans le système de coordon- 
nées fixe xyz est résolue par les formules obtenues plus bas (au $ 110) 
pour n’importe quel système physique à symétrie axiale. 

Après séparation de la dépendance, générale pour tout 
vecteur, par rapport au nombre quantique M, (projection en z du 
moment cinétique total K de la molécule), seuls subsistent les 
éléments de matrices réduits <n'K'A’||[A||rKA>. Leur lien avec 
les éléments matriciels (87,1) est donné par la formule (110,7) 
avec la valeur k—k%k"—1 (correspondant au vecteur), et avec un 
changement convenable des notations des nombres quantiques (rap- 
pelons que, en vertu de (82,4), le nombre A coïncide avec la com- 

osante en ? du moment total K). Eu égard au lien (107,1) entre 
es composantes d’un tenseur sphérique de rang un et les compo- 
santes cartésiennes d’un vecteur, et prenant les valeurs des sym- 
boles 3j dans le tableau 9 (p. 502), on obtient les formules sui- 
vantes pour les éléments matriciels diagonaux d’après A : 


<n'KAI|AIIrKA> =A sr n'Al ArlnA), 
a, KI, ANA = RE «n'a lainas TT? 
et pour les éléments non diagonaux d’après A: 
<n'KA||AlnK, A—13= 
= [REA AL | en] A+ iAnlr, A1), 
<n'KA|| Alln, K—1, A—D= 


J _ 2 : 
à [ÉCLAIR ea | Au +iAuln, AD 


25-50 
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<n', K—1, Al AllnK, A—1>= 


=i [RAGE 0) "e €n'Al Agt+iAnln, A—1. (87,3) 
Les autres éléments matriciels non nuls se déduisent de ceux qui 
viennent d'être écrits en tenant compte des relations d’hermiticité 
pour les éléments matriciels réduits : 


<nKA||A|1n'K'A'>=<n’K'A'||A||rKA>"*, 
et des éléments matriciels dans le système Eng : 


nA| 4—iAn|n'A'>=<n'A'|A+iAnlnA>*, 
<nA|Azln'A">= <n'A' | Ar|nAD*. 


Ecrivons en particulier les formules pour les éléments matriciels 
du vecteur unité A=n le long de l’axe de la molécule. On a dans 
ce cas simplement A45=4n=0, At =1, de sorte que dans le sys- 
tème Ent seuls sont non nuls les éléments diagonaux <nA | At|nA>=1. 
Les éléments matriciels réduits sont diagonaux sur tous Îles indices 
sauf K; en n’écrivant que cet indice, on a: 


KIrIR=AV RES: K—irlo=iV EE (79 
(H. Hônl, F. London, 1925). Pour A —0 ces formules donnent 
<KIn||K>=0, <K—111n||K>=iVK, 


ce qui correspond précisément, comme il fallait s'y attendre, aux 
éléments matriciels du vecteur unité lors du mouvement dans un 
champ central symétrique, cf. (29,14). 

Indiquons à présent comment doivent être modifiées les formu- 
les déduitées pour les transitions entre états de spin non nul. Le 
fait que les états se rapportent au cas a ou au cas b est essentiel. 

Si les deux états relèvent du cas a, les formules ne changent 
en fait que dans les notations. 11 n'existe pas de nombres quanti- 
ques À et MXx, et on a à leur place le moment total J et sa pro- 
jection en z My. En outre viennent s'ajouter les nombres S et 
Q=A+Z, de sorte que les éléments matriciels réduits s’écrivent 


«n'J'S'R'A' || A|r/SRA». 


Soit A un vecteur quelconque orbital (c'est-à-dire indépendant 
du spin). Son opérateur commute avec celui du spin $S, de sorte 
que sa matrice est diagonale suivant les nombres quantiques S et 
S:=2Z; le nombre quantique Q=A+2Z change de ce fait avec A 
(c'est-à-dire que Q'°—Q — A’— A). Les formules (87, 2-4) ne chan- 
gent que sous le rapport que des indices s'ajoutent dans les élé- 
ments matriciels, et que dans les autres facteurs il faut substituer 
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K, A —4J, Q. Par exemple, au lieu de la première des formules 
(87,2) il faut écrire 


<n'JQA IA In QA>= V F5 <n'RA| Ar|n8A> 


(l'indice diagonal S est omis). | 
Soit à présent A=S. Etant donné que l'opérateur du spin com- 
mute avec le moment orbital, de même qu'avec l'hamiltonien, sa 
matrice est diagonale sur nr, A. Mais elle n'est pas diagonale sur 
S et Z (ou Q). Les éléments matriciels des composantes 4s, 4, 
A; pour les transitions S, Z—S”, Z’ sont donnés par les formu- 
les (27,13), dans lesquelles on devra écrire S, Z au lieu de L, M. 
Après quoi on passe dans le système de coordonnées xyz d'après 
les formules (87, 2-3) avec la substitution K, À —+ J, Q. Par ce pro- 
cédé on obtient par exemple 
<IQISIJ, R—DD— 
FCI + DU +9)(4 —-0Q+1)7 172 3 : 
= [RIRE SN PR [Se +iS 1 Q—1>= 
” [+2 U+0)J—Q+1)(S+2) EE] 44 
AUD de 

(les indices diagonaux n, S, A sont omis). 

Supposons ensuite que les deux états se rapportent au cas b, 
alors que A est un vecteur orbital. Le calcul des éléments de 
matrice se fait en deux étapes. On considère d’abord la molécule 
tournante sans tenir compte de l'addition de S et K ; les éléments 
de matrice sont diagonaux suivant le nombre S et sont donnés 
par les mêmes formules (87, 2-3). Dans la seconde étape le moment 
K s'ajoute à S pour donner le moment total J, et le passage 
aux éléments matriciels nouveaux s'opère suivant les formules gé- 
nérales (109,3) (le rôle de j,, j,, J dans ces formules étant joué 
par K, S, J). Ainsi, pour les éléments diagonaux suivant J, K, A 
on obtient d’abord 


Cn'JKA || A [|nJKA> = 
=(—1)K+/4S41 (2 +1) Uk +. n'KAÏA|IrKA», 


après quoi, prenant la valeur du symbole 6j dans la table 10 
(p. 513) et l'élément de matrice réduit dans (87,2), on obtient 
finalement : 


<n'JKA|| A ||nJKA> = 


LAÏ2Z+HIT2JU+HD+K(K+I)—S(S+1) 
= A) ER cn Air. 
Le calcul des éléments matriciels pour les transitions entre 
états dont l’un appartient au cas a et l'autre au cas b se fait de 
façon analogue; nous ne nous arrêterons pas ici sur ce calcul. 
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Problèmes 


1. Déterminer la désintégration starkienne des termes d'une molécule dia- 
tomique douée d’un moment dipolaire constant ; le terme relève du cas a. 

Solution. L'énergie du dipôle d dans le champ électrique $ est égale 
à—d$. Par raison de symétrie, il est évident que le moment dipolaire d’une 
molécule diatomique est dirigé suivant son axe: d—dn (d est une constante). 
Prenant la direction du champ pour axe des z, on obtient l'opérateur de per- 
turbation sous la forme—dn,@. 

Déterminant les éléments matriciels diagonaux de n, conformément aux 
formules déduites dans le texte, on trouve que dans le cas a la désintégration 
des niveaux est donnée par la formule? 5 


LE=—6dM TT - 


2. La même chose pour un terme se rapportant au cas b (avec À # O0). 
Solution. On trouve par le même procédé : 
J(I+D-S(S+D+K(K+1) 
Re HREUIUED 

3. La même chose pour le terme 1Z, 

Solution. Pour A=—0 l'effet linéaire est absent, et force est de faire 
intervenir la deuxième approximation de la théorie des perturbations. Dans la 
sommation dans la formule générale (38,10) il suffit de retenir les termes cor- 
respondant aux transitions entre les composantes de rotation du terme électroni- 
que donné (dans les autres termes les différences d'énergie aux dénominateurs 
sont grandes). On trouve ainsi 


AE = de" | KKMx | fz | LM IEM | ñz | K+ LM? | 
Ex—Ek-: Er Ere : 
où Ex= BK (K+1). Un caleul simple conduit à: 


ap TE IK(K+1)—3MX] 
TB 2K(K+IDCK—-ICK+3) * 


$ 88. Dédoublement A 


La double dégénérescence des termes avec A0 ($ 78) est en 
réalité approximative. Elle n'a lieu que dans la mesure où nous 
faisons abstraction de l'influence de la rotation de la molécule sur 
l'état électronique (ainsi que des approximations supérieures sui- 
vant l'interaction spin-orbite), comme on opérait dans toute la 
théorie précédente. L'intervention de l’interaction de l'état électro- 
nique et de la rotation aboutit à la désintégration du terme avec 
A0 en deux niveaux voisins. Ce phénomène porte le nom de 
dédoublement À (E. Hill. et J. van Vleck, R. Kronig, 1928). 


1 11 peut sembler uen ait là une contradiction avec l’assertion générale 
($ 76) sur l'absence d'effet Stark linéaire. En réalité, il est entendu qu'on n'a 
pas de telle contradiction, la présence de l'effet linéaire étant liée dans le cas 
précis à la double dégénérescence des niveaux avec Q #0; c’est pourquoi la 
formule déduite s'applique sous la condition que l'énergie de la désintégration 
starkienne soit grande par rapport à l'énergie du « dédoublement A» ($ 88). 
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Nous commencerons de nouveau l'examen quantitatif de cet 
effet par les termes singulets (S—0). Nous avons fait le calcul de 
l'énergie des niveaux rotatoires (au $ 82) à la première approxi- 
mation de la théorie des perturbations en déterminant les éléments 
matriciels diagonaux (valeur moyenne) de l'opérateur 

B(r)(K—L}. 

Pour calculer les approximations suivantes, il faut considérer les 
éléments non diagonaux en A de cet opérateur. Les opérateurs K° 
et L? sont diagonaux en A, de sorte qu'on n'envisagera que l’opé- 
rateur —2BKL. 

._ Hest commode de faire le calcul des éléments matriciels de 
KL à l’aide de la formule (29,12) où l'on posera A=K, B=L ; 
les rôles de L, M sont tenus par K, Mx, et n sera remplacé par 
n, À, où n désigne l'ensemble des nombres quantiques (sauf A) 
déterminant le terme électronique. La matrice du vecteur conser- 
vatif K étant diagonale en n, A et la matrice du vecteur L ayant 
des éléments non diagonaux seulement pour les transitions avec 
variation de À d’une unité (comparer avec ce qui a été dit au $ 87 
sur un vecteur arbitraire A), on trouve en utilisant les formules (87,3): 


<n'AKMk|KL|n, A—1, KMx>= 
= <n'AlLitilin A=DVRENUR TIR. (88,1) 


Il n'y a pas d'éléments matriciels correspondant à une plus grande 
variation de A. 

L'action perturbatrice des éléments matriciels avec A +A—1 
ne peut influer sur l'apparition de la différence d'énergies entre 
les états avec HA qu’à l’approximation d'ordre 2A de la théorie 
des perturbations. Ceci étant, l'effet sera proportionnel à Bï4, 
c'est-à-dire à (m/M}°4 (M étant la masse des noyaux, m celle de 
l’électron). Lorsque À > 1 cette quantité est si petite qu’elle ne 
présente aucun intérêt. Ainsi, l’effet de dédoublement A n'est es- 
sentiel que pour les termes II (A—1) que nous examinons plus 
bas. 

Lorsque A=— 1 il faut faire appel à la deuxième approximation. 
Les corrections aux valeurs propres de l'énergie peuvent être déter- 
minées conformément à la formule générale (38,10). On a aux dé- 
nominateurs dans cette équation des différences d'énergie de la 
forme E,,A,Kk—En,a-1,K. Dans ces différences les termes conte- 
nant X se réduisent mutuellement, étant donné que, pour une dis- 
tance donnée r entre les noyaux, l'énergie rotatoire est la même 
quantité B(r)K(K+1) pour tous les termes. Aussi la dépendance 
de la désintégration cherchée AE de K est-elle complètement dé- 
terminée par les carrés des éléments matriciels aux numérateurs. On 
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a parmi ceux-ci les carrés des éléments pour les transitions avec A 
variant de 1 à O et de 0 à—1; les uns et les autres donnent, en 
vertu de (88,1), une même dépendance par rapport à K, et on 
trouve que la désintégration du terme II a la forme: 


AE =const-K(K+ 1), (88,2) 


avec const —B1/e (pour ce qui est de l'ordre de grandeur), e étant 
l'ordre de grandeur des différences entre terres électroniques voisins. 

Passons aux termes de spin non nul (termes ?II et “IT; les 
valeurs supérieures de S ne se rencontrent pratiquement pas). Si 
le terme concerne le cas b, la structure fine n’influe pas du tout 
sur le dédoublement A des niveaux rotatoires, qui est, comme 


Se + + 


rotation de la molécule envisagé ci-dessus, mais encore sous l'in- 
fluence de l'interaction spin-orbite. Le fait est que la conservation 
de la projection @ du moment total sur l'axe de la molécule est 
(à noyaux fixes) une loi de conservation exacte, et ne peut donc 
être violée par l'interaction spin-orbite ; mais cette dernière peut 
changer (c’est-à-dire qu'elle a des éléments matriciels pour les tran- 
sitions correspondantes) simultanément A et Z de sorte que Q reste 
inchangé. Cet effet peut de lui-même ou en combinaison avec 
l'interaction orbite-rotation (qui change A mais non È) aboutir au 
dédoublement A. 

Considérons d’abord les termes *II. Pour le terme *Il,;; (A= 1, 
Z——1/2, Q — 1/2) on a désintégration en tenant compte simul- 
tanément des interactions spin-orbite et orbite-rotation (chacune 
à la première approximation). En effet, la première donne la tran- 
sition A1, Z2——1/2—+A—0, Z2—=1/2, après quoi la seconde 
fait passer de l'état A—0, Z2=1/2 à l’état avec A=—1, Z2—1/2 
se distinguant de l’état initial par le signe de A et Q. Les élé- 
ments matriciels de l'interaction spin-orbite ne dépendent pas du 
nombre quantique de rotation J, et pour l'interaction orbite-rota- 
tion leur dépendance est déterminée par la formule (88,1), où 
l’on remplacera (sous le radical) X et À par J et Q. De la sorte, 
on obtient pour le dédoublement À du terme ?II,,, l'expression 


AEs = const - (4 2e 2): (88,3) 


où la const —AB/e. Mais pour le terme ?Il,,, la désintégration 
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ne peut avoir lieu qu'aux approximations supérieures, de sorte que 
pratiquement AËE;,,; =0. 

Considérons enfin les termes ?II. La désintégration du terme 
II, (A=1, Z=—1) se manifeste lorsqu'on tient compte à la 
deuxième approximation de l'interaction spin-orbite (aux dépens 
des transitions A=1, Z=—1—+A—0, Z2—0—+A——1, Zæ]1). 
Ceci étant, le dédoublement À ne dépend pas du tout de J dans 
ce cas: 

AË,=const, (88,4) 


où const —A1/e. Pour le terme *I1,Z2=0, et le spin n’influe 
pas du tout sur la désintégration, ce qui fait qu’on retrouve une 
formule de la forme (88,2), où K est remplacé par J': 


AË, = const J (J +1). (88,5) 


Le terme ‘II, lui, exige des approximations supérieures, de sorte 
qu'on peut considérer que AE, = 0. 

L'un des niveaux du doublet engendré par le dédoublement A 
est toujours positif et l’autre négatif, on en a déjà parlé au $ 86. 
L'étude des fonctions d'onde de la molécule permet d'établir les 
lois d’alternance des niveaux positifs et négatifs. Nous nous borne- 
rons seulement à indiquer les résultats de cette étude :. II se trouve 
que si pour une certaine valeur de J le niveau positif est inférieur 
au niveau négatif, dans le doublet avec J +1 l'ordre est inversé : 
le niveau positif est supérieur au niveau négatif, etc.; l’ordre de 
disposition change alternativement avec les valeurs successives du 
moment total (il s'agit des termes du cas a; dans le cas b ilen 
est de même des valeurs successives du moment K). 


Problème 


Déterminer la désintégration À du terme !A. 

Solution. Ici l'effet apparaît à la quatrième approximation de Ja 
théorie des perturbations. Sa dépendance de X est déterminée par les produits 
quatre à quatre des éléments matriciels (88,1) pour les transitions avec change- 
ment de A:2—+1, 1—+0, O—+-—1, —1—+—2. Ceci donne 

AE= const (K—1)K(K+1)(K+2), 
où const — Btyes. 


$ 89. Interaction des atomes aux grandes distances 


Considérons deux atomes se trouvant à grande distance (en 
comparaison de leurs dimensions) l'un de l’autre, et soit à déter- 
miner l'énergie de leur interaction. Autrement dit, il s’agit de 
déterminer la forme des termes électroniques pour des distances 
grandes entre les noyaux. 


1 On peut la trouver dans l'article de Wigner et Witmer indiqué p. 354. 
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Pour résoudre ce problème, appliquons la théorie des perturba- 
tions en considérant les deux atomes isolés comme un système non 
perturbé et l'énergie potentielle de leur interaction électrique comme 
un opérateur de perturbation. On sait (voir II $$ 41, 42) que l'in- 
teraction électrique de deux systèmes de charges situées à grande 
distance r l’une de l’autre peut être développée en série des puis- 
sances de 1/r, les termes successifs de ce développement correspon- 
dant à l'interaction des charges totales, des moments dipolaires, 
quadrupolaires, etc., des deux systèmes. Pour les atomes neutres 
la charge totale est nulle. Le développement commence ici par 
l'interaction dipôle-dipôle (—1/r°); puis viennent les termes di- 
pôle-quadrupôles (—1/r*), quadrupôle-quadrupôles (et dipôle-octu- 
pôles) (—1/r°), etc. 

Supposons d'abord que les deux atomes se trouvent dans des 
états S. Il est facile de voir qu’alors, à la première approximation 
de la théorie des perturbations, l'effet d'interaction des atomes est 
absent. En effet, à la première approximation, l'énergie d’inter- 
action est déterminée en tant qu’élément matriciel diagonal de 
l'opérateur de perturbation, calculé d’après les fonctions d'onde 
imperturbées du système (qui s'expriment elles-mêmes par des 
produits de fonctions d’onde des deux atomes:). Mais dans les 
états S les éléments matriciels diagonaux, c'est-à-dire les valeurs 
moyennes des moments dipolaire, quadrupolaire, etc., sont nuls, 
comme il résulte directement de la symétrie sphérique de la distri- 
bution de la densité des charges dans les atomes. C'est pourquoi 
chaque terme du développement de l'opérateur de perturbation en 
puissances de 1/r donne zéro à la première approximation de la 
théorie des perturbations?. 

A la seconde approximation il suffit de se limiter à l'interaction 
dipolaire dans l'opérateur de perturbation, qui décroît le plus len- 
tement lorsque r croît, c'est-à-dire au terme 


V = Sida 3 (dun) (an) (89,1) 


(n est le vecteur unitaire dans la direction définie par les atomes). 
Les éléments matriciels non diagonaux du moment dipolaire étant 


1 Nous faisons abstraction des effets d'échange décroissant exponentielle- 
ment avec la distance (voir problèmes 1 $ 62, 1 $ 81). 

3 Naturellement, ceci ne signifie nullement que la valeur moyenne de 
l'énergie d'interaction des atomes est rigoureusement nulle. Elle décroft expo- 
nentiellement avec la distance, c'est-à-dire plus vite que n'importe quelle 
uissance finie de 1/r, d'où la nullité de chaque terme du développeinent. 
Le fait est que le développement lui-même de l'opérateur d'interaction suivant 
les moments multipolaires est lié à l'hypothèse que les charges des deux atomes 
sont situées à une grande distance r l’une de l’autre. Par ailleurs, la distribu- 
tion quantomécanique de la densité électronique a des valeurs finies (bien 
qu'exponentiellement petites) aux grandes distances aussi. 
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en général non nuls, on obtient à la deuxième approximation de la 
théorie des perturbations un résultat non nul, qui, étant quadratique 
en V, est proportionnel à 1/r*. La correction de deuxième approxi- 
mation à la valeur propre la plus petite est, comme on sait, toujours 
négative ($ 38). Aussi obtient-on pour l'énergie d’interaction des 
atomes dans leurs états normaux une expression de la forme: 


U(n= — TE, (89,2) 


la constante étant positive? (F. London, 1928). 

Ainsi donc, deux atomes dans des états S normaux situés à grande 
distance l’un de l’autre s’attirent avec une force (—dU/dr) en 
raison inverse de la septième puissance de la distance. Les forces 
d'attraction entre atomes aux grandes distances sont dites habituel- 
lement de Van der Waals. Ces forces engendrent un puits aussi bien 
sur les courbes d'énergie potentielle des termes électroniques d’ato- 
mes ne formant pas une molécule stable. Mais ces puits sont à parois 
très peu inclinées (leurs profondeurs sont de l’ordre de quelques 
dixièmes, voire de quelques centièmes d'électron-volt), et ils sont 
situés à des distances plusieurs fois plus grandes que les distances 
interatomiques dans les molécules stables. 

Si un seul des atomes se trouve dans l'état S, on obtient pour 
l'énergie de leur interaction le même résultat (89,2), puisqu'il 
suffit pour annuler la première approximation que disparaissent les 
moments dipolaire, quadrupolaire, etc., ne serait-ce que d’un atome. 
La constante dans (89,2) dépend alors non seulement des états des 
deux atomes, mais encore de leur orientation mutuelle, c'est-à-dire 
de la grandeur © de la projection du moment sur l'axe qui les relie. 

Mais si les deux atomes possèdent des moments orbitaux et totaux 
non nuls, la situation change. En ce qui concerne le moment dipo- 
laire, sa valeur moyenne est nulle dans tout état de l'atome ($ 75). 
Mais les valeurs moyennes du moment quadrupolaire (dans les états 
avec LÆ0, J-Æ0, 1/2) ne sont pas nulles. C'est pourquoi le terme 
quadrupôle-quadrupôle dans l'opérateur de perturbation donne un 
résultat non nul dès la première approximation, et l'énergie d’in- 
teraction des atomes décroît non pas comme l'inverse de la sixième 
puissance de la distance, mais de la cinquième : 


Ut = À. (89,3) 


La constante peut être ici aussi bien positive que négative, c'est-à- 
dire qu'il peut y avoir aussi bien attraction que répulsion. Comme 


1 A titre d'exemple, nous donnons les valeurs de cette constante (en unités 
sons) pour les atomes: hydrogène—6,5; hélium—1,5; argon—68; kryp- 
ton — 130. 
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dans le cas précédent, cette constante dépend non seulement des 
états des atomes, mais encore de l'état du système formé par les 
deux atomes. 

Un cas particulier est donné par l'interaction de deux atomes 
identiques dans des états différents. Le système non perturbé (deux 
atomes isolés) possède ici une dégénérescence supplémentaire liée 
à la possibilité de la permutation des états entre les atomes. En 
conséquence, la correction de première approximation sera détermi- 
née par l'équation séculaire où participent non seulement les élé- 
ments matriciels diagonaux, mais encore les éléments non diagonaux 
de la perturbation. Si les états des deux atomes sont de parités 
différentes et si leurs moments L diffèrent de +1 ou de O, n'étant 
pas tous deux nuls (on exige la même chose de J), alors les élé- 
ments matriciels non diagonaux du moment dipolaire pour les 
transitions entre ces états sont, en général, non nuls. Dès lors l'effet 
de première approximation est donné déjà par le terme dipolaire 
dans l'opérateur de perturbation. Ainsi, l'énergie d'interaction des 
atomes est ici proportionnelle à 1/r?: 


V(N=S ; (89,4) 


la constante peut avoir les deux signes. 

D'ordinaire, toutefois, c’est l'interaction des atomes médiée sur 
toutes les orientations possibles de leurs moments qui présente de 
l'intérêt (une telle position du problème correspond, par exemple, 
à l'interaction des atomes dans un gaz). À l'issue d’une telle mé- 
diation les valeurs moyennes de tous les moments multipolaires 
sont nulles. Avec elles s’annulent aussi tous les effets linéaires par 
rapport à ces moments de la première approximation de la théorie 
des perturbations dans l'interaction des atomes. C'est pourquoi les 
forces moyennes d'interaction des atomes suivent aux grandes 
distances, dans tous les cas, la loi (89,2)1. 

Arrêtons-nous encore sur la question voisine de l’interaction 
d'un atome neutre et d’un ion éloignés. 

À la première approximation de la théorie des perturbations 
cette interaction est donnée par la valeur moyenne de l'opérateur 
(76,8), de l'énergie du quadrupôle dans le champ coulombien de 
l'ion. Comme le potentiel de ce dernier @— 1/r, l'énergie d'inter- 
action de l'atome et de l’ion est proportionnelle à 1/r*. Mais cet 
effet n'existe que si l’atome possède un moment quadrupolaire 


1 Cette loi, déduite à partir de la théorie non relativiste, n'est vraie que 
tant que les effets de retard des interactions électromagnétiques ne sont pas 
essentiels. Pour cela la distance r entre les atomes doit être petite en compa- 
raison de c/won, les &A étant les fréquences des transitions entre l’état fonda- 
mental et les états excités de l'atome. Pour ce qui est de l'interaction des 
atomes en tenant compte du retard, cf. IV $ 85. 
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moyen. Toutefois, dans ces cas il disparaît à l'issue de la média- 
tion sur toutes les directions du moment J de l’atome. 

L'interaction suivante en 1/r, toujours non nulle, est l’inter- 
action au second ordre de la théorie des perturbations d’après 
l'opérateur dipolaire (76,1). Puisque le champ de l'ion —1/r, 
l'énergie de cette interaction est proportionnelle à 1/r4. Elle s'exprime 
au moe de la polarisabilité de l'atome « (dans l’état S) comme 
suit : 


=. (89,5) 


Si l'atome se trouve dans son état normal, cette énergie (ainsi que 
toute correction à l'énergie de l’état fondamental) est négative, 
c'est-à-dire qu’il s'exerce entre l’atome et l’ion une force attrac- 
tive. 


Problème 


Etant donnés deux atomes identiques dans les états S, déduire la formule 
déterminant les forces de Van der Waals en fonction des éléments matriciels 
de leurs moments dipolaires. 

Solution. On déduit la pe de la formule générale de la théorie des 
perturbations (38,10) appliqués à l'opérateur (89,1). En raison de l’isotropie des 
atomes dans les états S, on voit a priori que pendant la sommation sur tous 
les états intermédiaires les carrés des éléments matriciels des trois composantes 
de chacun des vecteurs d, et d, apportent une même contribution, et les ter- 
mes contenant les produits de diverses composantes s’annulent. 

Il vient finalement : 

6 çn d,10>3 €n'|d,10)? 
an 


En + Enr — 2Eo d 


Ex En étant les valeurs non perturbées de l'énergie de l'état fondamental et 
des états excités de l’atome. Puisque, par hypothèse, L=0 dans l'état fonda- 
mental, les éléments matriciels (d;)> sont non nuls seulement pour les transi- 
tions vers les états P(L—1). A l'aide des formules (29,7) recopions U (r) 
sous la forme définitive : à Gal [411 00)? n°1 41 00)* 
=, vs f210 a 1yan oo 
= 3rs D 
ñn,n 


En1+ En1 —2E0 L 


où dans les Indices nL des niveaux d'énergie et des éléments matriciels réduits 
le second nombre donne la valeur de L, et le premier représente l’ensemble des 
autres nombres quantiques déterminant le niveau d'énergie. 


1 Une telle attraction a toujours lieu aux grandes distances entre un atome 
et un électron. Cette attraction est la raison pour laquelle les atomes sont ca- 
pables de former des ions négatifs en s’associant un électron (avec une énergie 
de liaison allant d'une fraction d'électron-volt à plusieurs électrons-volts). 
Toutefois, tous les atomes ne possèdent pas cette propriété. Le fait est que 
dans un champ décroissant aux grandes distances comme 1/rt (ou 1/r$) le nombre 
des niveaux (correspondant aux états liés de l’électron) est fini, et dans des 
cas particuliers, il peut n'en pas exister du tout. 
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$ 90. Prédissociation 


L'hypothèse fondamentale de la théorie des molécules diatomi- 
ques exposée dans ce chapitre est que la fonction d'onde de la molé- 
cule se scinde en produit de la fonction d'onde électronique (qui 
dépend de la distance entre les noyaux comme d'un paramètre) 
et de la fonction d'onde du mouvement des noyaux. Une telle hypo- 
thèse équivaut à négliger dans l’hamiltonien exact de la molécule 
certains petits termes relatifs à l’interaction du mouvement nucléaire 
avec le mouvement électronique. 

L'intervention de ces termes entraîne lors de l'application de la 
théorie des perturbations à l'apparition de transitions entre diffé- 
rents états électroniques. Particulièrement importantes sont au 
point de vue physique les transitions entre états tels que l’un d'eux 
au moins appartient au spectre continu. 

La fig. 30 représente les courbes de l'énergie potentielle de deux 
termes électroniques (plus précisément, de l’énergie potentielle effi- 
cace U, dans les états rotatoires donnés de la molécule). L'’éner- 
gie E’ (droite pointillée inférieure) est l'énergie d’un niveau vibra- 
toire d'une molécule stable dans l’état électronique 2. Dans l'état 
1 cette énergie appartient au domaine du spectre continu. Autre- 
ment dit, lors de la transition de l'état 2 à l'état J il y a désin- 
tégration spontanée de la molécule ; ce phénomène porte le nom 
de prédissociation:. Par suite de la prédissociation, l’état du spectre 
discret correspondant à la courbe 2 possède en réalité une durée 
de vie finie. Cela signifie que le niveau d'énergie discret s'étale, 
il acquiert une certaine largeur (voir fin $ 44). 

Mais si l'énergie totale E est située au-dessus de la limite de dis- 
sociation dans les deux états (droite pointillée supérieure), alors 
la transition d’un état à l’autre correspond à ce qu'on appelle choc 
de deuxième espèce. Ainsi, la transition { — 2 signifie qu’il y a col- 
lision de deux atomes, à l’issue de laquelle les atomes passent dans 
des états excités et divergent avec une énergie cinétique amoindrie 
(pour r—+o la courbe /{ passe au-dessous de la courbe 2; la diffé- 
rence U,(oœ)—U,(c) est l'énergie d’excitation des atomes). 

La masse des noyaux étant grande, leur mouvement est quasi 
classique. Ceci étant, le problème de la détermination de la proba- 
bilité des transitions considérées relève de la catégorie des problèmes 
dont on a parlé au $ 52. A la lumière des considérations générales 
qui y ont été exposées, on peut affirmer qu’un rôle déterminant pour 
la probabilité de transition revient au point où la transition pour- 
rait s’opérer d’une manière classique *. L'énergie totale d’un système 


1 La courbe { peut ne pas posséder du tout de minimum, si elle correspond 
à des forces purement répulsives entre atomes. 
3 Ou au point r—0, où l'énergie potentielle devient infinie. 
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de deux atomes (de la molécule) dans la transition donnée se con- 
servant, la condition de sa «réalisation classique» exige l'égalité 
des énergies potentielles efficaces: Uy,(r)=Uu,(r). Le moment 
total de la molécule se conservant aussi, les énergies centrifuges 
dans les deux états sont identiques, et la condition décrite se réduit 
à l'égalité des énergies potentielles : 


Ut) =U; (r), (90,1) 


qui ne contient pas du tout la grandeur du moment. 

Si l'équation (90,1) n’a pas de racines réelles dans la région 
classiquement accessible (dans la région où E>U,,, U,), la 
probabilité de transition est, en vertu du $ 52, exponentiellement 


Fig. 30 


petite’. Les transitions n’auront lieu avec une probabilité notable 
que si les courbes de l'énergie potentielle se coupent dans la région 
classiquement accessible (comme on l’a représenté sur la fig. 30). 
Alors l’exposant dans la formule (52,1) s’annule (de sorte que, bien 
entendu, cette formule n’est pas applicable), et la probabilité de 
transition est déterminée par une expression non exponentielle (qui 
sera déduite plus bas). La condition (90,1) peut être alors inter- 
prétée comme suit. Lorsque l'énergie potentielle (et totale) est la 
même, il en est de même des impulsions. Aussi peut-on écrire au 
lieu de (90,1): 

Ta Ta Pi Pa (90,2) 


p étant l'impulsion du mouvement radial relatif des noyaux, et les 


1 On a une situation spécifique lors de la transition avec participation 
d'un terme moléculaire pouvant être réalisé à partir de deux couples diflérents 
d'états atomiques (voir fin du $ 85), c'est-à-dire lorsque la courbe de l'énergie 
potentielle se sépare en quelque sorte en deux branches dans le sens des distan- 
ces croissantes. Dans une telle situation la probabilité de transition croît 
essentiellement. Pour un exemple d'un tel cas—voir À. Voronine, E. Nikitine, 
Opt. et spectr. 25, 803 (1968). (En russe). 


398 MOLÉCULE DIATOMIQUE (CH. XI 


indices 1 et 2 se rapportant aux deux états électroniques. Ainsi, 
on peut dire qu'à l'instant de la transition la distance mutuelle et 
l'impulsion des noyaux restent inchangées (principe de Franck- 
Condon). Physiquement, ceci est dû à ce que les vitesses électroni- 
ques sont grandes vis-à-vis des vitesses nucléaires et la position 
et la vitesse des noyaux ne varient pas tant soit peu «au cours de 
la transition électronique ». 

Point n’est difficile d'établir les règles de sélection pour les 
transitions envisagées. On a tout d’abord deux règles exactes évi- 
dentes. Lors de la iransition ne doivent pas changer le moment 
total J et le signe (la positivité ou la négativité, voir $ 86) du 
terme. Cela résulte directement du fait que la conservation du 
moment total et la conservation du caractère de la fonction d'onde 
vis-à-vis de l’inversion du système de coordonnées sont des lois 
exactes pour n'importe quel système (fermé) de particules. 

Puis, la loi interdisant (pour une molécule constituée d'atomes 
identiques) les transitions entre états de parités différentes joue 
avec une grande précision. En effet, la parité d’un état est uni- 
voquement déterminée par le spin nucléaire et le signe du terme. 
Or la conservation du signe du terme est une loi exacte, et le 
spin nucléaire se conserve avec une grande précision, son interaction 
avec les électrons étant faible. 

La condition que les courbes de l'énergie potentielle se coupent 
signifie que les termes doivent posséder des symétries différentes 
(voir $ 79). Considérons les transitions apparaissant dès la première 
approximation de la théorie des perturbations (la probabilité des 
transitions apparaissant aux approximations supérieures est relative- 
ment faible). Nous remarquerons au préalable que les termes dans 
l'hamiltonien qui aboutissent aux transitions considérées sont pré- 
cisément ceux qui conditionnent le dédoublement A des ni- 
veaux. On a tout d'abord parmi eux les termes représentant l'inter- 
action spin-orbite. Ce sont des produits de deux vecteurs axiaux, 
dont l’un a un caractère de spin (c'est-à-dire qu’il est constitué 
par les opérateurs des spins des électrons), l’autre ayant un caractère 
de coordonnée ; soulignons toutefois que ces vecteurs ne sont nulle- 
ment pas simplement des vecteurs S et L. Aussi ont-ils des éléments 
non nuls pour les transitions telles que S et A varient 

e 0, +lI. 

Le cas où l’on a simultanément AS—AA—0O (avec A0) 
est à rejeter, parce qu’alors la symétrie du terme ne changerait pas 
dans la transition. Une transition entre deux termes Z est possible 
si l’un d'eux est un terme Z+ et l’autre un terme Z- (un vecteur 
axial n’a d'éléments matriciels que pour les transitions entre Z* 
et Z-, voir $ 87). 

Le terme dans l’hamiltonien correspondant à l'interaction de la 
rotation de la molécule avec le moment orbital est proportionnel 
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à JL. Ses éléments matriciels sont non nuls pour les transitions 
avec AA = +1 sans changement du spin (seule la composante en & 
du vecteur, soit L;, a des éléments matriciels avec AA=—0; mais 
L; est diagonale sur les états électroniques). 

Concurremment aux termes considérés, il existe encore une per- 
turbation provenant de ce que l'opérateur de l'énergie cinétique 
des noyaux (dérivation par rapport aux coordonnées des noyaux) 
agit non seulement sur les fonctions d'onde des noyaux, mais aussi 
sur la fonction d'onde électronique dépendant de r comme d’un para- 
mètre. Les termes correspondants dans l’hamiltonien ont la même 
symétrie que l'hamiltonien non perturbé. Aussi ne peuvent-ils 
aboutir qu'à des transitions entre termes électroniques de même 
symétrie, dont la probabilité est infime, vu l’absence d’intersection 
des termes. 

Passons au calcul concret de la probabilité de transition. Pour 
fixer les idées, nous parlerons de choc de deuxième espèce. D'après 
la formule générale (43,1), la probabilité cherchée est déterminée 
par l'expression 


— = |f Xnoy2V (r) Xnoy1 dr É (90,3) 


OÙ Ynoy = /Pnoy (Ÿnoy étant la fonction d’onde du mouvement radial 
des noyaux), et V(r) est l'énergie perturbatrice (en tant que v, 
dans (43,1) nous choisissons l'énergie E, sur laquelle nous intégrons). 
La fonction d'onde finale #noy2 doit être normalisée à la fonction ô 
de l'énergie. La fonction quasi classique (47,5) ainsi normalisée 
a la forme: 
r 
I 4 

Anoy2 = en cos (+ J Pa a—#) (90,4) 
(le facteur normalisant se détermine au moyen de la règle indiquée 
à la fin du $ 21). En ce qui concerne la fonction d'onde de l'état 
initial, nous l’écrirons sous la forme: 


2 if a 
Xnoy! Ven cos ( fn dr +) . (90,5) 


Elle est normalisée de sorte que soit égale à l’unité la densité du 
courant dans chacune des deux ondes courantes en lesquelles se dé- 
compose l'onde stationnaire (90,5); v, et v, sont les vitesses du 
mouvement relatif radial des noyaux. Substituant ces fonctions 
dans (90,3), on obtient la probabilité sans dimension de la tran- 
sition w. On peut la considérer comme étant la probabilité de 
transition lorsque les noyaux passent deux fois par le point r=7, 
(point d’intersection des niveaux); il faut avoir en vue que la 
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fonction d’onde (90,5) correspond, en un certain sens, à la double 
traversée de ce point, puisqu'elle contient une onde courante inci- 
dente et une onde courante réfléchie. 

L'élément matriciel de V(r) calculé à l'aide des fonctions 
(90,4 et 5) contient sous l'intégrale un produit de cosinus que l'on 
peut décomposer en cosinus de la somme et de la différence des 
arguments. Lors de l'intégration au voisinage du point r=7, seul 
est essentiel le second cosinus, de sorte qu’on obtient : 


r r 

1 LL V(r)dr pa 

Fes (gfna—<iedr) ET 
CE CA 


L'intégrale converge rapidement lorsqu'on s'éloigne du point 
d’intersection. Ceci étant, on peut développer l’argument du cosinus 
d’après les puissances de E=7—7, et intégrer sur dE de —o à +00 
(remplaçant alors le facteur lentement variable du cosinus par sa 
valeur au point r —r,). Ayant en vue qu'au point d’intersection 
Pi =Ps On trouve : 


fra [mar SS++ (—) Ea, 


4 
W=— 


k? 


S, étant la valeur de la différence des intégrales au point r =r,. 

On peut exprimer la dérivée de l’impulsion en fonction de la force 
3 2 

F=——dUydr; dérivant l'égalité tisse Us (4 étant la 

masse réduite des noyaux), on obtient : 


dp dp. 
CR in 


De la sorte, 
F;—F 
(rär—(pèr 5, Fat 
a Gs 


(v est la valeur commune de v, et v, au point d’intersection). On 
intègre à l’aide de la formule bien connue 
+ 
td ti 
cos (a +BE)Œ = V cos (a++), 
et on obtient finalement: 
2 _ oo Se, 7 
Fil Gr ) CAS) 
La quantité S,/k est grande et varie rapidement lorsque l'énergie 
E varie. Ceci étant, prenant la moyenne déjà dans un petit inter- 
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valle d'énergies, on peut remplacer le carré du cosinus par sa valeur 
moyenne. On obtient en définitive la formule 


(90,7) 


(L. Landau, 1932). Toutes les quantités du second membre sont 
prises au point d'intersection des courbes de l'énergie potentielle. 
Dans l'application à la prédissociation on s'intéresse à la proba- 
bilité de désintégration de la molécule dans l'unité de temps. Dans 
l'unité de temps, les noyaux qui oscillent passent 2-w/2x fois au 
point r=7r,. Aussi obtient-on la probabilité de prédissociation en 
multipliant w (probabilité lors de deux passages) par w/2x, c'est-à-dire 
qu'elle vaut: 
2V26 
holF—Fl 


À propos des calculs effectués il convient de faire la remarque 
suivante. Parlant de l'intersection des termes, nous avions en vue 
les valeurs propres de l’hamiltonien enon perturbé» H, du mouve- 
ment électronique dans la molécule, où l'on fait abstraction des 
termes V aboutissant aux transitions envisagées. Mais si l’on incor- 
pore ces termes à l’hamiltonien, l'intersection des termes devient 
impossible, et les courbes se séparent quelque peu (comme on l'a 
montré sur la fig. 31). Cela découle des résultats du $ 79 envisagés 
d’un point de vue quelque peu différent. 

Soient U,(r) et U,.(r) deux valeurs propres de l’hamiltonien 
H, (où r est considéré comme un paramètre). Dans le voisinage 
du point r, d’intersection des courbes U,(r) et U,(r), il faut 
pour déterminer les valeurs propres U (r) de l'opérateur perturbé 
H,+V utiliser la méthode exposée au $ 79; on est conduit à la 
formule 


Us, a(r) = 5 (Un + U y + Vin + Vas) + 
+ VE Un Un Va Va) +IVA Pr, 


où toutes les quantités sont des fonctions de r; la fonction U,(r) 
(signe supérieur dans la formule) correspond à la ligne pleine 
supérieure (/°2), et U,(r) à la ligne pleine inférieure (2’/) sur la 
fig. 31. Les éléments de matrice V,, et V,, peuvent être inclus 
dans la définition des fonctions U,, et U,, respectivement; quant 
à l'élément V,,, il sera simplement noté V(r). Alors la formule 
se recopie sous la forme 


Una = Sr Unt+Un ++ Un—Un) +4V*. (90,9) 


(90,8) 


26-50 
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L'intervalle entre les deux niveaux vaut à présent 
AU = (U x —U,,) +4V*. (90,10) 


Ainsi donc, si l’on a des transitions entre les deux états (V®-£0), 
l'intersection des niveaux disparaît. La distance minimum entre 


A 


192 r 
Fig. 31 


les courbes est atteinte au point r=r,, où Un =U,: 
(AUwmin) = 21V (ro): (90,11) 
Au voisinage de ce point, la différence U,,—U,, peut être déve- 
loppée suivant les puissances de la petite différence Ë—=r—7, en 
écrivant 
Un—Un=U;—-U,&E(F,—F;), 

où F=—(dUydr),. Alors, 

AU=V(F,—F)E +4V' (nr). (90,12) 


Pour la légitimité des formules (90, 11-12), qui ont été dédui- 
tes en ne tenant compte que de deux états, il faut que (AU), 
soit petit devant les distances aux autres termes. Quant à la légi- 
timité de la formule (90,7) pour la probabilité de transition, elle 
exige l'observation de la condition indiquée plus loin (90,19), en 
général, plus rigide. Si cette condition n'est pas remplie, il est 
permis de considérer, comme auparavant, seulement deux termes, 
mais alors la théorie usuelle des perturbations pour le calcul de 
la transition tombe en défaut. Un tel cas exige un examen plus 
général. 

En se bornant au voisinage du point d’intersection et traitant 
le mouvement des noyaux de façon quasi classique, on peut rem- 
placer dans l'hamiltonien du système l'opérateur de vitesse des 
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noyaux par la quantité constante vu, et la coordonnée 7 par la 
fonction du temps déterminée par l'équation classique dr/dt =v, 
c'est-à-dire que Ë=r—7r,=ut. Après quoi, le problème du calcul 
de la probabilité de transition est ramené à la résolution de l’équa- 
tion d’onde pour les fonctions d'onde électroniques avec l’hamil- 
tonien dépendant explicitement du temps: 


RTE = [A (0+0 (OI. (20,13) 


Soient 4, et w, les fonctions d'onde des états électroniques cor- 
respondant aux courbes a et b; elles sont solutions des équations 


(A0 + Ÿ) Pa, à = Ua, » () Par à 


où { joue le rôle de paramètre. Nous allons chercher la solution 
de l'équation (90,12) sous la forme 


Y=a(t)he+b(f) 1. (90,14) 


Si l'on résout l'équation avec la condition à la limite a=—1, 
b=0 lorsque {—-—, alors |b(æ)[? détermine la probabilité 
pour qu’au passage des noyaux au point r—=r, la molécule passe 
dans l'état Ÿ,, ce qui signifie qu'on passe de la courbe a à la 
courbe b. De même, |a(o)[?=1—]b()|? est la probabilité pour 
que la molécule reste sur la courbe a. Le passage de la courbe a 
à la courbe b au double passage par le point 7, (lors du rapproche- 
ment suivi de l'éloignement des noyaux) peut être réalisé de deux 
façons: ou bien par la voie a—+b—+b (lors du rapprochement il 
y a transition /—-+ 71", et lors de l'éloignement la molécule reste 
sur la courbe 1’2), ou bien par la voie a—+a—+b (1—+ 2’ lors du 
rapprochement et 2° —+2 lors de l'éloignement). Aussi la probabi- 
lité cherchée d’une telle transition est-elle 


w = 2|b (00) |? [1—1b (00) |] (90, 15) 


(ici on a tenu compte du fait que la probabilité de transition lors 
du passage par le point r=7r, ne dépend pas, de toute évidence, 
du sens du mouvement). 

La valeur b(o) peut être déterminée par le procédé exposé au 
$ 53, sans avoir recours directement à l'équation. (90,13):. 


1 Au 6 53 le processus était supposé entièrement adiabatique, en conformité 
avec quoi sa probabilité était exponentiellement petite. Dans le cas donné cette 
condition peut ètre violée quand les noyaux passent au voisinage immédiat du 
point ro (si leur vitesse v est insuffisamment petite). Toutefois, la déduction 
exposée aux $$ 52, 53 montre clairement que, pour l'application de la méthode 
elle-même, seules sont essentielles l’adiabaticité pour les grands | {| et la pos- 
sibilité de pouvoir se borner à deux niveaux du système. 


26° 
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Notons pour cela que les courbes U,({t) et U,(f) se coupent 
aux points imaginaires 


æ) _ ,_ ; _ 21V] 
Lo = LT F0 


= + it. (90,16) 


Pour les grandes valeurs négatives de {, le coefficient a(f) dans 
(90,14) a la forme «quasi classique» par rapport au temps 


{ 
[I 
ae | à fu.oa). 
Passons à présent du demi-axe réel négatif dans le plan de la 
variable complexe { à l’axe positif suivant un contour sur lequel 
la condition de «quasi-classicisme » est partout observée ; comme 
partout U, < U,, le passage doit se faire dans le demi-plan supé- 
rieur en contournant le point é{* (cf. $ 53). Après le contournement 
la fonction a(f) se transforme en b(f), et 


{Te 


t 
) 
b( = x (2 Im V,tt)dt+\u wa] = 
oo = \ : j 


REA 
2, + | 
=exp {4m \ AU dt}, 
; J 
où l’on peut prendre pour é, n’importe quel point de l'axe réel, 
par exemple f,—0. Conformément à (90,12), on a 
AU=V(F,—F,;)" ut +4Vi, (90,17) 
et l'intégrale exigée (en substituant £—it) est: 


Te 
RE de 
Ar FF or de = i 


De cette façon, on trouve finalement l'expression suivante pour 
la probabilité de transition: 


under (nr) [exp (Tr) ] (0.18) 


(C. Zener, 1932). On voit que la probabilité de transition est petite 
dans les deux cas limites. Pour VS ñ%u|F,—F,|, elle est expo- 
nentiellement petite (cas adiabatique), et pour 

V? <hu|F,—F,| (90,19) 


la formule (90,18) se transforme en (90,7). L'expression (90,17) 
montre que t —|V|/AF,—F,|vest le «temps du passage des noyaux » 
près du point d'’intersection; la fréquence correspondante w, — 1/+. 
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Ceci étant, la réalisation des deux cas limites correspondants est 
déterminée par le rapport entre fo, et l'énergie caractéristique 
du problème |V|. 

Arrêtons-nous enfin à un phénomène ayant des liens de parenté 
avec la prédissociation, qui est le phénomène des perturbations dans 
le spectre des molécules diatomiques. Si deux niveaux moléculaires 
discrets E, et Æ, correspondant à deux termes électroniques qui 
se coupent sont voisins, la possibilité de transition entre les deux 
états électroniques aboutit au déplacement des niveaux. En vertu 
de la formule générale de la théorie des perturbations (79,4), on 
a pour les niveaux déplacés l'expression 


E —E,\3 
Etes (EE), (90,20) 


Visnoy étant l'élément matriciel de la peeLen pour la transi- 
tion entre les états moléculaires 1 et 2 (les éléments matriciels 
Viinoy €t Vassnoyr EUX, doivent, évidemment, être incorporés à E, 
et E,). Il résulle de cette formule que les deux niveaux s’écartent 
(le plus grand des deux augmente et le plus petit diminue). L'écart 
est d'autant plus grand que la différence | E,—E, | est petite. 

L'élément matriciel V,,,., se calcule exactement comme on l'a 
fait plus haut lors de la détermination de la probabilité de choc 
de deuxième espèce. La seule différence est que les fonctions 
d'onde Ynoy1 €t Xnoys Se rapportent au spectre discret, et doivent 
donc être normalisées à l'unité. En vertu de (48,3), on a: 


r 
20 1 Ed 
Xnoyi — Zn cos( 2 | o, 3) , 
& 


et de même pour %,., La Comparaison avec les formules (90,3-5) 
prouve que l'élément matriciel maintenant considéré V,,,,, est lié 
à la probabilité de transition w dans un double passage au point 
d’intersection par la relation 

ho ho, 


[Vis noy Pause. (90,21) 


Problèmes 


1. Déterminer la section totale des chocs de deuxième espèce en fonction 
de l'énergie cinétique Æ des atomes pour les transitions liées à l'interaction 
spin-orbite (L. Landau, 1932). 

Solution. Le mouvement des noyaux étant quasi classique, on peut 
introduire la notion de paramètre d'impact p (distance à laquelle les noyaux 
passeraient l'un à côté de l’autre s'ils n’interagissaient pas) et définir la sec- 
tion do en tant que produit de l'aire d'impact 2xp dp par la probabilité de 
transition w(p) dans un choc (cf. 1 $ 18). La section totale © s'obtient en 
intégrant sur p. 
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Pour l'interaction spin-orbite l'élément matriciel V(r) ne dépend pas du 
moment M des atomes en collision. Ecrivons la vitesse vu au point r=7r0 
d'intersection des courbes sous la forme : 


= + (E-u- Ba )= V > (eu). 
on Qurè u 3 


lci U est la valeur commune de U, et U, au point d'intersection, pu la masse 
réduite des atomes, et le moment est M= up. (v. étant la vitesse relative 
des atomes à l'infini). Nous prendrons l'origine des énergies de sorte que l’éner- 
gie d'interaction des atomes dans l'état initial soit nulle à l'infini; alors 


E=pv?/2. Substituant dans (90,7), il vient : 


8x°V? p dp 
dd =22%0 dp D = —————— ——. "—…— — , 
PR RIA AI VÈi(e- _P'E 
h %) 


11 faut intégrer sur dp de zéro jusqu’à la valeur où la vitesse v s'annule. On 


obtient en définitive : 
4 V'aunV?rà VE—U 
h|F:—Fl E 


2. Même problème pour les transitions liées à l'interaction de la rotation 
de la molécule avec le moment orbital (L. Landau, 1932). 

Solution. L'élément matriciel V a la forme V (r) = MD/ur, D(r) étant 
l'élément matriciel du moment orbital de l'électron. Par le même procédé qu'au 
problème 1, on trouve : 


OC= 


o=— 6 V?nD? _(E—U)/? 
3hu | Fs—Fil E ,.° 


3. Déterminer la probabilité de transition des énergies Æ voisines de la 
valeur U, de l'énergie potentielle au point d’intersection. 

Solution. Pour les petites valeurs de E—U7, la formule (90,7) ne 
s'applique pas, car la vitesse v des noyaux ne peut être considérée comme étant 
constante au voisinage du point d'intersection, et on ne peut la sortir de sous 
le signe d'intégration, comme on l’a fait lors de la déduction de (90,7). 

u voisinage du point d'intersection, nous remplacerons les courbes U 1, 
U ja par les droites. 
Un=U-Fnk, Uys=Uy—FJk, E=r—r0. 

Les fonctions d'onde Ynoys €t Xnoy2 Coïncident dans cette région avec les 
fonctions d'onde du mouvement unidimensionnel dans un champ uniforme ($ 24). 
I] est commode de faire les calculs à l’aide des fonctions d'onde dans la re- 
présentation impulsionnelle. La fonction d'onde normalisée à la fonction & 
de l'énergie a la forme (voir le problème du $ 24): 


I Î ps 
[eue 2 |}. 
 VoxklFnl BF (7 
et la fonction normalisée à la densité unitaire du courant dans les ondes inci- 
dente et réfléchie s'obtient en multipliant par V 2x4: 


= TA En [e-ur-#] . 


a 
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Intégrant l'énergie perturbatrice (l'élément matriciel), on peut de nouveau 
sortir V de sous le signe d'intégration en le remplaçant par sa valeur au point 
d’intersection : 

+o 3 


ru V Î aa: dp 
© 
On obtient finalement : 


De AnV® (2u)*/° o 
BUS (Pie F a) (Fa —F j1)°/S 


Ko: [-e-u(#)" (#2) 


O(E) étant la fonction d'’Airy (voir appendice, $ b). Pour les grands E—U, 
cette formule prend la forme .(90,7). 

4. Déterminer la probabilité de recharge lors de la collision lente lointaine 
(la vitesse relative vu< 1) d'un atome d'hydrogène avec un ion d’hydrogè- 
ne—un proton (0. Firsov, 1951) 1. 

Solution. Nous allons considérer le système H+H+ comme un ion 
moléculaire d'hydrogène (cf. problème du $ 81). La recharge consiste dans le 
passage de l'électron de l'état 1, localisé au premier noyau dans l'état %, au 
voisinage du second noyau. Ces états ne sont pas stationnaires même si les 
noyaux sont fixes; sont stationnaires les états 


des -7s (hi +). 


Leurs énergies en tant que fonctions de la distance R entre les noyaux : 
Ur, (R). Lorsque les noyaux accomplissent un mouvement lent donné (consi- 
déré comme classique), ces énergies sont des fonctions lentement variables du 
temps, et la dépendance temporelle des fonctions d'onde est donnée par le 


facteur « quasi classique par rapport au temps » 


exp (—i{ Uga(t)dt) 


(cf. $ 53). La superposition des deux états, qui coïncide pour { = —® avec 4, est 


{ { 
1 
pa | ve QUE exp (- Ju a) : 


Lorsque £{—+ œ cette fonction est une combinaison linéaire de la forme 
Cr + CaŸs et la probabilité de recharge w=| cs |°. 
Un calcul simple donne 


© 
w=sintn, n=+ [aus-uoa. 


Si la collision se fait avec un grand paramètre d'impact p (et si la vitesse 
o est suffisamment petite), le mouvement des noyaux peut être considéré comme 


1 Dans ce problème sont utilisées les unités atomiques. 
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rectiligne, c'est-à-dire qu'on peut poser R= V'p®+uiti + u2/3. La différence Ua Ur 
elle, est donnée pour RS 1 par la formule (4) du problème du $ 81. Alors : 


R'e-R-1 
LE S Vr=R 


Lorsque pa dans l'intégrale est essentiel le domaine des valeurs de R au 
voisinage la borne inférieure ; posant R=p(l<+x), on obtient 


œo 
2V 32 epx 
18 —> pree | V= 


dx=2 L2z p/?e-?. 


CHAPITRE XII 
THÉORIE DE LA SYMÉTRIE 


$ 91. Transformations de symétrie 


La classification des termes d’une molécule polyatomique est, 
comme pour une molécule diatomique, essentiellement liée à sa 
symétrie. Aussi commencerons-nous par l'étude des types de symétrie 
que peut avoir une molécule. 

La symétrie d'un corps est déterminée par l'ensemble des dépla- 
cements qui améênent ce corps à coïncider avec lui-même; on dit 
de ces déplacements que ce sont des transformations de symétrie. 
Chacune des transformations de symétrie possibles peut être repré- 
sentée par une combinaison d’une ou plusieurs transformations de 
trois types fondamentaux. Ces trois types essentiellement diffé- 
rents de transformations sont: la rofation d’un corps d’un angle 
déterminé autour d’un certain axe, la réflexion (dite encore symétrie 
plane ou mirage) et la translation. Seul un milieu illimité (réseau 
cristallin) peut évidemment posséder ce dernier type de symétrie. 
Un corps de dimensions finies (notamment une molécule), lui, ne 
peut être symétrique que par. rapport aux rotations et aux ré- 
flexions. 

Si le corps vient se superposer après rotation de 2x/n autour 
d'un certain axe, cet axe est dit axe de symétrie d'ordre n ou axe 
n-aire. Le nombre n peut être n’importe quel entier : n =2, 3, ...; 
la valeur n = 1 correspond à une rotation de 2x ou, ce qui revient 
au même, de 0, c'est-à-dire correspond à la transformation identi- 
que. Nous noterons C, la rotation d’un angle de 2x/r autour d'un 
axe donné. Répétant cette opération deux fois, trois fois, ..., on 
obtient des rotations de 2(2x/n), 3(2x/n), ... amenant également 
le corps en superposition, on peut les noter Ci, C3, ... Il est 
évident que si n est un multiple de p, alors 


C = Cayo. (91,1) 


Notamment, répétant la rotation n fois, nous retournons à la posi- 
tion initiale, c'est-à-dire que nous avons effectué la éransformation 
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identique ; on convient de noter cette dernière E: 
C3=E. (91,2) 


Si le corps se superpose après réflexion dans un certain plan, 
celui-ci est un plan de symétrie. Nous noterons o la réflexion dans 
un plan. Il est évident que deux réflexions successives dans un 
même plan donnent la transformation identique : 


=E. (91,3) 


L'application simultanée de ces deux transformations—de la 
rotation et de la réflexion—conduit aux axes de réflexion-rotation. 
Un corps possède un axe de réflexion-rotation d'ordre n s'il se 
superpose par rotation de 2x/n autour d’un certain axe suivie d'une 
réflexion dans un plan perpendiculaire à cet axe (fig. 32). On conçoit 


Fig. 32 Fig. 33 


aisément que ce n'est là un nouveau type de symétrie que si n est 
pair. En effet, si n est impair, n réflexions-rotations équivalent à 
une simple réflexion dans un plan perpendiculaire à l'axe (car 
l’angle de rotation est de 2x, et un nombre impair de réflexions 
dans un même plan est une simple réflexion). Répétant cette trans- 
formation nr nouvelles fois, on trouve que l’axe de réflexion-rota- 
tion se réduit à l'existence simultanée d’un axe de symétrie n-aire 
et, indépendamment, d’un plan de symétrie normal à l'axe. Si n 
est pair, la répétition de n transformations de réflexion-rotation 
ramène le corps à sa position initiale. 

La transformation réflexion-rotation se note S,. Notant la ré- 
flexion dans un plan perpendiculaire à l’axe donné par o,, on peut 
écrire par définition : 

$, —= C6} = 0hCn (gl 4) 


(l'ordre des opérations C, et o, n'influe évidemment pas sur le 
résultat). 
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Un cas particulièrement important est celui d’un axe de ré- 
flexion-rotation d'ordre 2. On conçoit aisément qu’une rotation de x 
suivie d’une réflexion dans un plan perpendiculaire à l’axe de 
rotation constitue une transformation d’inversion, un point P du 
corps étant transformé en un point P°’ situé sur le prolongement 
de la droite PO à la distance OP’= PO. On dit d'un corps symé- 
trique dans cette transformation qu'il possède un centre de symétrie. 
Nous noterons l’inversion 7; on a: 


1=S,=C,0,. (91,5) 


J1 est évident aussi que /0,=C,, 1C,=0,; en d’autres termes, 
un axe d'ordre 2, un plan de symétrie perpendiculaire à cet axe 
et le centre de symétrie au point de leur intersection sont inter- 
dépendants: la présence de deux quelconques de ces éléments 
entraîne automatiquement celle du troisième. 

Nous allons indiquer ici plusieurs propriétés géométriques inhé- 
rentes aux rotations et aux réflexions, qu’il sera utile d’avoir en 
vue lors de l'étude de la symétrie des corps. 

Le produit de deux rotations autour d’axes concourants est une 
rotation autour d’un troisième axe passant par le point de concours. 
Le produit de deux réflexions dans deux plans se coupant équivaut 
à une rotation dont l’axe est confondu avec la droite d’intersection 
des deux plans, et d'angle égal au double de celui formé par ces 
plans, comme il résulte d’une construction géométrique simple. 
Si l'on note la rotation autour d’un axe d’un angle q par C(@) et 
les réflexions dans deux plans passant par cet axe par 0, et o!, 
notre assertion se transcrit 


0,0, = C (29), (91,6) 


q étant l'angle entre les deux plans. Spécifions que l'ordre dans 
lequel on effectue les deux réflexions n'est pas indifférent : la trans- 
formation 0,0, donne une rotation dans le sens du plan o, au plan o,, 
et lorsqu'on permute les facteurs la rotation s’inverse. Multipliant 
l'égalité (91,6) à gauche par o., il vient: 


0, = OC (29); (91,7) 


en d'autres termes, le produit d'une rotation et d’une réflexion 
dans un plan passant par l'axe équivaut à une réflexion dans un 
autre plan coupant le premier sous un angle égal à la moitié de 
l'angle de rotation. Il en résulte notamment qu'un axe de symétrie 
d'ordre 2 et deux plans de symétrie orthogonaux passant par cet axe 


1 On spécifie habituellement par v la réflexion dans un plan passant par 
un axe donné («plan vertical»), et par À la réflexion dans un plan perpendi- 
culaire à cet axe («plan horizontal »). 


412 THÉORIE DE LA SYMÊTRIE ICH. x 


sont interdépendants: la présence de deux d'entre eux entraîne 
celle du troisième. 

Montrons que le produit de rotations d'un angle x autour de 
deux axes concourants formant un angle q (Oa et Ob sur la fig. 33) 
est une rotation d’un angle 2 autour d'un axe perpendiculaire aux 
deux premiers (PP” sur la fig. 33). En effet, il est évident a priori 
que la transformation résultante est aussi une rotation; après la 
première rotation (autour de Oa), le point P vient en P’, et après 
la seconde (autour de Ob) il revient à sa position initiale. Cela 
signifie que la droite PP” reste immobile, et donc que c'est un 
axe de rotation. Pour déterminer l'angle de rotation, il suffit de 
remarquer que dans la première rotation l'axe Oa se conserve, et 
qu'il vient en Oa’ dans la seconde, formant avec Oa l'angle 29. 
On peut s'assurer de la même manière que, inversant l’ordre des 
deux transformations, on obtient une rotation dans le sens in- 
verse. 

Bien que le résultat de deux transformations successives dépende 
généralement de l'ordre dans lequel elles sont effectuées, il peut 
être indépendant de cet ordre dans plusieurs cas : les transformations 
sont commutatives. Il en est ainsi des transformations suivantes : 

1) deux rotations autour d’un même axe; 

2) deux réflexions dans des plans orthogonaux (elles équivalent 
à une rotation d’un angle x autour de la droite d’intersection des 
plans) ; 

3) deux rotations de x autour d’axes orthogonaux (elles équi- 
valent à une rotation du même angle autour d'un troisième axe 
perpendiculaire) ; 

4) rotation et réflexion dans un plan perpendiculaire à l'axe 
de rotation ; 

5) une rotation (ou réflexion) arbitraire et une inversion par 
rapport à un point sur l’axe de rotation (dans le plan de réflexion); 
cela résulte de 1 et 4. 


$ 92. Groupes de transformations 


L'ensemble de toutes les transformations de symétrie d’un corps 
donné est appelé son groupe de transformations de symétrie ou sim- 
plement groupe de symétrie. Nous parlions ci-dessus de ces transfor- 
mations comme des déplacements géométriques du corps. Dans les 
applications en mécanique quantique, il est plus commode, toute- 
fois, de considérer les transformations de symétrie comme des trans- 
formations des coordonnées laissant invariant l’hamiltonien du 
système donné. II est évident que si un système se superpose dans une 
rotation ou dans une réflexion, alors la transformation des coordon- 
nées correspondante n'altère pas son équation de Schrôdinger. Ainsi 
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donc, nous parlerons du groupe de transformations vis-à-vis des- 
quelles est invariante l'équation de Schrôdinger considérée 1. 

Il est commode de faire l'étude des groupes de symétrie en 
mettant en œuvre la méthode mathématique générale dite théorie 
des groupes, dont nous exposons les fondements ci-dessous. Nous 
envisagerons d’abord les groupes contenant un nombre fini de trans- 
formations différentes (appelés groupes finis). On dit de chaque 
transformation du groupe que c'est un élément du groupe. 

Les groupes de symétrie sont doués des propriétés évidentes 
suivantes. Chaque groupe contient la transformation identique E 
(unité du groupe ou élément neutre). Les éléments d’un groupe 
peuvent être multipliés entre eux ; on entend par produit de deux 
(ou plusieurs) transformations le résultat de leur application suc- 
cessive. Il est évident que le produit de deux éléments quelconques 
d'un groupe est un élément de ce groupe. La multiplication des 
éléments est associative : (4AB)C = A (BC), À, B, C étant des élé- 
ments du groupe. Mais la multiplication n’est pas en général com- 
mutative; en général AB BA. À chaque élément À du groupe 
correspond dans le groupe son inverse A”: (transformation inverse), 
tel que AA-1—E. Dans certains cas un élément peut coïncider 
avec son inverse, notamment E-1=—E. Il est évident que deux 
éléments inverses l’un de l’autre sont commutatifs. 

L'inverse du produit AB de deux éléments est 


(AB)-1=B-1A"1, 


et de même pour le produit d'un plus grand nombre d'éléments ; 
il est facile de s’en assurer en effectuant la multiplication et 
utilisant la loi d’associativité. 

Si tous les éléments d’un groupe sont commutatifs, un tel groupe 
est dit abélien. Les groupes dits cycliques constituent un cas particulier 


1 Un tel point de vue permet d'envisager non seulement les groupes de 
rotations et de réflexions ici envisagés, mais encore d'autres transformations 
conservant l'équation de Schrôdinger. Telles sont les permutations des coor- 
données de particules identiques entrant dans la composition du système donné 
(molécules ou atomes). On dit de l’ensemble de toutes les permutations possi- 
bles de particules identiques dans un système donné qu'elles constituent son 
groupe de permutations (nous avons déjà eu affaire à ce groupe au & 63). Les 
propriétés générales des groupes, exposées ci-dessous, concernent aussi bien les 
groupes de permutations; nous ne nous occuperons pas d'une étude plus détail- 
lée de ce type de groupes. 

A Draps des notations utilisées dans ce chapitre, nous ferons la remarque 
suivante. Les transformations de symétrie représentent, en fait, des opérateurs 
comme ceux considérés tout le long du livre, et on devrait les coiffer d'un 
chapeau. Nous n'en ferons rien, ayant en vue les notations partout en usage, 
cela ne pouvant entraîner aucune équivoque dans ce chapitre. Pour la même 
raison, nous emploierons pour désigner la transformation identique le symbole 
universellement adopté E, et non 1, qui correspondrait aux notations des autres 
chapitres. Enfin, l'opérateur d’inversion est noté dans le présent chapitre / au 
lieu du symbole P, aujourd’hui en usage en mécanique quantique. 
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des groupes abéliens. Un groupe cyclique est tel que tous ses éléments 
peuvent être obtenus en itérant l’un d'eux: 


A A; A ses ASE; 
n étant un entier. 

Soit G un groupe’. Si l'on a dans ce groupe un ensemble d'élé- 
ments #{ formant ner un groupe, H est dit sous-groupe de G. 
Un seul et même élément d’un groupe peut appartenir à différents 
sous-groupes. 

Prenant un élément arbitraire À du groupe et l’itérant, on obtient 
finalement l'unité (le nombre d'éléments dans le groupe étant fini). 
Si n est le plus petit nombre pour lequel A" =E, il est dit l'ordre 
de l'élément À, l'ensemble des éléments À, 4?, ..., A"=E étant 
la période de A. La période se désigne {A}; elle constitue un groupe 
en soi, c'est-à-dire qu’elle est un sous-groupe du groupe initial, et 
c'est un sous-groupe cyclique. 

Pour vérifier qu’un ensemble d'éléments d’un groupe est un sous- 
groupe, il suffit de vérifier qu'en multipliant deux quelconques de 
ses éléments on obtient un élément de cet ensemble. En effet, avec 
chaque À, cet ensemble contiendra aussi toutes ses puissances, donc 
A"-1 (n étant l’ordre de l'élément), qui sera précisément l'élément 
inverse de À (puisque A4"-14=4"=E); l'élément unité s'y trouve 
évidemment aussi. 

Le nombre total d'éléments du groupe est appelé son ordre. On 
voit aussitôt que l’ordre d’un sous-groupe est un diviseur de l’ordre 
du groupe tout entier. Considérons à cet effet un sous-groupe Æ de G, 
et soit G, un élément de G n'appartenant pas à Æ#. Multipliant tous 
les éléments de Æ par G, (disons à droite), on obtient un ensemble 
d'éléments (dit complexe associé à H par G,) qu’on note HG,. Tous 
les éléments de ce complexe appartiennent évidemment à G. Mais 
aucun n'appartient à F7, en effet, si l'on avait, pour deux éléments 
H,, H, de H, H,G,=H,, on en déduirait G. = H31H,, et contraire- 
ment à notre hypothèse, G, appartiendrait aussi à H. On montrerait 
de la même manière que si G, est un élément de G n'appartenant 
ni à H ni à HG,, alors tous les éléments du complexe HG, n'ap- 
partiennent pas non plus ni à # ni à HG,. Prolongeant ce processus, 
on épuise à la longue toute notre réserve d'éléments du groupe fini G. 
De sorte que tous les éléments sont partagés en ensembles (appelés 
classes d'équivalence de H dans G) 


H, HG, HG,, ..., HG,, 
chacun d’eux contenant h éléments, où h est l’ordre de H. Il en 
résulte que l’ordre du groupe G est égal à g=hm, ce qui démontre 


1! Nous désignerons symboliquement les groupes par des capitales grasses 
italiques. 
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noie sas L'entier m= g/h est appelé indice du sous-groupe H 
ans G. 

Si l'ordre d’un groupe est un nombre premier, Il résulte aussitôt 
de ce qui précède qu’un tel groupe ne possède pas du tout de sous- 
groupes (à l'exclusion de E et du groupe tout entier lui-même). La 
réciproque est vraie: tout groupe n'ayant pas de sous-groupes est 
nécessairement d'ordre premier et cyclique (sans quoi il contiendrait 
des éléments dont la période constituerait un sous-groupe). 

Introduisons l’importante notion d'éléments conjugués. Deux 
éléments À et B sont dits conjugués l’un de l’autre si 


A=CBC"1, 


C étant aussi un élément du groupe (multipliant l'égalité écrite 
à droite par C et à gauche par C71, on obtient inversement 
B=C”1AC). Une propriété majeure de la conjugaison est que si 
À est conjugué de B et B conjugué de C, alors À et C sont conjugués ; 
en effet, de B=P"14P, C—Q"1BQ (P, Q étant des éléments du 
groupe) on déduit que C=(PQ)":A (PQ). Ceci étant, on peut parler 
d'ensembles d'éléments conjugués du groupe. De tels ensembles sont 
dits classes d'éléments conjugués du groupe. Chaque classe est com- 
plètement déterminée par un quelconque de ses éléments À; en effet, 
se donnant À, on obtient la classe tout entière en formant les pro- 
duits GAG”!, G parcourant tous les éléments du groupe (chaque 
élément de la classe peut, certes, s'obtenir plusieurs fois). De la 
sorte, on peut subdiviser le groupe tout entier en classes; chaque 
élément du groupe ne peut, évidemment, appartenir qu’à une seule 
classe. L'élément unité du groupe constitue par lui-même une classe, 
puisque, pour tout élément du groupe, GEG-1:=E. Si le groupe est 
abélien, la même chose a lieu pour chacun de ses éléments; tous les 
éléments d’un tel groupe étant, par définition, commutatifs, chaque 
élément n'est conjugué qu'à lui-même et s’érige donc en classe. 
Soulignons qu’une classe du groupe (ne coïncidant pas avec E) n'est 
nullement un sous-groupe ; on le voit déjà du fait qu'elle ne con- 
tient pas l'élément unité. 

Tous les éléments d'une seule et même classe ont le même ordre. 
En effet, si n est l'ordre de À (de sorte que 4° = E), on a alors aussi 
pour son conjugué B=CAC-! la relation (CAC-!}" =CA"C"1=E. 

Soient H un sous-groupe de G et G, un élément de G n'’apparte- 
nant pas à #. 11 est facile de s'assurer que l’ensemble des éléments 
G,HG;' jouit de toutes les propriétés de groupe, c’est-à-dire est 
aussi un sous-groupe de G. Les sous-groupes Æ et G,HGï' sont dits 
conjugués ; chaque élément de l’un est conjugué d’un élément de 
l’autre. Donnant à G, diverses valeurs, on obtient une série de sous- 
groupes conjugués, pouvant partiellement coïncider. Il se peut que 
tous les sous-groupes conjugués de H coïncident avec 4. On dit alors 
que A est un diviseur normal (ou un sous-groupe invariant) de G. 
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Ainsi, tout sous-groupe d’un groupe abélien en est évidemment un 
diviseur normal. 

Considérons un groupe À de n éléments À, 4’, 4”, ... et un 
groupe B de m éléments B, B’, B”, ..., et supposons que tous les 
éléments de À (à part l’unité E) soient distincts des éléments de Bet 
commutent avec ces derniers. Si l'on multiplie chaque élément de A 
par chaque élément de B, on obtient un ensemble de nm éléments 
qui constituent également un groupe. En effet, on a pour deux 
éléments quelconques de cet ensemble AB-A°B° — AA'.BB° — AB”, 
soit encore un élément de cet ensemble. On désigne le groupe obtenu 
d'ordre —=nm par AXB et on l'appelle produit direct de À et B. 

Enfin, introduisons la notion d’isomorphisme de groupes. Deux 
groupes À et B de même ordre sont dits isomorphes si l'on peut 
établir entre leurs éléments une correspondance biunivoque telle que 
si à À correspond B et à À’ l'élément B’, alors à 4”— AA’ corres- 
pond B° = BB’. De tels groupes, considérés abstraitement, jouissent 
évidemment de propriétés identiques, bien que le sens concret de 
leurs éléments soit différent. 
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Les transformations entrant dans la constitution du groupe de 
symétrie d’un corps de dimensions finies (notamment d'une molécule) 
doivent être telles qu'elles conservent au moins un point lorsqu'on 
applique n'importe laquelle de ces transformations. En d’autres 
termes, tous les axes et plans de symétrie doivent avoir au moins 
un point commun. En effet, à la suite de deux rotations consécutives 
autour d’axes non concourants ou de la réflexion dans des plans ne 
se coupant pas, le corps subit une translation, donc ne se superpose 
pas à lui-même. Les groupes de symétrie jouissant des propriétés 
indiquées sont dits groupes ponctuels. 

Avant de passer à la construction des types possibles de groupes 
ponctuels, nous exposerons un mode géométrique simple permettant 
facilement de répartir les éléments d’un groupe en classes. Soit Oa 
un certain axe et supposons que l'élément À du groupe soit une 
rotation autour de cet axe d’un certain angle. Soit ensuite G une 
transformation de ce même groupe (rotation ou réflexion) qui, étant 
appliquée à l’axe Oa, l'amène dans la position Ob. Montrons que 
l’élément B=—GAG-: répond alors à la rotation autour de l’axe Ob 
du même angle que faisait tourner À autour de Oa. En effet, consi- 
dérons l’action de la transformation GAG-1 sur l'axe Ob. La trans- 
formation G-1 inverse de G amène l’axe Ob en Oa, de sorte que la 
rotation À qui suit le laisse dans cette position, enfin, G le ramène 
à sa position initiale. Ainsi, l’axe Ob reste finalement sur place, de 
sorte que B est une rotation autour de cet axe. Puisque À et B se 
rapportent à une même classe, l'ordre de ces éléments est le même ; 
c'est dire qu’ils font tourner d’un même angle. 
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De la sorte, nous sommes amenés à ce résultat que deux rotations 
d’un même angle relèvent d'une même classe s’il y a parmi les 
éléments du groupe une transformation amenant l’un des axes de 
rotation sur l’autre. On montrerait exactement de la même manière 
que deux réflexions dans différents plans relèvent d’une même classe 
si une transformation du groupe amène un plan sur l’autre. On dit 
des axes ou des plans de symétrie dont les directions peuvent 
être amenées à coïncider qu'ils sont équivalents. 

Certaines remarques supplémentaires s'imposent lorsque les deux 
rotations s’opèrent autour du même axe. L'élément inverse de la 
rotation C*(k= 1, 2, ..., n—1) autour d'un axe de symétrie n-aire 
est l'élément C3*—Cñ"#, c'est-à-dire une rotation de (n7—k) (2x/n) 
dans le même sens ou, ce qui revient au même, une rotation de 
2kx/n dans le sens inverse. Si les transformations du groupe con- 
tiennent la rotation de x autour d’un axe perpendiculaire (une telle 
rotation inverse le sens de l’axe considéré), alors, en vertu de la 
règle générale démontrée, les rotations C* et C7* se rapportent à une 
même classe. La réflexion o, dans un plan perpendiculaire à l’axe 
inverse également son sens ; mais il faut avoir en vue que la réflexion 
change aussi le sens de la rotation. Aussi la présence de o, ne fait 
pas de C* et C;* des éléments conjugués. La réflexion o, dans un 
plan contenant l'axe n’inverse pas le sens de l'axe, maïs inverse 
le sens de la rotation, et Cr*=— 0,C#o,, de sorte qu'en présence d’un 
tel plan de symétrie C# et C3* relèvent d'une même classe. Si les 
rotations autour d’un axe d’un même angle en sens contraires sont 
conjuguées, on appellera cet axe bilatère. 

La détermination des classes d’un groupe ponctuel est souvent 
facilitée par la règle suivante. Soient G un groupe ne contenant pas 
l’inversion 7 et C; un groupe de deux éléments: 7 et E. Alors le 
produit direct GXC, est un groupe contenant deux fois plus d'élé- 
ments que G; la moitié d’entre eux coïncident avec les éléments 
de G, les autres s’en déduisent en les multipliant par /. Puisque 7 
commute avec n'importe quelle autre transformation du groupe 
ponctuel, il est clair que le groupe GXC, contient deux fois plus 
de classes que G ; il correspond à chaque classe À du groupe G deux 
classes dans le groupe GXC;: À et AJ. Notamment, l’inversion 7 
constitue toujours une classe. 

Venons-en à l’énumération de tous les types possibles de groupes 
ponctuels. Nous les construirons en commençant par les plus sim- 
ples et en leur ajoutant de nouveaux éléments de symétrie. Nous 
désignerons les groupes ponctuels par des lettres grasses latines 
et nous les affecterons d'indices convenables. 

. 1 Groupes C, 

Le type le plus simple de symétrie contient un seul axe de 
symétrie n-aire. Le groupe C, est le groupe des rotations autour 
d’un axe de symétrie n-aire. Il est évidemment cyclique. Chacun des 
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n éléments de ce groupe constitue par lui-même une classe. 
Le groupe C, est constitué par la seule transformation identique 
E et correspond à une absence totale de symétrie. 

II. GroupesS,, 

Le groupe S,, est celui des rotations autour d’un axe de ré- 
flexion-rotation d'ordre pair 2n. Il contient 2n éléments et il est 
évidemment cyclique. Notamment, S, ne contient que deux élé- 
ments: E et ]; ce groupe se note également C;. Notons également 
que si l’ordre du groupe est un nombre de la forme 2n—4p +2, 
alors on trouve parmi ses éléments l’inversion ; il est évident que 
(Sap+2) P*1=C;0 = 1. Un tel groupe peut s’écrire sous forme de 
produit direct: S,,::= C;,:,XC;; on le note également C,,.:,;. 

III. Groupes C,, 

Ces groupes s’obtiennent en associant à un axe de symétrie 
n-aire un plan de symétrie perpendiculaire. €,, contient 2n élé- 
ments: les n rotations de C, et n transformations de réflexion- 
rotation CÂo,, k—1, 2, ..., n (dont la réflexion Co, =0,). Tous 
les éléments du groupe sont commutatifs, c'est-à-dire que le groupe 
est abélien;, le nombre de classes est égal au nombre des élé- 
ments. Si n est pair (n—2p), alors le groupe contient le centre de 
symétrie (puisque C£,0,=C,0,= 1). Le groupe le plus simple C,, 
contient en tout deux éléments: E et o,; on le note également C.. 

IV. Groupes Cw 

Si l’on associe à un axe de symétrie n-aire un plan de symé- 
trie contenant cet axe, on obtient automatiquement (n—1) autres 
plans axiaux se coupant sous n/n [ceci résulte aussitôt du théorème 
de géométrie (91,7):]. Le groupe C> contient, par conséquent, 
2n éléments: n rotations autour de l'axe n-aire et n réflexions 
dans les plans verticaux o,. On a représenté sur la fig. 34 à titre 
Son les systèmes d’axes et de plans de symétrie des groupes 

sm Et Ces. 

Pour déterminer les classes, remarquons que, grâce à l’existence 
des plans de symétrie axiaux, l’axe est bilatère. La répartition 
effective des éléments en classes est différente selon que nest pair 
ou impair. 

Si n est impair (1—2p+1), les rotations successives C,,,; 
amènent chacun des plans à coïncider successivement avec tous 
les 2p autres plans, de sorte que tous les plans de symétrie sont 
équivalents et les réflexions dans ces plans relèvent d’une même 
classe. Parmi les rotations autour de l’axe, on a 2p opérations, 


1 ]] ne peut exister dans un groupe fini deux plans de symétrie formant 
entre eux un angle qui soit une fraction irrationnelle de 2x. L'existence de tels 
lans entraîtnerait celle d’une infinité d’autres plans de symétrie se coupant le 
ong d’une même droite et se déduisant par une infinité de réflexions d’un plan 
dans un autre. En d'autres termes, l'existence de tels plans entraîne aussitôt la 
symétrie axiale totale. 
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différentes de l’unité, qui sont deux à deux conjuguéeset forment pclas- 
ses de deux éléments chacune (C,,, et Cik,,, &k=1, 2, ..., p); 
en outre, E constitue une classe à part. Ainsi donc, on a en tout 
p+2 classes. 

Si nest pair (r—2p), par des rotations successives C,, on ne 
peut amener en coïncidence qu’un plan sur deux; deux plans voi- 
sins ne peuvent venir coïncider. De la sorte, on a deux choix de 
p plans équivalents, et, en conséquence, deux classes de p éléments 


Fig. 4 


lo Con 


chacune (réflexions.) Pour ce qui est des rotations autour de l’axe, 
Ci =E et C2,=C, constituent chacune une classe, et les autres 
2p—2 rotations sont deux à deux conjuguées et donnent encore 
p—1 classes de deux éléments chacune. Le groupe C.,,,, a donc 
en tout p+3 classes. 

V. Groupes D, 

Si l’on associe à un axe de symétrie n-aire un axe binaire ortho- 
gonal, on obtient alors automatiquement encore (n—1) axes de ce 
genre, de sorte qu'on a en tout n axes horizontaux binaires se 
coupant deux à deux sous n/n. Le groupe D, ainsi obtenu con- 
tient 2n éléments: n rotations autour de l'axe n-aire et n rotations 
d'angle x autour des axes horizontaux (nous conviendrons de dési- 
gner ces dernières par U,, réservant la notation C, à la rotation de 
nr autour de l'axe vertical). À titre d'exemple, on a représenté sur 
la fig. 34 les systèmes d’axes des groupes D, et D,. 

Exactement comme pour le cas précédent, on s'assure que l’axe 
n-aire est bilatère, et que les axes horizontaux binaires sont tous 
équivalents si n est impair, ou constituent deux choix non équi- 
valents si # est pair. Par conséquent, D,, a les p+3 classes sui- 
vantes : E, 2 classes de p rotations U, dans chacune, la rotation C, 
et (p—1) classes de deux rotations chacune autour de l’axe verti- 
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cal. Le groupe D,,,,, lui, a p+2 classes: E, 2p+1 rotations U, 
et p classes à raison de deux rotations autour de l'axe vertical. 

Un cas particulier important est constitué par D,. Son système 
d’axes comprend trois axes orthogonaux binaires. Ce groupe se 
note également Y. 

VI. Groupes D,, 

Si l’on ajoute au système d’axes du groupe D, un plan de symé- 
trie horizontal contenant les r axes binaires, on obtient alors automa- 
tiquement # plans verticaux définis respectivement par l'axe vertical 
et les axes horizontaux. Le groupe D,, qu’on obtient alors con- 
tient 4n éléments; à part les 2n éléments de D,, il contient égale- 
ment n réflexions o, et r transformations de réflexion-rotation C'o;. 
On a représenté sur la fig. 35 le système d’axes et de plans de D... 

La réflexion o, commute avec tous les autres éléments du grou- 
pe; aussi peut-on écrire D, sous forme de produit direct 
D, =D,XC,, où C, est le groupe des deux éléments E et o,. 
Lorsque n est pair, l’inversion est du nombre des éléments du 
groupe, et on peut aussi bien écrire D,,,, = D,,X C:. 

11 en résulte que le nombre de classes dans D,, est le double 
de celui dans D,. La moitié de ces classes coïncide avec celles de 
D, (rotations autour des axes), et les autres s'en déduisent en 
multipliant par o,. Les réflexions o, dans les plans verticaux re- 
lèvent toutes d’une même classe (si #7 est impair) ou forment deux 
classes (si n est pair). Les transformations de réflexion-rotation 
o,C# et o,Cx* sont deux à deux conjuguées. 

VII. Groupes D,4 

11 existe encore un mode d’association de plans de symétrie 
au système d’axes du groupe D,. Ce sont précisément les plans 
verticaux bissecteurs d’axes horizontaux binaires voisins. Ici encore 
l’association d’un tel plan entraîne l'apparition de (n7—1) autres 
plans. Le système d’axes et de plans de symétrie obtenu détermine 
le groupe D,, (on a représenté sur la fig. 35 les axes et les plans 
de D,4 et Da). 

Le groupe D, contient 4n éléments. Aux 2n éléments de D, 
viennent s'associer n réflexions dans les plans verticaux (notés o4: 
«plans diagonaux») et n transformations de la forme G=U,o4. 
Pour dégager le caractère de ces dernières, notons qu’on peut écrire 
la rotation U,, en raison de (91,6), sous la forme U,=0,0,, 0, 
désignant la réflexion dans le plan vertical passant par l'axe bi- 
naire donné ; alors G—0,0,0, (il va de soi que les transformations o,, 
o, ne sont pas d’elles-mêmes du nombre des éléments du groupe). Etant 
donné que les plans de réflexion o, et ©, se coupent le long de 
l’axe n-aire formant l'angle (x/2n)(2k+1), où k=1, ..., (n—1) 
(puisque ici l’angle entre plans voisins est de x/2n), on a, en ver- 
tu de (91,6), o,0,=C#*1. De la sorte, on trouve que G—0,C#*= 
=S%#*1, ce qui prouve que ces éléments sont des réflexions-rotations 
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autour de l'axe vertical, qui n'est donc pas simplement un axe 
de symétrie n-aire, mais un axe de réflexion-rotation 2n-aire. 

Les plans diagonaux réfléchissent l’un dans l’autre deux axes 
binaires horizontaux voisins ; ceci étant, dans les groupes considérés 
tous les axes binaires sont équivalents (aussi bien pour nr pair que 

ur n impair). De même, sont équivalents tous les plans diagonaux. 
es réflexions-rotations S**1et S,2*-1 sont deux à deux conjuguées 1. 


D Dra Du 
Fig. 35 


Appliquant ces considérations au groupe D,,, 4 on trouve qu'il 
contient les 2p+3 classes suivantes: E, la rotation C, autour de 
l’axe n-aire, (p—1) classes de deux rotations conjuguées autour 
du même axe, une classe de 2p rotations U,, une classe de 2p ré- 
flexions ©, et p classes de deux transformations de réflexion-rota- 
tion chacune. 

Pour n impair (n—2p+ 1) l’inversion figure parmi les éléments 
du groupe (on le voit du fait qu’un des axes horizontaux est alors 
perpendiculaire au plan vertical). Aussi peut-on écrire D,,,,, 4— 
=D,,:,XCi de sorte que le groupe D,,,1,4 contient 2p+4 clas- 
ses se déduisant directement des p+2 classes de D,,,. 

VIII. Groupe T (groupe du tétraèdre) 

Le système d'axes de ce groupe est le système d’'axes de sy- 
métrie du tétraèdre. Il peut être obtenu en associant au système 
d'axes du groupe V quatre axes obliques 3-aires, les rotations au- 
tour desquels transforment l’un dans l’autre les trois axes binaires. 
Il est commode de se représenter ce système en identifiant les trois 
axes binaires avec les perpendiculaires des faces du cube en leurs 
centres, et les axes 3-aires avec les diagonales spatiales du cube. 


1 On a en effet : 
2k k 2-1 — 
OaSin" "a = 040nCin" a = 0h04Cin 04 = OpCa = San te 
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On a représenté sur la fig. 36 la disposition de ces axes dans le 
cube et dans le tétraèdre (un axe de chaque type). 

Les trois axes binaires sont équivalents entre eux. Il en est de 
même des axes 3-aires, puisqu'ils se transforment l’un dans l’autre 
par les rotations C,, mais ce ne sont pas des axes bilatères. D'où 
la répartition des 12 éléments du groupe T en quatre classes: E, 
trois rotations C,, quatre rotations C, et quatre rotations Ci. 


IX. Groupe T4 

Ce groupe contient toutes les transformations de symétrie du 
tétraèdre. On peut obtenir son système d’axes et de plans en asso- 
ciant aux axes du groupe T des plans de symétrie, chacun d'eux 
contenant un axe binaire et deux axes ternaires. Alors les axes 
binaires deviennent des axes de réflexion-rotation 4-aires (comme 
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cela a lieu dans D,,). 11 est commode de se représenter ce système 
en dessinant les trois axes de réflexion-rotation passant par les 
centres des faces opposées du cube, les quatre axes ternaires en 
tant que diagonales spatiales, les six plans de symétrie contenant 
chacun deux arêtes opposées (on a représenté sur la fig. 37 un axe 
et un plan de chaque type). 

Les plans de symétrie étant verticaux vis-à-vis des axes ternai- 
res, ceux-ci sont bilatères. Tous les axes et plans de chaque espèce 
sont équivalents. Ceci étant, les 24 éléments du groupe se répartis- 
sent dans les 5 classes suivantes : E, 8 rotations C, et C3, 6 réflexions 
dans les plans, 6 réflexions-rotations S, et S%, 3 rotations C,=St. 
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X. Groupe T, 

Il se déduit de T en ajoutant un centre de symétrie : T, = TxC.. 
Ceci entraîne l'apparition de trois plans de symétrie orthogonaux 
contenant chacun deux axes binaires, et les axes ternaires deviennent 
des axes de réflexion-rotation 6-aires (on a représenté sur la fig. 38 
un axe et un plan de chaque espèce). 

Le groupe contient 24 éléments répartis en 8 classes qui se 
déduisent directement des classes du groupe T. 


AA. 7 ASE . 
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XI. Groupe © Groups de l’octaèdre) 

Le système d’axes de ce groupe est celui des axes de symétrie 
du cube ; trois axes 4-aires passent par les centres des faces opposées, 
quatre axes 3-aires passent par les sommets cppee et six axes 
2-aires par les milieux des arêtes opposées (fig. 39). 

Il est facile de voir que tous les axes de même ordre sont équiva- 
lents et que chacun d'eux est bilatère. D’où la répartition des 24 élé- 
ments dans les 5 classes suivantes : E, 8 rotations C, et C4, 6 rota- 
tions C, et C3, 3 rotations C? et 6 rotations C,. 

XII Groupe O, 

C'est le groupe de toutes les transformations de symétrie du 
cube1. Il s'obtient en ajoutant au groupe O un centre de symétrie : 
O0,=0 XX Ci. Les axes ternaires de © deviennent alors des axes 
de réflexion-rotation 6-aires (diagonales spatiales du cube); en outre, 
il apparaît encore six plans de symétrie contenant chacun deux 
arêtes opposées, et trois plans parallèles aux faces du cube 
(fig. 40). Le groupe contient 48 éléments répartis en 10 classes qu'on 
peut déduire directement des classes de ©. A savoir: 5 classes 
coïncident avec les classes de O, les autres étant 7, 8 réflexions- 
rotations S, et S5, 6 réflexions-rotations C,o,, Co, autour des axes 
4-aires, 3 réflexions o, dans les plans horizontaux vis-à-vis des 
axes 4-aires, 6 réflexions o, dans les plans verticaux vis-à-vis de ces 
axes. 


1 Les groupes T, Ta, Tr O, On sont dits cubiques. 


424 THÉORIE DE LA SYMÊTRIE (CH. XII 


XIII, XIV. Groupes Ÿ, Ÿ, (groupes de l’ico- 
saèdre) 

Ces groupes ne sont réalisés dans la nature en tant que groupes 
de symétrie des molécules que dans des cas exceptionnels. Aussi nous 
bornerons-nous à indiquer que Ÿ est le groupe de 60 rotations 
autour des axes de symétrie de l’icosaèdre (polyèdre régulier à 20 
faces triangulaires) ou du dodécaèdre pentagonal (polyèdre régulier 
à 12 faces pentagonales); on a 6 axes 5-aires, 10 axes 3-aires 
et 15 axes 2-aires. Le groupe Y, s'en déduit en associant un centre 
de symétrie : =YxC,;, et constitue le groupe complet des 
transformations de symétrie desdits polyèdres. 

Ceci épuise tous les types possibles de groupes ponctuels conte- 
nant un nombre fini d'éléments. Il y a lieu de les compléter en 
considérant les groupes ponctuels continus contenant une infinité 
d'éléments. C'est ce qu'on fera au $ 98. 


$ 94. Représentations des groupes 


Considérons un groupe de symétrie quelconque, et soit 1, une 
fonction uniforme des coordonnées (dans l'espace de configuration 
du système physique donné). Lors de la transformation des coor- 
données correspondant à l'élément G du groupe cette fonction se 
transforme en une autre fonction. Appliquant successivement les g 
transformations du groupe (g étant l’ordre du groupe), on obtient 
à partir de 1, dans le cas général g fonctions différentes. Pour des 
choix déterminés de 1, certaines de ces fonctions peuvent, néan- 
moins, être linéairement dépendantes. On obtient ainsi un certain 
nombre f (f< g) de fonctions linéairement indépendantes ,, 4,,... 
..., Ÿ qui se transforment linéairement entre elles dans les trans- 
formations du groupe. En d’autres termes, par la transformation G 
chacune des fonctions w, (= 1, 2, ..., f) s'exprime par une com- 
binaison linéaire de la forme 


F 
2 Gribas 


les G;, étant des constantes dépendant de la transformation G. On 
dit du tableau de ces constantes que c'est la matrice de la trans- 
formation. 
Ceci étant, il est commode de considérer les éléments G du groupe 
es des opérateurs agissant sur les p,, de sorte qu'on pourra 
rire : 


Gb = 2 Gaia: (94,1) 


! Les fonctions 4; étant supposées uniformes, il correspond à chaque élément 
du groupe une matrice déterminée. 
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On peut toujours choisir les , orthogonales et normalisées. Alors 
la notion de matrice de transformation s’identifie à celle de matrice 
d’opérateur sous la forme définie au $ 11: 


Gin = | vrÈv da. (94,2) 


Au produit de deux éléments G et H du groupe correspond la 
matrice déterminée en fonction des matrices de G et H par la règle 
usuelle de multiplication des matrices (11,12): 


(GH)r = 2 Gb. (94,3) 


On dit de l’ensemble des matrices de tous les éléments du groupe 
que c'est une représentation du groupe. Les fonctions elles-mêmes 
Ÿ, ---, Ÿ7 à l’aide desquelles les matrices ont été déterminées cons- 
tituent la base de la représentation. Le nombre f de ces fonctions 
est la dimension de la représentation. 

Considérons les intégrales fp;p4 dg. Les intégrales étant prises dans 
l’espace tout entier, il est évident que leurs valeurs ne changent pas 
dans une rotation ou une réflexion arbitraire du système de coor- 
données. Autrement dit, les transformations de symétrie ne violent 
pas l'orthonormalité des fonctions de la base, ce qui signifie 
(voir $ 12) que les opérateurs G sont unitaires'. En conséquence, 
sont aussi unitaires les matrices qui représentent les éléments du 
groupe dans une représentation à base orthonormale. Soumettant 
les fonctions 4,, ..., Ÿ, à une transformation linéaire unitaire 


Ÿ = Sr, (94,4) 
on obtient un nouveau système de fonctions 1}, ..., 1; également 
orthonormales (voir $ 12)*. En prenant pour base de la représen- 
tation les fonctions ;, on aura une nouvelle représentation de même 
dimension. Des représentations de ce genre, se déduisant l’une de 
l’autre par une transformation linéaire des fonctions de la base 
sont dites équivalentes; il est évident qu'elles ne sont pas essen- 
tiellement différentes. 

Les matrices de représentations équivalentes sont liées entre 
elles par une relation simple: en vertu de (12,7), la matrice de l'opé- 
rateur G dans la nouvelle représentation est égale à la matrice de 
l'opérateur 


= 


G'=S-i6$ (94,5) 
dans l’ancienne représentation. 


1 Dans ce raisonnement un fait essentiel est que les intégrales sont ou bien 
nulles (pour i # k) ou bien non nulles (pour i—k) vu la positivité de | w; |?. 


3 Rappelons (voir (12,12)) que les transformations étant unitaires, la som- 
me des carrés des modules des fonctions de la base est invariante. 
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La somme des éléments diagonaux (c'est-à-dire la trace) de la 
matrice représentant l’élément G du groupe est son caractère; nous 
noterons les caractères y(G). Un fait très important est que les 
caractères des matrices de représentations équivalentes coïncident 
(voir (12,11)). Cette circonstance confère une importance particu- 
lière à la description de la représentation d’un groupe par la donnée 
de ses caractères; elle permet de distinguer d'emblée les représen- 
tations essentiellement différentes des représentations équivalentes. 
Seules seront appelées par la suite différentes des représentations 
non équivalentes. 

Si l'on entend par S dans (94,5) un élément du groupe reliant 
des éléments conjugués G et G”, on est conduit à ce résultat que, dans 
toute représentation donnée du groupe, les caractères des matrices 
représentant les éléments d'une même classe sont identiques. 

Il correspond à l'élément unité E du groupe la transformation 
identique. Aussi la matrice de E est-elle diagonale dans toute repré- 
sentation, et les éléments diagonaux sont tous égaux à 1. Le carac- 
tère 4(E) est donc simplement égal à la dimension de la représen- 


tation : 
Xx(E)=f. (94,6) 


Considérons une certaine représentation de dimension f. Il se 
peut qu’à la suite d’une transformation linéaire (94,4) les fonctions 
de la base se partagent en jeux de f,, f,, ... fonctions (f,+f, + 
+ ...—f) de telle sorte que lors de l’action de tous les éléments 
du groupe les fonctions de chaque jeu se transforment exclusivement 
entre elles indépendamment des fonctions des autres jeux. On dit 
alors que la représentation donnée est réductible. 

Mais si le nombre des fonctions de la base se transformant entre 
elles ne peut être réduit par aucune transformation linéaire, la repré- 
sentation réalisée avec ces fonctions est dite irréductible. Toute 
représentation réductible peut être décomposée en représentations 
irréductibles. Cela signifie que, par une transformation linéaire 
appropriée, les fonctions de la base se subdivisent en plusieurs jeux 
tels que, appliquant les éléments du groupe, les fonctions de chaque 
jeu se transforment suivant une représentation irréductible. Il se 
peut alors que différents jeux se transforment suivant une seule et 
même représentation irréductible; on dit alors que cette représen- 
tation irréductible est contenue dans la représentation réductible 
autant de fois qu’il y a de tels jeux. 

Les représentations irréductibles sont une caractéristique majeure 
du groupe et jouent un rôle fondamental dans toutes les applications 
quantomécaniques de la théorie des groupes. Indiquons les princi- 
pales propriétés des représentations irréductibles:. 


1 On pourra trouver la démonstration de ces propriétés dans n’importe 
quel cours spécialisé de la théorie des groupes. 
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On montre que le nombre des représentations irréductibles dis- 
tinctes d’un groupe est égal au nombre r de ses classes. Nous spéci- 
fierons les caractères des différentes représentations irréductibles 
par des indices supérieurs ; les caractères des matrices de l'élément G 
dans is représentations s'écriront #(G), y(G), ... 
..., XI (G). 

Les éléments matriciels des représentations irréductibles véri- 
fient un certain nombre de relations d'’orthogonalité. En premier 
see on a pour deux représentations irréductibles distinctes les 
relations 


2 GFGR" =0, (04,7) 


af spécifiant deux représentations irréductibles, la sommation 
portant sur tous les éléments du groupe. On a pour chaque repré- 
sentation irréductible les relations 


2 GG! — + 61Brm (94,8) 


c'est-à-dire que seules sont non nulles les sommes des carrés des 
modules des éléments matriciels : 


{ —# 
LIGPr =. 
Les relations (94,7 et 8) peuvent s'écrire sous la forme condensée : 
Z GP GR" = E Ba 8600 (04,9) 
G 


En particulier, on peut déduire de là une importante relation 
d'orthogonalité pour les caractères des représentations ; faisant dans 
les deux membres de (94,9) la somme sur les deux couples d'indices 
i, ket !, m, il vient: 


Zx® (G)xP (G)° = gôap. (94,10) 
Si a=$, on a 


ZIx® (Ge, 


c'est-à-dire que la somme des carrés des modules des caractères 
d'une représentation irréductible est égale à l’ordre du groupe. Notons 
que c'est là un critère d’irréductibilité de la représentation : pour une 
représentation réductible cette somme est toujours supérieure à g 
(plus précisément, elle est égale à ng, n étant le nombre de repré- 
sentations irréductibles contenues dans cette représentation). 

11 résulte de même de (94,10) que l'égalité des caractères de deux 
représentations irréductibles est non seulement une condition néces- 
saire, mais encore une condition suffisante de leur équivalence. 
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Les caractères relatifs aux éléments d’une même classe étant 
identiques, dans la somme (94,10) on a en fait seulement r termes 
indépendants, et on peut la recopier sous la forme : 


Zec X® (C) LP (C)* = Bug, (94,11) 


la sommation portant sur les r classes du groupe (désignées con- 
ventionnellement par C), et ge étant le nombre d'éléments dans la 
classe C. 

Le nombre des représentations irréductibles coïncidant avec le 
nombre de classes, les quantités fc=Ÿ gc/g x (C) forment une 
matrice carrée à r* éléments. 

Les relations d’orthogonalité sur le premier indice Facfic=Ôa8 


entraînent alors automatiquement des relations d'orthogonalité sur 
le second indice: © facfac: —8cce. Aussi a-t-on, concurremment à 


(94,11), la formule : 
SE x®(C) ge (C')* =+ ôce-- (94,12) 
œ 


Parmi les représentations irréductibles de tout groupe il y en 
a toujours une triviale, réalisée par une seule fonction de la base, 
invariante dans toutes les transformations du groupe. Cette repré- 
sentation unidimensionnelle est dite unité; tous les caractères sont 
égaux à l'unité dans cette représentation. Si dans la relation d'or- 
thogonalité (94,10) ou (94,11) une des représentations est unité, on 
obtient pour l’autre : 


Zx®(G) = Zecx(C) =0, (94,13) 


c'est-à-dire que la somme des caractères de tous les éléments du 
groupe pour toute représentation non unité est nulle. 
La relation (94,10) permet très simplement de décomposer n'im- 
rte quelle représentation réductible en représentations irréducti- 
les, connaissant les caractères de l’une et des autres. 
Soient x(G) les caractères d’une représentation réductible de di- 
mension f et soient a“, a%, ..., a les multiplicités des repré- 
sentations irréductibles qu'elle contient, de sorte que 


È a) fs =f (94,14) 


æl 


(les f$ sont les dimensions des représentations irréductibles). Alors 
les caractères 4(G) peuvent s’écrire sous la forme: 


x(G)= À ax). (94,15) 
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Multipliant cette égalité par x(®(G)* et sommant sur tous les G, 
il vient en raison de (94,10): 


a = + X x (G) x9(G). (94,16) 
G 


Considérons la représentation de dimension f = g réalisée par les g 
fonctions Gw, 4 étant une fonction des coordonnées de forme géné- 
rale (de sorte que toutes les g fonctions Gp qui s'en déduisent sont 
linéairement indépendantes); une telle représentation est dite 
régulière. 11 est clair que les matrices de cette représentation ne 
contiennent pas du tout d'éléments diagonaux, sauf la matrice 
correspondant à l'élément unité; aussi x(G)—0 lorsque GE 
et x(E)=g. Décomposant cette représentation en représentations 
irréductibles, on obtient, en vertu de (94,16), pour les nombres 
at) les valeurs at) —(1/g)gf(® =ft®, c'est-à-dire que chaque 
représentation irréductible est contenue dans la représentation 
réductible un nombre de fois égal à sa dimension. Substituant ceci 
dans (94,14), on trouve la relation 


BR+R+...+PB=g: (94,17) 


la somme des carrés des dimensions des représentations irréducti- 
bles du groupe est égale à son ordre!. Il en résulte notamment 
que toutes les représentations irréductibles des groupes abéliens 
(où r—g) sont à une dimension (f,=f,=...=f,=1). 

Indiquons aussi sans démonstration que les dimensions des repré- 
sentations irréductibles d'un groupe sont des sous-multiples de son 
ordre. 

La décomposition effective de la représentation régulière en 
parties irréductibles est donnée par la formule : 


pie = ê Y Gp"ûy. (94,18) 
G 


Il est facile de vérifier que les fonctions pf® (i—1, 2, ..., fo), 
déterminées par cette formule pour la valeur donnée de k, se 
transforment entre elles : 


« (@rpta 
ris = Y Grp! * 
n 


c'est-à-dire qu’elles forment une base de la a-ième représentation 
irréductible. Donnant à + différentes valeurs, on obtient ainsi F, 
différents jeux de fonctions de base 1{% pour une même représen- 


1 Notons que pour les groupes ponctuels l'équation (94,17) pour r et g 
donnés ne peut, en fait, être satisfaite par un choix de nombres entiers f;, ...,f, 
que d'une seule manière. 
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tation irréductible, —en conformité avec le fait que chaque repré- 
sentation irréductible figure f, fois dans la représentation régulière. 

Une fonction arbitraire «4 peut être représentée sous la forme 
d’une somme de fonctions se transformant suivant les représentations 
irréductibles du groupe. Ce problème est résolu par les formules 


v=Zxu, Mi D Gipê%. (94,19) 


Pour le démontrer, substituons la seconde formule dans la première 
et sommons sur i; on obtient : 


p= Dax" (G)0v. (94,20) 


Notant que les dimensions f, coïncident avec les caractères 
x'® (E) de l'élément unité du groupe et utilisant la relation d'or- 
thogonalité (94,12), on trouve que la somme 2 fax" (G) est dif- 


œ 
férente de zéro (et égale à g) si seulement G est l'élément unité 
du groupe. C'est pourquoi le second membre de (94,20) coïncide 
identiquement avec . 

Considérons deux différents systèmes de fonctions #{%, ..., ve 
et {®, ..., 4” réalisant deux représentations irréductibles du 
groupe. Formant les produits #{%#{P, nous obtenons un système 
de f.fs nouvelles fonctions, pouvant servir de base à une nouvelle 
représentation de dimension f.fs. Cette représentation est dite pro- 
duit direct (ou de Kronecker) d s deux premières; elle n'est irré- 
ductible que si l'un au moins des f, ou fg est égal à l'unité. Il 
est facile de voir que les caractères du produit direct sont égaux 
aux produits des caractères des deux représentations composantes. 


En effet, si 
Gp, GP Zn, 
alors 
Gp = Z GPA : 


Em 


on en déduit pour les caractères, que nous noterons (4% x 4Ÿ°) (G) : 
GO x 40) (G=S GP GR = SG SG, 
4 k € k 
soit 
Ge xx?) (G)= x (G) x (G). (94,21) 
Les deux représentations irréductibles peuvent notamment 


coïncider; on a dans ce cas deux différents jeux de fonctions 
Vas cs Pret Pa, ..., p, réalisant une seule et même représen- 
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tation, et le produit direct de la représentation par elle-même est 
réalisé par f* fonctions ,9,; on a les caractères 


GX 2) (G) = [x (G)}°. 


Cette représentation réductible peut être d'emblée décomposée en 
deux représentations de dimensions moindres (mais, en général, 
encore réductibles). L'une d'elles est réalisée par f(f+1)/2 fonc- 
tions pps +%ps et l'autre par f(f—1)/2 fonctions 4;p,—%p;, 
ik (il est évident que les fonctions de chacun de ces jeux se 
transforment seulement entre elles). La première est dite produit 
symétrique de la représentation par elle-même [ses caractères se 
désignent par le symbole [#*](G)], et la seconde, produit antisy- 
métrique [ses caractères se désignent par le symbole {y°} (G)]. 

.. Pour déterminer les caractères du produit symétrique, nous 
écrirons : 


G (bip + DD) = À GoiGmk (DiPe + VaP) = 
=+ LE GuGux + Gu/Gin) (PiPn + VaP- 
On en déduit _ le caractère 
{x°] (G)— _. 2 (GaGar + GrnGui)- 
Or 
2 Ga=x(G), À GixGui = X (C7) ; 
de la sorte, on obtient finalement la formule 


Lx] (G)= + {[x (QG) + x (6°), (94,22) 


permettant de déterminer les caractères du produit symétrique de 
la représentation par elle-même d’après les caractères de la repré- 
sentation initiale. Exactement de la même manière, on trouve pour 
les caractères du produit antisymétrique la formule: 


te} (G)=+ {x (GI — x (6°). (94,23) 


Si les fonctions 4, et œ, coïncident, on ne peut évidemment 
déterminer à l’aide de ces fonctions que le produit symétrique, 
réalisé par les carrés +} et les produits ,;#,, ik. On a parfois 
aussi affaire dans les applications à des produits symétriques de 


1 Il est utile de noter que pour les représentations de dimension 2 les 
caractères {Le} (G) coïncident avec les déterminants des transformations linéai- 
res G, ce qui est facile à vérifier par un calcul direct. 
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puissances plus élevées; leurs caractères peuvent être obtenus de 
la même manière. 

Notons une propriété des produits directs, importante pour la 
suite. La décomposition du produit direct de deux différentes re- 
présentations irréductibles en parties irréductibles ne contient la 
représentation unité (une seule fois) que dans le cas où les repré- 
sentations multipliées sont conjuguées complexes. Dans le cas des 
représentations réelles la représentation unité n’est contenue que 
dans le produit direct de la représentation irréductible par elle-même 
(et ceci, de toute évidence, dans sa partie symétrique). En effet, 
pour savoir si la représentation unité est contenue dans la repré- 
sentation (94,21), il faut (conformément à (94,16)) simplement 
sommer ses caractères sur G (et diviser le résultat par l'ordre du 

upe g). Notre assertion résulte alors directement des relations 
d'orthogonalité (94,10). 

Enfin, faisons quelques remarques sur les représentations irré- 
ductibles d'un groupe qui est le produit direct de deux autres groupes 
(ne pas confondre avec le produit direct de deux représentations 
d'un seul et même groupel). Si les fonctions #ÿ% réalisent une 
représentation irréductible du groupe À et les fonctiones %£ la 
même chose pour le groupe B, alors les produits 4{#{% sont une 
base de la représentation à f.f$ dimensions du groupe 4 x B, cette 
représentation étant irréductible. Les caractères de cette représenta- 
tion s'obtiennent en multipliant les caractères correspondants des 
représentations initiales [comparer avec la déduction de la formule 
(94,21)] ; à l'élément C = AB du groupe À x B correspond le carac- 


tère 
2(C)= x (4) x (B). (94,24) 


Multipliant ainsi entre elles toutes les représentations irréductibles 
de À et B, on obtient toutes les représentations irréductibles de 
AXxB. . 
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Passons à présent à la détermination concrète des représentations 
irréductibles des groupes ponctuels. L'’écrasante majorité des molé- 
cules ne possèdent que des axes de symétrie du second, troisième, 
quatrième et sixième ordre. Point n’est donc nécessaire d'examiner 
les groupes de l’icosaèdre Ÿ, Ÿ,; nous n'envisagerons les groupes 

n Cons Con D D,n que pour n=1, 2, 3, 4, 6, et les groupes 
San D,a pour n=1, 2, 3. 

Les caractères des représentations de ces groupes sont donnés 
dans le tableau 7. Les groupes isomorphes, qui ont leurs 
représentations identiques, sont donnés dans un même tableau. Les 
nombres précédant les symboles des éléments du groupe dans les 
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premières lignes indiquent les nombres d'éléments dans les classes 
correspondantes (voir $ 93). On a indiqué dans les premières colonnes 
les notations conventionnelles en usage des représentations. Les 
représentations à une dimension sont notées 4, B, celles à deux 
dimensions E, et à trois dimensions F (la notation E pour une 
représentation irréductible à deux dimensions ne doit pas être confon- 
due avec la même, E, de l'unité dans un groupe). Les fonctions 
des bases des représentations À sont symétriques, et celles des 
représentations B sont antisymétriques vis-à-vis des rotations autour 
d’un axe principal n-aire. Les fonctions de symétries différentes 
vis-à-vis de la réflexion ©, sont spécifiées par le nombre d'accents 
(un ou deux), et les indices g et u indiquent la symétrie dans 
l'inversion. En même temps que les notations des représentations, 
on a indiqué par x, y, z les représentations suivant lesquelles se 
transforment les coordonnées elles-mêmes ; l’axe des z a été partout 
choisi suivant l'axe de symétrie principal. Les lettres e et « 
désignent : 

e—e2u/3, @—e206 — —wt, 

etet=—], o—o——1. 


La détermination la plus simple est celle des représentations 
irréductibles des groupes cycliques (groupes C,, S,). Un groupe 
cyclique admet, comme tout groupe abélien, seulement des repré- 
sentations unidimensionnelles. Soit G un élément générateur du 
groupe (c'est-à-dire un élément qui, par itérations successives, 
donne tous les éléments du groupe). Puisque C£= E (g étant l'ordre 
du groupe), il est clair que, lorsque l'opérateur G agit sur la fonction 
de la base y, cette dernière peut être seulement multipliée par 
4/1, c'est-à-dire que* 


Gp=errtiep  (k=1, 2, ..., g). 


Le groupe C,, (et C,, et D, qui lui sont isomorphes) est abélien, 
de sorte que toutes ses “représentations irréductibles sont aussi uni- 
dimensionnelles, et ses caractères ne peuvent être que + 1 (le carré 
de chaque élément étant E). 

Venons-en au groupe C... En comparaison du groupe C,, viennent 
s'ajouter ici les réflexions o, dans les plans verticaux (elles relèvent 
toutes d’une même classe). Une fonction invariante par rotation autour 
de l'axe (fonction de base de la représentation À de C;) peut être 
symétrique ou antisymétrique vis-à-vis des réflexions o,. Quant aux 


1 La raison pour laquelle deux représentations unidimensionnelles conjuguées 
EN se notent comme une représentation bidimensionnelle s'éclaircira 
au 
* Pour un groupe ponctuel C,, on peut, par exemple, prendre pour fonc- 
tions w les fonctions w—efk®, k—1, 2, ..., n, @ étant l'angle de rotation 
autour de l’axe compté à partir d'une direction déterminés. 


28-50 
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Tableau 7 
Caractères des représentations irréductibles 
des groupes ponctuels 
Ci E I 2 
C, E C, Cs | E Ca Ci 
Cs E Oh 
À; z 1 1 1 
A ÀA;,2 A:xy 1 1! : 1 e e? 
£ L , L . 
An2%y;2z | B; x y A"; z 1—1 E x 4 19{ 1 e e 


Àg A5 Z À 1 O1 1 1 
B, Ba y Ba; x 1 —1 —1 1 
Aa; 2 Às B;; z 1  1—1 —|] 
Ba x y Bi 1 —1 


Csv E 2Cs 30% 
Ds E 2C3 30: 
A5 Z À: 1 1 1 À; z A 1 1 1 1 
Às Às; 2 1 1 —]1 B B; z 11 1 —1 
Ex yEx y|2 —1 0 Ei x + iy E x à 19 À Se 
C | E Cy C3 C, ci C 
À; z l i 1 1 1 1 
B 1 —] 1 —1 1 —1 
E 1 o —o« 1 oo? —o 
1 1 —Ù ot 1 — w? 
1 oo @? —|] —0 —w! 
Esi x + 1} 1 —ù —1 7 0 
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Suite 
Ci E Ca 2C4 20y 209 
D, E Cs 24 2U, 2, 
Da E Ca 2Sa 2U3 204 
A: 2 Ai À; 1 1 1 
A Az 4, I 1 |, hr 
B; B; B; 1 1 _ _ 
B; B, Ba; 2 1 1 —1 —1] 
E; x, y E; x, y E;x,y 2 —2 0 0 


Ds E Ca 2Cs 2C4 3U, 3, 
Ce E  Cy C3 C4 30, 30 

Dan E Oh 2Cs 255 AU, 309 

Ai Az Ai 1 1 1 1 1 1 

Az A 4, 1 1 1 | 

B, B, Ai 1 —] 1 —] 1 —] 

Ba B A5; 2 1  —] 1 —1 —1 1 

E;, E;, E";, x, y 2 2 —1  —1 0 0 

E;; x, y Ei; x, y E" 2 —2 —1 1 0 0 
r Jess 0 7 [REG 
A 1 11 1 A; A; D O1 1 1 1! 
" { 1 le e? À: À 1 1 1 —1 — 
1 1 et e E E 2 —1 2 0 0 
F;,x,y,z | 3 —1 0 0 Fa Fax,y,z| 3 0 —I1 1 —1 
Fi: x,y,2z Fi 3 0 —1 —] Î 


fonctions se multipliant dans une rotation de C, par e et e* (fonctions 
des bases des représentations conjuguées complexes Æ), elles se 
transforment l’une dans l’autre par réflexion’. Il résulte de ces 
considérations que C., (et D, qui lui est isomorphe) a deux repré- 
sentations irréductibles à une dimension et une représentation irré- 


1 Ces fonctions peuvent, par exemple, être prises sous la forme 1, —e{®, 
ŸVa=e{9. Par réflexion dans un plan vertical change de signe. 


ts 
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ductible à deux dimensions, dont les caractères sont donnés dans le 
tableau. On peut s'assurer qu’on a bien là toutes les représentations 
irréductibles du fait que la somme 1*+17+27=6 est égale à 
l'ordre du groupe. 

On trouve par des raisonnements analogues les caractères des 
représentations des autres groupes de ce type (C4, Ce). 

Le groupe T se déduit de V en ajoutant les rotations autour 
des quatre axes obliques 3-aires. Une fonction invariante vis-à-vis des 
transformations du groupe D, = V (base de la représentation À) peut 
être multipliée dans la rotation C, par 1, e ou e*. En ce qui concerne 
les fonctions de base des trois représentations à une dimension 
B,. B,, B, de V, elles se transforment l’une dans l’autre dans une 
rotation autour d’un axe 3-aire (on le voit bien en prenant, par 
exemple, à titre de ces fonctions les coordonnées x, y, z elles-mêmes). 
De la sorte, on obtient trois représentations à une dimension et une 
ji à trois dimensions irréductibles (1?+ 1?+ 1+ 
+ 3? = 12). 

Envisageons enfin les groupes isomorphes O et T;. Le groupe 
TA se déduit de T par adjonction des réflexions 0, dans des plans 
contenant chacun deux axes 3-aires. La fonction de la base de la 
représentation unité À du groupe T peut être symétrique ou antisy- 
métrique vis-à-vis de ces réflexions (relevant toutes d’une même 
classe), ce qui donne deux représentations à une dimension de T4. 
Les fonctions qui sont multipliées par e ou e* dans une rotation 
autour d’un axe 3-aire (base des représentations conjuguées com- 
plexes E de T) se transforment l'une dans l’autre par réflexion 
dans un plan passant par cet axe, de sorte qu’on obtient une 
représentation à deux dimensions. Enfin, des trois fonctions de la 
base de la représentation F de groupe T, l’une se transforme par 
elle-même par réflexion (pouvant se conserver ou changer de signe), 
et les deux autres l’une dans l’autre. On obtient donc en tout 
deux représentations à une dimension, une à deux, et deux à trois 
dimensions *. 

En ce qui concerne les autres groupes ponctuels qui nous inté- 
ressent, leurs représentations se déduisent aussitôt de celles écrites, 
remarquant que ces groupes sont les produits directs des groupes 
envisagés par C; (ou C,). À savoir: 


Cn=CGxC, D,, = D, X Ci D,4= D, X Ci O,=0Xxc; 
Cin=Cs X C,; D,, =D, X C; Dy, =D, X C; 
Con = Ce X Ci Se=C; X Ci T,=TX C; 


Chacun de ces produits directs a deux fois plus de représenta- 
tions irréductibles que le groupe initial, la moitié d’entre elles 


1 Mentionnons qu’on a dans les groupes des icosaèdres des représentations 
irréductibles de plus grande dimension (4 et 5). 
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étant symétriques (on les spécifie par l'indice g) et les autres 
antisymétriques (indice u) vis-à-vis de l’inversion. Les caractères de 
ces représentations se déduisent des caractères de celles du groupe 
initial en les multipliant par + 1 [en vertu de la règle (94,24)]. 
Ainsi, on a pour le groupe D,, les représentations : 


E | 2C; | au, 


$ 96. Représentations irréductibles et classification 
des termes 


Les applications quantomécaniques de la théorie des groupes 
sont basées sur le fait que l'équation de Schrôdinger d'un système 
physique (atome, molécule) est invariante dans les transformations 
de symétrie de ce système !. Cette circonstance entraîne directement 
que, après l'application des éléments du groupe à une fonction 
satisfaisant à l'équation de Schrôdinger pour une certaine valeur 
de l'énergie (valeur propre), on doit obtenir de nouveau des solu- 
tions de cette équation avec la même valeur de l'énergie. En 
d'autres termes, dans une transformation de symétrie les fonctions 
d'onde des états stationnaires du système se rapportant à un même 
niveau d'énergie se transforment entre elles, c'est-à-dire qu'elles 
réalisent une représentation du groupe. Fait essentiel, cette 
représentation est irréductible. En effet, les fonctions se transfor- 
mant forcément entre elles dans les transformations de symétrie, 
concernent certainement un même niveau d'énergie; pour ce 
qui est de la coïncidence des valeurs propres d'énergies se 
rapportant à plusieurs groupes de fonctions (en lesquels peut être 
décomposée la base de la représentation réductible) ne se transfor- 
mant pas entre elles, elle serait le fait d'un hasard inouï*. 


1 Les méthodes de la théorie des groupes ont été introduites en mécanique 
quantique par E. Wigner, en 1926. 

2 S'il n'y a pour cela de raisons particulières. Rappelons à ce propos la 
dégénérescence « accidentelle » due au fait que l'hamiltonien du- syst peut 
avoir une symétrie plus grande que la symétrie purement géométrique envisagée 
dans ce chapitre (voir fin $ 36). 
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De la sorte, à chaque niveau d'énergie du système correspond 
une représentation irréductible de son groupe de symétrie. La dimen- 
sion de cette représentation détermine la multiplicité de la dégéné- 
rescence du niveau donné, à savoir le nombre d'états distincts cor- 
respondant à l'énergie donnée. La donnée de la représentation irré- 
ductible détermine toutes les propriétés de symétrie de l’état 
envisagé, c'est-à-dire son comportement vis-à-vis des différentes 
transformations de symétrie. 

Les représentations irréductibles de dimension supérieure à 
l'unité ne se trouvent que dans les groupes contenant des éléments 
non commutatifs (les groupes abéliens n’ont que des représentations 
irréductibles à une dimension). Il y a lieu de rappeler à ce sujet 
que le lien de la dégénérescence avec la présence d'opérateurs non 
commutatifs (mais commutant avec l’hamiltonien) a déjà été dégagé 
antérieurement par des considérations indépendantes de la théorie 
des groupes ($ 10). 

Il convient de faire une réserve essentielle en ce qui concerne 
toutes ces affirmations. Comme on l’a indiqué en son temps ($ 18), 
la symétrie vis-à-vis du changement du signe du temps (qui a lieu 
en l'absence de champ magnétique) entraîne qu'en mécanique quanti- 
que des fonctions d'onde conjuguées complexes doivent se rapporter 
à une seule et même valeur propre de l’énergie. Il s'ensuit que si 
un jeu de fonctions et un autre jeu de fonctions, conjuguées complexes 
des premières, réalisent différentes représentations (non équivalentes) 
irréductibles d’un groupe, ces deux représentations conjuguées 
complexes doivent être considérées ensemble comme une seule 
représentation physiquement irréductible de dimension double (ce 
qui sera supposé ci-dessous). Nous avions au paragraphe précédent 
des exemples de représentations de ce genre. Ainsi, le groupe C, 
n'a que des représentations à une dimension ; toutefois, deux d'entre 
elles sont conjuguées complexes et correspondent physiquement à 
des niveaux d'énergie doublement dégénérés. (En présence d’un 
champ magnétique la symétrie par rapport au changement du signe 
du temps n’a pas lieu, si bien qu’il correspond à des représentations 
conjuguées complexes différents niveaux d'énergie.) * 

Supposons qu’un système physique soit soumis à l’action d’une 
perturbation (que le système soit placé dans un champ extérieur). 
La question se pose de savoir dans quelle mesure la perturbation 
peut provoquer la désintégration des niveaux dégénérés. Le champ 


1 A strictement parler, la réalité des caractères (c’est-à-dire l’équivalence 
des représentations conjuguées complexes) n'est pas une condition suffisante 
pour assurer la possibilité du choix de fonctions réelles pour la base des re- 
présentations d'un groupe. Pour les représentations irréductibles des groupes 
ponctuels il en est, néanmoins, ainsi (mais ceci n'est plus vrai pour les groupes 
ponctuels « doubles » — voir $ 99). 
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extérieur possède de lui-même une certaine symétrie propre. Si 
cette symétrie est la même que celle du système non perturbé ou 
lui est supérieure’, alors la symétrie de l'hamiltonien perturbé 
B=H,+V coïncide avec la symétrie de l'hamiltonien non per- 
turbé H,. Aussi est-il clair qu'aucune désintégration des niveaux 
dégénérés ne peut avoir lieu dans ce cas. Mais si la symétrie de la 
perturbation est inférieure à celle du système non perturbé, la symé- 
trie de l'hamiltonien À coïncidera avec celle de la perturbation Ÿ. 
Les fonctions d'onde qui réalisaient une représentation irréductible 
du groupe de symétrie de H, réaliseront également une représenta- 
tion du groupe de symétrie de l'opérateur perturbé H, mais ilse peut 
que cette représentation soit réductible, ce qui signifie la désin- 
tégration du niveau dégénéré. Montrons sur un exemple com- 
ment la théorie des groupes permet de résoudre la question con- 
crête de la désintégration de tel ou tel niveau. 

Soit T, la symétrie d’un système non perturbé, et considérons 
un niveau trois fois dégénéré correspondant à une représentation 
irréductible F, de ce groupe; les caractères de cette représentation 
sont : 

E 8C;, 3C, 604 6, 
3 0 —1 1  —1 


Supposons le système soumis à l’action d’une perturbation de 
symétrie C,, (dont l’axe 3-aire est confondu avec l’un des axes 
de ce type de T,). Les trois fonctions d’onde du niveau dégénéré 
réalisent une représentation du groupe C,, (qui est un sous-groupe 
de Ty), les caractères de cette représentation étant simplement 
égaux aux caractères des mêmes éléments dans la représentation 
initiale du groupe Ts, à savoir 


E 2C, 30, 

3 O0 1! 
Mais cette représentation est réductible. Connaissant les caractères 
des représentations irréductibles de C.., il est facile de la décom- 


poser en ses parties irréductibles [suivant la règle générale (94,16)]. 
Ainsi, on trouve qu'elle se décompose en représentations 4, et E 


1 1] peut s'agir, par exernple, des niveaux d'énergie des couches d et f 
d'ions dans un réseau cristallin, interagissant faiblement avec les atomes voi- 
sins. La perturbation (champ extérieur) est alors le champ avec lequel les au- 
tres atomes agissent sur l'ion. 

2 Si le groupe de symétrie Æ est un pe de G, on dit que FH corres- 
pond à une symétrie inférieure à celle de @. Ï1 est évident que la symétrie de 
la somme de deux expressions, dont l’une possède la symétrie de G et l’autre 
celle de H, coïncide avec celle, inférieure, de FH. 
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du groupe C.. Le niveau triplement dégénéré F, se désintègre 
donc en un niveau non dégénéré À, et un niveau doublement dégé- 
néré E. Si le même système est soumis à l'action d’une perturba- 
tion de symétrie C,, (qui est aussi un sous-groupe de T;), les 
fonctions d'onde du même niveau F, donnent une représentation 
de caractères 

E CC, œ % 


3 —1 1 I 
En la décomposant en parties irréductibles, on trouve qu’elle con- 


tient les représentations À,, B,, B,. Ainsi, on a dans ce cas désin- 
tégration complète du niveau en trois niveaux non dégénérés. 
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La théorie des groupes permet non seulement de faire la classifi- 
cation des termes de n'importe quel système physique symétrique, 
mais elle fournit encore une méthode de recherche simple des règles 
de sélection des éléments matriciels des diverses quantités caracté- 
risant le système. 

Cette méthode est basée sur le théorème général suivant. Soit 
4{® une des fonctions de base d’une représentation irréductible (non 
unité) du groupe de symétrie. Alors son intégrale étendue à tout 
l'espace: s’annule identiquement : 


[p® 49 =0. (97,1) 


La démonstration est basée sur le fait évident que l’intégrale prise 
dans tout l’espace est invariante dans toute transformation du système 
de coordonnées, dans toute transformation de symétrie en parti- 
culier. Par suite 


Ju ag = [ Gui d9 = [ E Giro de. 


Faisons la somme de cette égalité sur tous les éléments du groupe. 
L'intégrale de gauche se multiplie simplement par l’ordre g du 
groupe, et il vient: 


g (uwag=X (ei X GP de. 
k G 


Or, on a identiquement pour toute représentation irréductible non 
unité 2G 0 [c'est là un cas particulier des relations d'ortho- 
gonalité (94,7), une des représentations irréductibles étant unité]. 
Le théorème est ainsi démontré. 


1 On entend par là l’espace de configuration du système physique donné. 
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Si + est une fonction relative à la base d'une certaine repré- 


sentation réductible du groupe, l'intégrale bd sera non nulle si 
seulement cette représentation contient la représentation unité. 
Ce théorème résulte aussitôt du précédent. 

Les éléments matriciels d'une grandeur physique f sont donnés 
par les intégrales 


<Bk| fl &i> = | piPfbi® da, (97,2) 


où les indices æ&, B spécifient les différents niveaux d'énergie du 
système, et i, k numérotent les fonctions d'onde relatives à un 
seul et même niveau dégénéré:. Désignons symboliquement les 
représentations irréductibles du groupe de symétrie du système 
physique donné, réalisées par les fonctions #{° et 4{f, par D® et D'P. 
Par le symbole D, nous désignerons la représentation du même 
groupe correspondant à la symétrie de f; elle dépend du caractère 
tensoriel de f. Ainsi, si f est un vrai scalaire, son opérateur Î est 
invariant par rapport à toutes les transformations de symétrie, si 
bien que D}, est la représentation unité. Il en est de même d’une 
quantité pseudo-scalaire quand le groupe ne contient que des axes 
de symétrie; si le groupe contient également des réflexions, D, 
est une représentation unidimensionnelle, mais non représentation 
unité. Si f est une grandeur vectorielle, D, est une représentation 
réalisée par les trois composantes du vecteur qui se transforment 
entre elles; cette transformation est en général différente pour 
les vecteurs polaires et les vecteurs axiaux. 

Les produits 4fffp{” réalisent une représentation du groupe 
exprimée par le produit direct D#xD,xD®. Les éléments de 
matrice sont non nuls si cette représentation contient la repré- 
sentation unité, ou, ce qui est la même chose, si le produit direct 
D x D® contient D}. 11 est pratiquement plus commode de décom- 
poser en parties irréductibles le produit D®XD,; par là, on con- 
naît d'emblée tous les types D'À d’états pour les transitions vers 
lesquels (à partir d’un état du type D‘) les éléments matriciels 
sont non nuls. 

Dans le cas le plus simple d’une quantité scalaire, quand D, 
est la représentation unité, on déduit aussitôt de là que seuls 
sont non nuls les éléments matriciels pour les transitions entre 
états de même type (en effet, le produit direct D'* x D'Â de deux 
différentes représentations irréductibles ne contient pas la repré. 
sentation unité, mais celle-ci est toujours contenue dans le pro. 


1 Les fonctions de base pouvant être choisies réelles après passage aux 
représentations «physiquement irréductibles», on ne fait pas de distinction 
dans (97,2) entre les fonctions d'onde et leurs conjuguées complexes. 
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duit direct d’une représentation irréductible par elle-même). Ceci 
est la formulation la plus générale du théorème, dont on a ren- 
contré maintes fois des cas particuliers. 

Un examen particulier doit être accordé aux éléments matri- 
ciels diagonaux suivant l'énergie, c’est-à-dire aux éléments pour 
les transitions entre états se rapportant à un même terme (à la 
différence des transitions entre états se rapportant à deux termes 
différents d’un même type). Nous avons dans ce cas en tout et 
pour tout un seul système de fonctions w#{®%, #{%, ..., et non deux 
systèmes différents. Les règles de sélection doivent être ici 
cherchées de différentes façons, suivant le comportement de f par 
rapport à l’inversion du temps. 

Considérons un état décrit par une fonction d'onde de la forme 


p=Ÿc;p®. La valeur moyenne de f dans cet état est donnée par 
Ê 


la somme L 
F= 2 cici<ak| fair. 


Dans l’état à fonction d'onde conjuguée complexe #° = Xc;pf® on a 
F= Zi <ok| Flair = 2 cc <ai|f| ad. 


Si la quantité f est invariante par inversion du temps, non seule- 
ment les deux états se rapportent à un seul et même niveau d'é- 
nergie, mais ils doivent encore avoir la même valeur de f. Les c, 
étant arbitraires, c’est dire que 


<ak|f|ai>=<ailf|æk>. 


Dès lors, pour trouver les règles de sélection, il faut non pas con- 
sidérer le produit direct D'®XD‘ tout entier, mais seulement 
sa partie symétrique [D‘®*]; les éléments de matrice non nuls 
existent si [D®:] contient D,.1 

Mais si f change de signe par inversion du temps, la substitu- 
tion #—-#* doit entraîner le changement du signe de f. On déduit 
de là, par le même procédé, que 


<ak|flai>=—<ai|f|ak). 
Dans ce cas, par conséquent, les règles de sélection sont détermi- 
nées par la décomposition de la partie antisymétrique du produit 
direct {D®?}. 
1 Le produit [D‘%*] contient toujours la représentation unité, si bien 


qe les éléments diagonaux (ainsi que les éléments non diagonaux entre états 
‘un même type) sont non nuls pour une grandeur scalaire. 
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Problèmes 


1. Trouver les re de sélection pour les éléments matriciels des moments 
dipolaires électrique d et magnétique um en présence de la symétrie ©. 

Solution. Le groupe O ne contient pas de réflexions; c'est pourquoi 
les vecteurs polaires (d) et axiaux (y) se transforment suivant une même re- 
['enation irréductible : F;. Les décompositions des produits directs de F; par 
es autres représentations du groupe O: 


FX A1=Fy Fi X A42= Fu FX E=Fi+Fa FX Fi=AitE+ Fit Fa () 
Fi X Fa= AstE+F;i+Fe. 
Aussi ne sont pas nuls les éléments matriciels non diagonaux (suivant l'énergie) 
pour les transitions : 
Fit A1 E Fi, Fes Fat An E, Fa, Fi 
Les produits symétriques et antisymétriques des représentations irréductibles 
du groupe O sont : 
CA] = [Ai] = A5 (E9= A+E, [F]=(F]=4+E+r, 
{E1}=— A, {Fi}={F3}=F. 
Les produits symétriques ne contiennent pas F,: c'est pourquoi les éléments 
matriciels diagonaux (suivant l'énergie) du vecteur d (invariant par inversion 
du temps) sont absents. En ce qui concerne le moment Las Les (qui change 
de signe par inversion du temps), il a des éléments matriciels diagonaux pour 
les états F, et Fa. 


2. Même problème en présence de la symétrie Daa. 
Solution. Les lois de transformation des vecteurs d et pa dans le groupe 


Dsa sont différentes : 
de dy a. E,, d; _ Asa 


xs Hy Es Hz — À3g 
(ici et ci-dessous dans les problèmes, le signe — signifie ese transforment 
suivant la représentation »). On a: 
Ex X A1g= En X Asg= Ex Eu X Aa = En X A1 = Eg 
En X En=Aig+ AsgtEg En X Eg= Ain + Asu + En 
C'est pourquoi sont différents de zéro les éléments matriciels non diagonaux 


de d,, d, pour les transitions Es € Aiy, Asp Eg5 Egt? Ain Ain E 
On trouve de la même façon les régies dé séléctiof : Te 


(2) 


(3) 


pour de: Aig €? Asus Asg 7 Ain; Eg Eu: 
pour Lx, Ly: Es Ag Ag Eg; Ent Ain Arm Eu 
pour Ur: Aig + Asg: Ain? Arms Egt Egs Ent En 
Les produits symétriques et antisymétriques des représentations irréduc- 
tibles du groupe Ds4 sont : 


[At] = [At] = [43] ea [4%] = Aig [ei] = [Ei] Eu Eg+ Ag 

{ES} ={Eù}= Are. 
Ceci montre que les éléments matriciels diagonaux (suivant l'énergie) sont 
absents pour toutes les composantes de d; pour le vecteur pu, les éléments 


matriciels diagonaux existent pour pu, pour les transitions entre états se rap- 
portant à un niveau dégénéré du type E, ou Es. 


(4) 
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8. Trouver les règles de sélection pour les éléments matriciels du tenseur 
moment électrique quadrupolaire Q;4 pour la symétrie O. 

Solution. Les composantes de Q;x (tenseur symétrique de somme Q;; 
nulle) se transforment vis-à-vis du groupe O suivant les lois : 


Qc Qxzs Que a Fa 
QxxteQut+etQrr, Qrx+etQy+eQr — E (e—eti/3). 


Décomposant les produits directs de F4 et E par toutes les représentations du 
groupe, on trouve les règles de sélection pour les éléments matriciels non dia- 
gonaux : 


pour Qu Q> Que : Fe As E, Fy Fa; Fat A E, F;, Fa; 
pour Qux Qu Qrr' Et A1, As, E5 Fit Fi Fai Fa Fa 
Les éléments matriciels diagonaux existent (ainsi qu'il résulte de (2)) dans les 
états suivants: 
pour Qu Qxr Que: Fi Fa, 
pour Qxxr Qu Qrz: E, Fi, Fe. 
4. Même problème en présence de la symétrie Dead. 
Solution. Lois de transformation des composantes de Q/, vis-à-vis du 
groupe Da: 
Qzrz — A1g: Qxx— Qu Q>y — Êg; Qxr, Qu = Es. 


Qzz se comporte comme un scalaire. Décomposant les produits directs de E, 
ar toutes les représentations du groupe, on trouve les règles de sélection pour 
es éléments matriciels non diagonaux des autres composantes de Q73: 


Egt Aigs Agr Egi Eu? Aie Arn Eu. 


Les éléments diagonaux ne sont différents de zéro (comme il résulte de (4)) 
que pour les états E, et Es. 


$ 98. Groupes continus 


Outre les groupes ponctuels finis énumérés au $ 93, on a des 
groupes ponctuels continus comprenant une infinité d'éléments. 
Ce sont les groupes des symétries axiale et sphérique. 

Le plus simple des groupes de symétrie axiale est le groupe C,, 
constitué par les rotations C(p) d’un angle œ arbitraire autour de 
l'axe de symétrie (on l’appelle groupe de rotations bidimensionnel). 
On peut considérer ce groupe comme cas limite de C, lorsque 
n—0oo. D'une manière analogue, les groupes C,,, Con Dr Don 
donnent à la limite Co», Coos D., œh- 

Une molécule est douée de symétrie axiale si seulement elle 
est constituée par des atomes alignés sur une même droite. Si alors 
elle n’est pas symétrique par rapport à son milieu, son groupe ponc- 
tuel sera C.., contenant, outre les rotations autour de l'axe, les 
réflexions ©, dans n’importe quel plan passant par cet axe. Mais si 
la molécule est symétrique par rapport à son milieu, son groupe 
ponctuel sera Don =Coo X C;. Pour ce qui est de Ce, Con, Do, 
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ils ne peuvent d'aucune manière être réalisés en tant que groupes 
de symétrie d’une molécule. 

Le groupe de symétrie sphérique totale contient les rotations 
d’un angle arbitraire autour de n'importe quel axe passant par le 
centre et les réflexions dans n'importe quel plan passant par ce 
même point, ce groupe (que nous noterons K,) est le groupe de 
symétrie d’un atome pris à part. Il contient en tant que sous-groupe 
le groupe K de toutes les rotations spatiales (on l'appelle groupe 
de rotations tridimensionnel ou simplement groupe de rotations). 
K, peut être déduit de K en ajoutant le centre de symétrie 
(K,=KX C;). 

Les éléments d’un groupe ponctuel continu peuvent être spéci- 
fiés par un ou plusieurs paramètres parcourant un ensemble continu 
de valeurs. Ainsi, dans le groupe des rotations les paramètres peuvent 
être les trois angles d’Euler définissant la rotation du système de 
coordonnées. 

Les propriétés générales des groupes finis décrites au $ 92 et les 
notions qui s’y rapportent (telles que: notions de sous-groupe, 
d'éléments conjugués, de classes, etc.) s'étendent aussitôt aux 
groupes continus. Mais deviennent caduques les affirmations inhé- 
rentes à l’ordre du groupe (par exemple, l'affirmation que l'ordre 
d’un sous-groupe est un sous-multiple de l’ordre du groupe). 

Dans Cv tous les plans de symétrie sont équivalents, de sorte 
que toutes les réflexions o, forment une classe avec un ensemble 
continu d’éléments ; l’axe de symétrie est bilatère, de sorte qu'on 
a un ensemble continu de classes contenant chacune deux éléments 
C(+ 9). Les classes de D. se déduisent directement des classes de 
Cor, puisque Der = CovX Ci. 

Dans le groupe des rotations K tous les axes sont équivalents 
et bilatères; ceci étant, les classes de ce groupe sont les rotations 
d’un angle de valeur absolue donnée |@| autour d'un axe arbitraire. 
Les classes de K, se déduisent directement des classes de K. 

La notion de représentations —réductibles et irréductibles — 
s'étend elle aussi directement au cas des groupes continus. Toute 
représentation irréductible contient un ensemble continu de matrices, 
mais le nombre de fonctions de base qui se transforment entre 
elles (la dimension de la représentation) est fini. Ces fonctions 
peuvent toujours être choisies de telle façon que la représentation 
soit unitaire. Le nombre des différentes représentations irréductibles 
d’un groupe continu est infini, mais elles constituent un ensemble 
dénombrable. On a pour les éléments matriciels et les caractères 
de ces représentations des relations d’orthogonalité, qui généralisent 
les relations analogues pour les groupes finis. Au lieu de (94,9) 
on a à présent 


(apais do = + Bas5u0um dt (98,1) 
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et au lieu de (94,10): 
\ x® (G)x'° (G)° dt = Bag \ do; (98,2) 


L'intégration dans ces formules est ce qu'on appelle intégration 
invariante sur un groupe; l'élément d'intégration dr; s'exprime 
d'après les paramètres du groupe et leurs différentielles, et ceci 
de telle sorte que, lorsqu'il est soumis à toutes les transformations 
du groupe, il donne à nouveau un élément d'intégration. Ainsi, 
dans le groupe des rotations on peut prendre dr,= sin f da df dy, 
où a, B, y sont les angles d’Euler déterminant la rotation du 
système de coordonnées ($ 58); on a dans ce cas [dra= 8%. 


Nous avons en fait trouvé les représentations irréductibles du 
groupe de rotations tridimensionnel (sans faire usage de la termi- 
nologie de la théorie des groupes) lorsque nous cherchions les valeurs 
propres et les fonctions propres du moment total. Les opérateurs 
des composantes du moment coïncident (à un facteur constant près) 
avec les opérateurs de rotations infinitésimales?, et les valeurs 
propres du moment caractérisent le comportement des fonctions 
d'onde dans les rotations de l’espace. À la valeur du moment j 
correspondent 2j + 1 fonctions propres différentes ÿ,, se distinguant 
par les valeurs de la projection m et se rapportant à un niveau 
d'énergie (2j + 1) fois dégénéré. Dans les rotations du système de 
coordonnées ces fonctions se transforment entre elles, réalisant de 
la sorte des représentations irréductibles du groupe des rotations. 
Par conséquent, au point de vue de la théorie des groupes, les 
nombres j numérotent les représentations irréductibles du groupe 
de rotations, à chaque j correspondant une seule représentation à 
(2j+ 1) dimensions. Le nombre j parcourt des valeurs entières et 
demi-entières, de sorte que la dimension 2j + 1 des représentations 
parcourt toutes les valeurs entières 1, 2, 3, ... 

Les fonctions de base de ces représentations ont été en fait 
déjà étudiées aux $ 56, 57 (et les matrices des représentations ont 
été trouvées au $ 58). La base de la représentation pour j donné 
est constituée par les 2j + 1 composantes indépendantes du spineur 
symétrique de rang 2j (auxquelles est équivalent l’ensemble de 
2j+ 1 fonctions ,,). 


1 Les assertions relatives aux propriétés des représentations irréductibles 
des groupes continus ne sont légitimes que si les intégrales (98,1-2) convergent ; 
notamment, déit être fini le evolume du groupe» do. Cette condition est 
observée pour les groupes ponctuels continus (elle ne l'est pas, par exemple, 
pour le DA de Lorentz, que nous rencontrerons en théorie relativiste). 

a 


3 Selon la terminologie mathématique, ces opérateurs sont dits générateurs 
du groupe des rotations. 
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Les représentations irréductibles du groupe de rotations corres- 
pondant aux valeurs demi-entières de j se distinguent par une par- 
ticularité essentielle. Le fait est que dans une rotation de 2x les 
fonctions de leur base (composantes d’un spineur de rang impair) 
changent de signe. Mais, comme une rotation de 2x coïncide avec 
l'élément unité du groupe, on conclut que les représentations avec 
des j demi-entiers sont binaires : à chaque élément du groupe (à cha- 
que rotation autour d’un axe d’un angle q, 0<®< 2x) correspond 
dans une telle représentation non pas une, mais deux matrices avec 
des caractères de signes contraires1. 

Un atome isolé possède, comme on l'a déjà dit, la symétrie 
K,=KXC:;. Ceci étant, au point de vue de la théorie des groupes, 
il correspond à chaque terme de l'atome une représentation irré- 
ductible du groupe de rotations K (elle détermine la valeur du 
moment total J de l'atome) et une représentation irréductible de C; 
(ce qui détermine la parité de l'état). 

Lorsqu'on place l'atome dans un champ électrique extérieur 
ses niveaux d'énergie se désintègrent. Le nombre des différents 
niveaux qui apparaissent alors et la symétrie des états correspondants 
peuvent être déterminés par la méthode du $ 96. A cet effet, il faut 
décomposer la représentation réductible à 2/+1 dimensions du 
groupe de symétrie du champ extérieur (réalisée par les fonctions 
Ÿym) en représentations irréductibles de ce groupe. Ceci implique 
la connaissance des caractères de la représentation réalisée par les. 

Les caractères des représentations irréductibles des éléments 
d’une classe étant les mêmes, il suffit d'envisager les rotations 
autour d’un seul axe, l’axe des z. Dans une rotation de @ autour 
de l'axe des z, les fonctions d’onde +,,, sont multipliées, comme 
on sait, par efMe, M étant la projection du moment sur l'axe 
donné. Dès lors, la matrice de la transformation des ,, est dia- 


1 Il est à spécifier que les représentations binaires du groupe ne sont pas 
des représentations au vrai sens du mot, étant réalisées par des fonctions de 
base non uniformes; voir également $ 99. 

3 En outre, l'hamiltonien de l'atome est invariant dans les permutations 
des électrons. À l'approximation non relativiste, les fonctions d'onde de coor- 
données et de spin se séparent, et il est loisible de parler des représentations 
du groupe de permutations réalisées par les fonctions de coordonnées. La donnée 
d'une représentation irréductible du groupe de permutations détermine le spin 
total de l'atome S ($ 63). Mais si l'on tient compte des interactions relativistes, 
la séparation des fonctions d'onde en parties de coordonnées et de spin est 
impossible. La symétrie dans les permutations simultanées des coordonnées et 
des spins des particules n’aboutit pas à une caractéristique quelle qu'elle soit 
du terme, le principe de Pauli ne laissant subsister que les fonctions d'onde 
totales antisymétriques sur tous les électrons. Ceci correspond au fait que, 
lorsqu'on tient compte des interactions relativistes, le spin ne se conserve pas 
à strictement parler (seul se conserve le moment total J). 
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gonale et son caractère 


(= Ÿ ee= 


U+D 9-0 


NE el? —] ÿ 
ou 
__ sin (J + 1/2) 
x (q)= ET e + : (98,3) 


Vis-à-vis de l’inversion 7, toutes les fonctions 4, avec diffé- 
rents M se comportent identiquement : elles se multiplient par +1 
ou par —1 selon que l’état de l'atome est pair ou impair. Aussi 


le caractère 
X2 ()=2+ (27 +1). (98,4) 


Enfin, les caractères correspondant à la réflexion dans un plan © 
et à la réflexion-rotation de l'angle @ se calculent en mettant ces 
représentations de symétrie sous la forme 


o=1C, S(p)=1C(rx+). 


Arrêtons-nous encore sur les représentations irréductibles du 
groupe de symétrie axiale C... Cette question a été, en fait, résolue 
quand nous avons explicité la classification des termes électroniques 
d'une molécule diatomique, qui possède précisément la symétrie Cso 
(si les deux atomes sont différents). Aux termes 0+ et 0- (termes 
avec Q—0) correspondent deux représentations à une dimension : 
la représentation unité À, et une représentation À, où la fonction 
de base est invariante dans toutes les rotations et change de signe 
par réflexion dans les plans o,. Quant aux termes doublement 
dégénérés avec Q = 1, 2, ..., il leur correspond des représentations 
à deux dimensions qu’on note E,, E,, ... Les fonctions de leurs 
bases se multiplient par e+‘® dans une rotation de @ autour de 
l'axe, et se transforment entre elles dans les réflexions dans les 
plans o,. Les caractères de toutes ces représentations : 


Co | E 2C(p) © 


À, l l 1 (98,5) 
À, 1 1 —1 
E, 2 2coskp 0 


L Pour éviter tout malentendu soulignons que cette formule correspond à 
une paramétrisation des éléments du groupe différente de la paramétrisation 
par les angles d'Euler : la transformation est donnée par la direction de l'axe 
de rotation et l’angle @ de rotation autour de cet axe. On peut montrer que, 
our une telle paramétrisation, l'intégration, dans (98,2) par exemple, doit se 
aire sur 2 (1—cos q) dp do, do étant l'élément d'angle solide pour la direction 
de l'axe de rotation. 


$ 991 REPRÉSENTATIONS BINAIRES DES GROUPES PONCTUELS FINIS 449 


Les représentations irréductibles de Don = CsvX C; se déduisent 
directement des représentations de C... (et correspondent à la clas- 
sification des termes d’une molécule diatomique à noyaux iden- 
tiques). Si l’on prend pour & des valeurs demi-entières, les fonc- 
tions et'®® réalisent des représentations binaires irréductibles de 
Css correspondant aux termes d’une molécule de spin demi-entier ?. 


$ 99. Représentations binaires des groupes ponctuels finis 


Il correspond aux états d’un système de spin demi-entier (et 
donc de moment total demi-entier) des représentations binaires du 
groupe ponctuel de symétrie de ce système. C'est là une propriété 
générale des spineurs, qui est donc vraie aussi bien pour les groupes 
ponctuels continus que pour les groupes ponctuels finis. Ceci étant, 
la nécessité s'impose de la recherche des représentations irréductibles 
binaires des groupes ponctuels finis. 

Comme on l’a déjà dit, les représentations binaires ne sont, en 
fait, pas de vraies représentations d’un groupe. Ne s’y rapportent 
pas, notamment, les relations dont il a été question au $ 94, et, 
lorsque dans ces relations [par exemple dans la relation (94,17) 
pour la somme des carrés des dimensions des représentations irré- 
ductibles] il s'agissait de toutes les représentations irréductibles, 
nous n'avions en vue que les représentations vraies, unaires. 

Pour trouver les représentations binaires, il est commode d’avoir 
recours à la méthode ‘artificielle suivante (H. 4. Bethe, 1929). 
Introduisons d'une manière purement formelle la notion du nouvel 
élément d’un groupe (nous le noterons Q) que sera la rotation de 
2n autour d’un axe arbitraire; on distinguera cet élément de l’unité, 
mais on le confondra avec E lorsqu'il est appliqué deux fois de 
suite: Q*—=E. Dès lors, les rotations C, autour d’un axe de symé- 
trie n-aire ne donneront des transformations identiques que si elles 
sont appliquées 2n fois (et non n fois): 


Ci=Q, Ch=E. (99,1) 


L'inversion /, en tant qu'élément commutant avec n'importe 
quelle rotation, doit, appliquée deux fois de suite, donner, comme 


1 A la différence du groupe de rotations tridimensionnel, on pourrait ici, 
par un choix approprié des valeurs fractionnaires de ©, obtenir non seulement 
des représentations unaires et binaires, mais encore des représentations ternai- 
res et supérieures. Mais les valeurs propres physiquement possibles du moment 
cinétique, en tant qu'opérateur de rotation infinitésimale tridimensionnelle, 
sont précisément déterminées par les représentations du groupe de rotations 
à trois dimensions. Aussi, bien qu’elles puissent être mathématiquement déter- 
minées, les représentations ternaires (et supérieures) du groupe de rotations 
re dimensions (ainsi que de tout groupe de symétrie fini) n’ont pas de sens 
physique. 


29-50 
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auparavant, ÆE. Mais deux réflexions dans un plan vaudront Q, 
et non E 
o? — Q, ot _ E (99,2) 


(ceci résulte de ce qu’une réflexion peut s'écrire sous la forme 
©, = 1C,). Nous obtenons finalement un ensemble d'éléments formant 
un groupe de symétrie ponctuel fictif, d'ordre double de celui du 
groupe initial; un tel groupe sera dit groupe ponctuel double. 
Les représentations binaires d'un vrai groupe ponctuel seront évi- 
demment unaires, c'est-à-dire de vraies représentations du groupe 
double correspondant, de sorte que les méthodes usuelles s'appli- 
quent à leur recherche. 

Le nombre de classes dans le groupe double est plus grand que 
dans le groupe initial (mais non double en général). L'élément Q 
commutant avec tous les autres éléments du groupe, il constitue 
toujours par lui-même une classe. Si l’axe de symétrie est bilatère, 
ceci signifie que dans le groupe double les éléments CÀ et C2-*— 
—QC%"* sont conjugués. Ceci étant, en présence d’axes binaires la 
répartition des éléments en classes dépend aussi du fait que ces 
axes sont ou non bilatères (dans les groupes ponctuels usuels ceci 
n'est pas essentiel, C, coïncidant avec son inverse C71). 

Ainsi, dans 7 les axes binaires sor: équivalents et chacun d'eux 
est bilatère, les axes ternaires étant équivalents mais non bilatères. 
Ceci étant, les 24 éléments du groupe “ouble: T’ se répartissent en 
7 classes: E, Q, une classe de trois rotations C, et de trois rota- 
tions C,Q, les classes 4C,, 4Ci, 4C,Q, 4CiQ. 

Du nombre de toutes les représentations irréductibles du groupe 
ponctuel double sont, primo, les représentations coïncidant avec 
les représentations unaïres du groupe simple (à l’élément Q, ainsi 
qu'à E, correspondant la matrice unité) et, secundo, les représenta- 
tions binaires du groupe simple, à l'élément Q correspondant la 
matrice unité négative; ce sont précisément ces dernières représen- 
tations qui nous intéressent actuellement. 

Les groupes doubles €, (7=1, 2, 3, 4, 6) et S,, ainsi que les 
groupes simples qui leur correspondent, sont des groupes cycliques*. 
Leurs représentations irréductibles sont toutes à une dimension et 
peuvent être trouvées sans difficulté particulière, comme on l’a 
expliqué au $ 95. 


1 C'est évident pour les rotations et l'inversion: pour la symétrie plane, 
ceci résulte du fait qu'elle peut se mettre sous forme de produit d'une inversion 
et d'une rotation. 

2 Nous distinguerons les groupes doubles en affectant d'un accent le sym- 
bole du groupe ordinaire. ; 

3 Les groupes Ss == Ci, Se mm Css, eux, qui contiennent l'inversion /, sont 
abéliens, mais non cycliques. 
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Les représentations irréductibles des groupes D; (ou de leurs 
isomorphes C;.) peuvent être trouvées de la même manière que 
pour les groupes simples correspondants. Ces représentations sont 
réalisées par des fonctions de la forme etf*v, @ étant l'angle de 
rotation autour de l’axe n-aire, et on prendra pour k des valeurs 
demi-entières (les valeurs entières correspondant aux représentations 
unaïires ordinaires). Les rotations autour des axes binaires horizon- 
taux transforment ces fonctions entre elles, et la rotation C, les 
multiplie par e+2%k/n, 

Un peu plus difficile est la déduction des représentations des 
groupes cubiques doubles. Les 24 éléments de T’ se répartissent 
en sept classes. Aussi a-t-on 7 représentations irréductibles, dont 
4 coïncident avec celles du groupe simple T. La somme des car- 
rés des dimensions des trois autres représentations doit être égale 
à 12, ce qui entraîne qu'elles sont toutes à deux dimensions. Les 
éléments C, et C,;,Q appartenant à une même classe, on a y(C,)= 
=%(C,Q)=—%X(C,), et l'on en déduit que dans toutes les trois 
représentations x(C,)—=0. Puis, des trois représentations une au 
moins est réelle, les représentations complexes devant être deux 
à deux conjuguées. Considérons cette représentation et supposons 
la matrice de l'élément C, diagonalisée (soient a,, a, ses éléments 
diagonaux). Comme C:= 0, on a aÿ—=a=—1|. Pour que x (C,)= 
-=0,+a, soit réel, il faut prendre a, =e%/s, a,=e-%/s, On en dé- 
duit que x(C;,)=1, x(Ci)=a+ai=—1. On a ainsi trouvé une 
des représentations cherchées. Composant ses produits directs avec 
les deux représentations unidimensionnelles conjuguées complexes 
du groupe T, on trouve les deux autres représentations. 

Par des raisonnements analogues, sur lesquels nous n’insisterons 
pas, peuvent être trouvées les représentations de O‘’. On a donné 
dans le tableau 8 récapitulatif les caractères des représentations des 
groupes doubles énumérés (seules sont données les représentations 
correspondant aux représentations binaires des groupes ordinaires). 
Les groupes doubles qui lui sont isomorphes ont les mêmes repré- 
sentations. 

Les autres groupes ponctuels sont soit isomorphes aux groupes 
considérés, soit encore s'en déduisent en faisant leurs produits 
directs par C;, de sorte que leurs représentations ne nécessitent 
pas un calcul à part. 

Pour les mêmes raisons que pour les représentations ordinaires, 
deux représentations binaires conjuguées complexes doivent être 
confondues en une seule représentation physiquement irréductible 
de dimension double. Quant aux représentations binaires à une 
dimension, elles doivent être doublées même si leurs caractères 
sont réels. Le fait est que ($ 60) dans le cas d’un système de spin 
demi-entier les fonctions d’onde conjuguées complexes sont linéai- 
rement indépendantes. Ceci étant, si l'on a une représentation 
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Tableau 8 
Représentations binaires des groupes ponctuels 
’ ci cn cr 
D E ©Q 
: cQ ci Q cQ 
E’ 2 —2 0 0 0 
; Ca ci 
Ds | E ©@ ci co 3U, 3U:Q 
, 1  —] 1 l ê —i 
E { 1 1 _] 1 D i 
Es 2 —2 1 1 0 0 
D; E Q GC; Cs ci Ce C  3U, aU: 
C:Q C3Q OC3Q C6Q C«Q 3U:Q 3U:Q 
Ei 2 —2 0 1  —1 V3 —V3 0 0 
Es 2 —2 0 1 —1 —ÿy3 ÿ3 0 0 
E; 2 —2 0 —2 2 0 0 0 0 
: C, C; ci QU» 2: 
D E : 
‘ ca  cia ca 2.0 2v:a 
E; 2 —2 0 V2 —yY2 0 0 
Es 2 —2 0 V2 V2 0 0 
3C 
T' E Q 4Cs 4C3 4C:Q 4CiQ 3C,Q 
E' DS =, I 0 
29 -2 £ —& —e e? 0 
G { 2 9 et —e —# e 0 
4C3 4C3 O3CŸ 3C, 3Ci 62 
O0" E Q 2 2 3 6C Q 
4C5Q 4C3Q 3C1Q 3C3Q 3C,Q 2 
E; 2 —2 1 0 V2—Y2 0 
Es 2 —2 1 0 —ÿY2 Y2 0 
G' 4 —4 —] I 0 0 0  o 
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binaire à une dimension de caractères réels! (réalisée par une cer- 
taine fonction +), bien que la fonction conjuguée complexe #* se 
transforme suivant une représentation équivalente, on peut affirmer 
que + et * sont linéairement indépendantes. Puisque, par ailleurs, 
des fonctions d'onde conjuguées complexes doivent appartenir à un 
seul et même niveau d'énergie, on voit que dans les applications 
physiques une telle représentation doit être doublée. 

Tout ce qui a été dit au $ 97 du procédé de détermination des 
règles de sélection pour les éléments de matrice de diverses gran- 
deurs physiques f subsiste pour les états d’un système à spin de- 
mi-entier, avec seulement un changement pour les éléments ma- 
triciels diagonaux (suivant l'énergie). En reprenant les raisonnements 
de la fin du $ 97, compte tenu cette fois-ci des formules (60, 2-3), 
on trouve que si la quantité f est paire ou impaire vis-à-vis de 
l'inversion du temps, pour trouver les rêgles de sélection, on doit 
considérer respectivement le produit antisymétrique {D(2} ou sy- 
métrique [D] de la représentation D par elle-même— inverse 
en comparaison de la règle énoncée au $ 97, vraie pour les sys- 
tèmes à spin entier?. 


Problème 


Déterminer le mode de désintégration des niveaux d'un atome (de valeurs 
du moment total J données) placé dans un champ à symétrie cubique O.° 

Solution. Les fonctions d'onde des états de l’atome de moment J et 
de différentes valeurs M7 réalisent une représentation réductible à 2/ +1 dimen- 
sions de O avec des caractères déterminés par la formule (98,3). Décomposant 
cette représentation en parties irréductibles (unaires pour J entier et binaires 
pour J demi-entier), nous déterminons par là même la désintégration cherchée 
(cf. $ 96). Nous énumérons les parties irréductibles des représentations correspon- 
dant à quelques-unes des premières valeurs de J : 


Jz=0 1/21 3/22 2 5/2 3 
A1 Ei Fi Gi E+Fa Est+G Ai+FitFa 


1 Les groupes Ca avec des n impairs possèdent de telles représentations : 
leurs caractères sont égaux à %(CË)=(—1)4. 

3 En relation avec l'application de ces règles, notons que, dans le cas des 
représentations binaires, la représentation unité est contenue non pas dans le 
produit symétrique, mais dans le produit antisymétrique de la représentation 
par elle-même. Pour la représentation binaire de dimension 2 le éréduit {Diar2| 
coïncide simplement avec la représentation unité. 

3 [1 peut s'agir, par exemple, d’un atome dans un réseau cristallin. Notons 
de même que l'existence ou l'absence d’un centre de symétrie dans le groupe 
de symétrie du champ extérieur n'a pas d'importance pour la question envisa- 
gée, car le comportement de la fonction d'onde dans une inversion (parité ou 
imparité du niveau) est étranger au moment J. 


CHAPITRE XIil 
MOLÉCULES POL YATOMIQUES 


$ 100. Classification des vibrations moléculaires 


Appliquée aux molécules polyatomiques, la théorie des groupes 
résout tout d'abord la question de la classification de leurs 
termes électroniques, c’est-à-dire de leurs niveaux d'énergie pour 
une configuration donnée des noyaux. Ils se ciassent suivant les 
représentations irréductibles du groupe de symétrie ponctuel de la 
configuration des noyaux envisagée. Il importe alors de souligner le 
fait évident que la classification ainsi obtenue concerne précisément 
la configuration des noyaux envisagée, car la symétrie de la con- 
figuration est en général altérée par le déplacement des noyaux. 
Il s’agit d'ordinaire d'une configuration correspondant à la posi- 
‘tion d'équilibre des noyaux. Dans ce cas la classification conserve 
encore en quelque sorte son sens lors des petites vibrations des 
noyaux, mais pour autant que ces vibrations peuvent être consi- 
dérées comme petites. 

Dans la molécule diatomique nous ne nous sommes pas heur- 
tés à une telle question, sa symétrie axiale étant évidemment con- 
servée pour tout déplacement des noyaux. Il en va de même des 
molécules triatomiques. Les trois noyaux sont toujours dans un 
plan, qui est un plan de symétrie de la molécule. Dès lors, la 
classification des termes électroniques d’une molécule triatomique 
par rapport à ce plan (symétrie ou antisymétrie des fonctions d'onde 
par réflexion dans le plan) est toujours possible. 

Une règle empirique joue pour les termes électroniques normaux 
des molécules polyatomiques, stipulant que, pour la grande majo- 
rité des molécules, la fonction d'onde de l’état électronique normal 
est complètement symétrique (cette règle a déjà été mentionnée 
au $ 78 pour les molécules diatomiques). Autrement dit, elle est 
invariante vis-à-vis de tous les éléments du groupe de symétrie 
de la molécule, c’est-à-dire se rapporte à la représentation irréduc- 
tible unité du groupe. 

L'application de la théorie des groupes est particulièrement 
essentielle dans l'étude des vibrations moléculaires (E. Wigner, 
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1930). 11 importe de faire précéder l'étude quantomécanique de 
cette question par une étude purement classique des vibrations 
d’une molécule en tant que système constitué par un certain nom- 
bre de particules interagissantes (noyaux). 

Comme on l'a vu en mécanique (voir 1 $& 23, 24), un sys- 
tème de N particules (non alignées sur une droite) possède 3N —6 
degrés de liberté vibratoires;, du nombre total 3N degrés de liberté, 
trois correspondent au mouvement de translation et trois au mou- 
vement de rotation du système considéré comme un tout 1. L’éner- 
gie du système de particules accomplissant de petites vibrations 
peut s’écrire sous la forme 


(| . 1 
E=T Zita + 7 Lentin, (100,1) 


min k;, étant des coefficients constants et u; les composantes des 
vecteurs déplacements des particules depuis leurs positions d’équi- 
libre (les indices i, k numérotent aussi bien les composantes des 
vecteurs que les particules elles-mêmes). Par une transformation 
linéaire convenable des u;, on peut éliminer de (100,1) les coor- 
données correspondant au mouvement de translation et à la rota- 
tion du système, et on peut choisir les coordonnées vibratoires de 
sorte que les deux formes quadratiques dans (100,1) se réduisent 
à des sommes de carrés. Normalisant ces coordonnées de manière 
à égaler à l’unité tous les coefficients dans l’expression de l'énergie 
cinétique, on obtient l'énergie de vibration sous la forme : 


=52 Qu+rZLuX Qu. (100,2) 
.& L2 


Les coordonnées vibratoires Q4, sont dites normales, les &x 
sont les fréquences des vibrations indépendantes qui leur correspon- 
dent. Une seule et même fréquence peut correspondre à plusieurs coor- 
données normales (elle est dite alors multiple); l'indice &« de la 
coordonnée normale correspond au numéro de la fréquence, et l’in- 
dice i=1, 2, ..., f« numérote les coordonnées relatives à une seule 
et même fréquence (f, est la multiplicité de la fréquence). 

L'expression (100,2) pour l'énergie de la molécule doit être 
invariante dans les transformations de symétrie. C'est dire que, 
dans toute transformation se rapportant au groupe de symétrie 
ponctuel de la molécule, les coordonnées normales Qu, i=1, 2, 
..., fa (pour chaque & donné) se transforment linéairement entre 
elles, et de telle façon que la somme des carrés SH Q3% reste in- 

Ë 


1 Si toutes les particules sont alignées sur une droite, le nombre de degrés 
vibratoires est 3N —5 (il correspond alors à la rotation en tout deux coordon- 
nées, de sorte qu’il est dénué de sens de parler de la rotation d’une molécule 
linéaire autour de son axe). 
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changée. En d'autres termes, les coordonnées normales se rapportant 
à chaque fréquence propre donnée des vibrations de la molécule 
réalisent une représentation irréductible de son groupe de symé- 
trie; la multiplicité de la fréquence détermine la dimension de la 
représentation. L'irréductibilité résulte des mêmes considérations 
exprimées au $ 96 à propos des solutions de l'équation de Schrô- 
dinger. La coïncidence des fréquences correspondant à deux diffé- 
rentes représentations irréductibles serait un hasard inouï. Une 
réserve doit être faite de nouveau : les coordonnées physiquement 
normales étant, de par leur essence, des quantités réelles, deux 
représentations conjuguées complexes correspondent physiquement 
à une fréquence propre de multiplicité double. 

Ces considérations permettent de faire la classification des vi- 
brations propres d’une molécule sans avoir à résoudre le difficile 
problème de la détermination concrète de ses coordonnées normales. 
Pour cela, il faut d’abord trouver (par le procédé décrit ci-dessous) 
la représentation réalisée simultanément par toutes les coordonnées 
vibratoires (nous l’appellerons représentation vibratoire totale); 
cette représentation est réductible, et, la décomposant en parties 
irréductibles, nous déterminons par là même la multiplicité des 
fréquences propres et les propriétés de symétrie des vibrations cor- 
respondantes. Il se peut alors qu'une seule et même représentation 
irréductible figure plusieurs fois dans la représentation totale : cela 
signifie qu'on a plusieurs fréquences différentes de même multipli- 
cité avec des vibrations de même symétrie. 

Pour trouver la représentation vibratoire totale, nous partirons 
du fait que les caractères de la représentation sont invariants par 
transformation linéaire des fonctions de la base. Aussi pourra-t-on 
se servir pour les calculer en tant que fonctions de base non pas 
des coordonnées normales, mais simplement des composantes u; des 
vecteurs déplacements des noyaux depuis leurs positions d'équilibre. 

Il est tout d'abord évident que lors du calcul du caractère d'un 
élément G du groupe ponctuel il faut considérer seulement ceux 
des noyaux qui (plus exactement, les positions d'équilibre desquels) 
restent en place dans la transformation de symétrie donnée. En 
effet, si dans la rotation ou la réflexion G considérée le noyau 1 
vient occuper une nouvelle position, occupée jusqu'alors par un 
noyau identique 2, cela signifie que dans l'opération G le dépla- 
cement du noyau se transforme à l’aide du déplacement du noyau 2. 
En d’autres termes, on n'aura certainement pas d'éléments 
diagonaux dans les lignes de la matrice G;, qui correspondent à 
ce noyau (c'est-à-dire à son déplacement u,). Quant aux composan- 
tes du vecteur déplacement du noyau, dont la position d'équilibre 
n'est pas affectée par l'opération G, elles se transforment exclu- 
sivement entre elles, de sorte qu’on peut les considérer indépendam- 
ment des vecteurs déplacements des autres noyaux. 
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Envisageons d’abord une rotation C(@) d’un angle @ autour 
d’un axe de symétrie. Soient u,, u,, u, les composantes du vec- 
teur déplacement d’un noyau dont la position d'équilibre se trouve 
sur l'axe même, et n’est donc pas affectée par la rotation. Par 
rotation, ces composantes se transforment, ainsi que les composan- 
tes de n’importe quel vecteur ordinaire (polaire), d'après les for- 
mules suivantes (l’axe des z est confondu avec l'axe de symétrie) : 

Ux = U, COS P +u,, Sin p, 

uy= —u, Sin ® +u,, cos p, 

U; =U,. 
Le caractère, savoir la somme des termes diagonaux de la matrice 
de transformation, est égal à 1+2cos. Si l'on a en tout Nc 
noyaux sur l'axe donné, le caractère total vaut alors: 


Ne(1+2 cos p). (100,3) 


Mais ce caractère répond à la transformation de tous les 3N dépla- 
cements u;; aussi faut-il séparer la partie correspondant aux trans- 
formations de translation et de rotation (petite) de la molécule 
tout entière. La translation est déterminée par le vecteur dépla- 
cement U du centre d'inertie de la molécule; la partie correspon- 
dante du caractère est donc égale à 1+2cos. En ce qui concerne 
la rotation de la molécule tout entière, elle est déterminée par le 
vecteur ôQ de l’angle de rotation. 8@ est un vecteur axial ; mais 
dans les rotations du système de coordonnées un vecteur axial se 
conduit comme un vecteur polaire. Il correspond donc aussi à ôQ 
le même caractère 1+2cosæ. Par conséquent, nous devrons dédui- 
re en tout de (100,3) la quantité 2(1+2cos). De la sorte, on 
trouve finalement le caractère 4(C) de la rotation C(œ) dans la 
représentation vibratoire totale : 
x(C)=(Nc—2)(1+2 cos p). (100,4) 
Le caractère de l'élément unité E est, évidemment, simplement 
égal au nombre total de degrés de liberté vibratoires: %(E)= 
—=3N —6 [ce qui s'obtient aussi de (100,4) pour N=N, p=0|]. 
On calcule d’une manière analogue le caractère de la transfor- 
mation réflexion-rotation S() (rotation de l'angle @ autour de 
l’axe des z et réflexion dans le plan xy). Dans cette transforma- 
tion un vecteur se transforme suivant les formules : 


u, = U, COS p +u, sin, 
u,=— u, Sin +4, cos p, 
u, =— U, 
1 Comme on le sait, un angle de rotation petite peut être considéré comme 
un vecteur ôQ de valeur absolue égale à l'angle de rotation et dirigé le long 


de l’axe de rotation d’après la règle du tire-bouchon. Le vecteur 6Q@ ainsi défini 
est évidemment axial. 
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ce à quoi correspond un caractère égal à —1+2cos p. Ceci étant, 
le caractère de la représentation réalisée par tous les 3N déplace- 
ments u, est égal à 


Ns(—1+20cos y), (100,5) 


N$s étant le nombre des noyaux non affectés par l'opération S (œ) 
(ce nombre peut, évidemment, être soit zéro, soit l'unité). Au vec- 
teur déplacement du centre d'inertie U correspond le caractère 
—1+2cosp. Quant à ô6Q, étant un vecteur axial, il ne change 
pas par inversion du système de coordonnées ; par ailleurs, la trans- 
formation réflexion-rotation S(p) peut être mise sous la forme: 


S(p)=C(p)o,=C(P)C,I=C(n+oœ)1, 


c'est-à-dire d'une rotation de x+@ suivie d’une inversion. C'est 
pourquoi le caractère de la transformation S() appliquée à 6Q est 
égal au caractère de la transformation C (x + q) appliquée à un vec- 
teur ordinaire, c'est-à-dire à 1+2cos(x+@p)=—1—2cos . 
La somme (—1+2cosp)+(1—2cosp)—0, et nous sommes 
conduits à ce résultat que l’expression (100,5) est directement égale 
au caractère cherché 4(S) de la transformation réflexion-rotation 
S (æ) dans Ia représentation totale : 


x(S)=Ns(—1+20c0os p). (100,6) 


Notamment, le caractère de la réflexion plane (p—0)est égal à 
x(o)=Ns, et le caractère de l’inversion à (g=x): x(/)=—3N, 

Une fois déterminés les caractères x de la représentation vi- 
bratoire totale, il ne reste qu'à la décomposer en représentations 
irréductibles, ce qu’on réalise suivant la formule (94,16) à l'aide 
des tableaux des caractères donnés au $ 95 (voir les problèmes à 
la fin du présent paragraphe). 

Pour la classification des vibrations d’une molécule linéaire 
il n'est pas besoin de mettre en œuvre la théorie des groupes. Le 
nombre total de degrés de liberté vibratoires est égal à 3N —5. 
Parmi les vibrations, il y a lieu de distinguer celles au cours des- 
quelles les atomes restent sur une même droite de celles ne réali- 
sant pas cette condition. Le nombre de degrés de liberté de N 
particules se mouvant le long d’une droite est N; l’un d’entre eux 
correspond à la translation de la molécule tout entière. Il s'ensuit 
que le nombre des coordonnées normales des vibrations laissant les 
atomes sur une droite est N—1; il leur correspond, en général, 
N — 1 différentes fréquences propres. Les autres (3N —5)—(N — 1) — 
— 2N —4 coordonnées normales se rapportent aux vibrations alté- 


1 Si la molécule est symétrique par rapport à son milieu, une nouvelle 
caractéristique des vibrations apparaît, que nous retrouverons au problème 10 
de ce paragraphe. 
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rant la linéarité de la molécule ; il leur correspond N —2 fréquences 
doubles différentes (à chaque fréquence répondent deux coordonnées 
normales correspondant à des vibrations identiques dans deux plans 
orthogonaux) . 


Problèmes 


1. Faire la classification des vibrations normales de la molécule NH, (py- 
et) régulière d'atome N au sommet et d’atomes H aux angles de base, 
ig. 41). 

: Solution. Le groupe de symétrie ponctuel de la molécule est C;,. Les 
rotations autour de l’axe ternaire ne laissent en place qu'un atome (N), et les 
réflexions planes deux atomes chacune 
(Net un atome H). D'après les formules 
(00 (100,6), on trouve les caractères de 
a représentation vibratoire totale : 


E 23 3% 
6 © 2: 


4 u 

Décomposant cette représentation en par- 4 

ties irréductibles, on trouve qu'elle 1! 
contient deux fois la représentation À: 
et deux fois E. On a donc deux fré- 

ss - > 

0 
FRS 


quences simples correspondant aux vi- 
brations du type A, conservant la sy- 
métrie totale de la molécule (on les ap- 
pelle vibrations totalement symétriques), 


H 
Fig. 41 Fig. 42 


et deux fréquences doubles correspondant aux coordonnées normales se trans- 
formant entre elles suivant la représentation E. 

2. Même problème pour la molécule H,O (fig. 42). 

Solution. Le groupe de symétrie est C:,. La transformation C;, laisse 
en place l'atome ©, la transformation a, (réflexion dans le plan de la molé- 
cule) conserve tous les trois atomes, et o,, seulement ©. Les caractères de la 
représentation totale sont : 

C3 O9 © 
3 1 3 1 
Cette représentation se décompose en représentations irréductibles: 24,, 1B;, 
c'est-à-dire ges a deux vibrations totalement symétriques et une vibration 
dont la symêtrie est déterminée par la représentation B,; toutes les fréquen- 


ces sont simples (on a représenté sur la fig. 42 les vibrations normales corres- 
pondantes). 


1 Utilisant les notations des représentations irréductibles de Cxv (cf. $ 98), 
on peut dire qu’on a N—1 vibrations du type A4, et N—2 vibrations du 
type Ei. 
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3. La même chose pour la molécule CH, CI (fig. 43, a). 

Solution. Le groupe de symétrie de la molécule est C3,. On trouve de 
la même manière qu'il y a trois vibrations totalement symétriques du type À: 
et trois vibrations doubles du type E. 

4. La même chose pour CH, (l'atome C occupe le centre et les atomes H 
les sommets du tétraèdre ; fig. 4 È 


. 


Fig. 43 


Solution. La symétrie de la molécule est T4, Vibrations: 141, 1E,2F,. 
5. La même chose pour CH, (fig. 43, c). 
Solution. La symétrie de la molécule est D,,. Vibrations: 


2A1g, lAsgs lAs 1Bigs 1Bia 1Bagr 3Bens 1Eig, 8Eius 4E2g 2Ess. 


6. La même chose pour la molécule OsF, (l'atome Os occupe le centre, les 
atomes F les sommets du cube, fig. 43. d). 
Solution. La symétrie de la molécule est O;. Vibrations: 


lAgs LAau LEgs 1Eus Fins 2Fags 1Fan- 


7. La même chosæ pour la molécule UF, (U est au centre, les F aux som- 
mets de l'octaèdre, fig. 43, e). 


$ 101] NIVEAUX D'ÉNERGIE VIBRATOIRES 461 


Solution. La symétrie de la molécule est O;. Vibrations: 
LAig LEg. 2Fin 1Fags 1Fan- 


8. La même chose pour la molécule C;H, (fig. 43, f). 
Solution. La symétrie de la molécule est D,4. Vibrations: 


3Aigs l'Ain 2Âgn 3Egs 3En- 
9. La même chose pour la molécule C,H, (fig. 43, g; tous les atomes sont 
dans un même plan). 
Solution. La symétrie de la molécule est D,,. Vibrations : 


3Ags LAiur 2Bigs Bin 2B3n 1Brgs 2Ban 


(les axes de coordonnées ont été choisis comme sur la figure). 

10. Même problème pour une molécule linéaire de V atomes symétrique par 
rapport à son centre. 

Solution. A la classification des vibrations d'une molécule linéaire 
considérée dans le texte vient s'associer la classification suivant le comporte- 
en dans une inversion par rapport au centre. On distinguera les cas N pair 
et impair. 

Si N est pair (N—2p}), il n'y a pas d'atome au centre de la molécule. 
Donnant aux p atomes d’une moitié de la molécule des déplacements indépen- 
dants le long de la droite, et aux p autres atomes des déplacements de mêmes 
grandeurs et de signes contraires, on trouve que p des vibrations laissant les 
atomes sur la droite sont symétriques par rapport au centre, et les autres 
(2P—1)—p=p—1 vibrations de ce type sont antisymétriques par rapport au 
centre. Puis, p atomes ont 2p degrés de liberté pour les mouvements tels que 
les atomes ne restent pe sur une droite. Attribuant aux atomes symétrique- 
ment disposés des déplacements égaux et opposés, on aurait 2p vibrations 
symétriques; mais on déduira de ce nombre deux vibrations correspondant 
à la rotation de la molécule. On a ainsi p—1 fréquences de vibrations doubles 
écartant les atomes de la droite et symétriques par rapport au centre, et 
autant [(2p—2)—(p—1)=p—1] d'antisymétriques. Nous servant des nota- 
tions des représentations irréductibles de Dan (cf. fin $ 98), on peut dire 
qu } a PAT IPrANGEE du type 4; et (p—1) vibrations de chacun des types 

la 1g: 1a: 

si f est impair (N—2p+1), des raisonnements analogues prouvent qu'il 
y a p_ vibrations de chaque type Ag, Aix Ein €t (p—1) vibrations du 
type Erg- 


$ 101. Niveaux d'énergie vibratoires 


Dans l'étude quantomécanique l'énergie vibratoire d'une molé- 
cule est déterminée par les valeurs propres de l’hamiltonien 


fe ,. 
fees EE (Put wiQu). (101,1) 


les Ps =—ih es étant les opérateurs d’impulsions correspondant 


aux coordonnées normales Q... Cet hamiltonien se décomposant en 
la somme de termes indépendants (l'expression entre parenthèses), 
les niveaux d'énergie sont représentés par les sommes 


Eve S Eva +3)= Zoe (ve +2), (101,2) 
œ € & 
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où = Dur et fa est la multiplicité de la fréquence «,. Les 


fonctions d'onde, elles, sont représentées par les produits des fonc- 
tions d’onde correspondantes des oscillateurs harmoniques linéaires : 


V= [Lt (101,3) 


où 


Va = const-exp (—+4 D a) I Heu (CaQadi (101,4) 
nl { 


H, désigne un polynôme d’Hermite de degré v et ÉaVuut 

S'il y a parmi les &, des fréquences multiples, les niveaux 
d'énergie vibratoires sont, en général, dégénérés. L'énergie (101,2) 
ne dépend que de la somme v,= Du. Aussi la multiplicité de la 


{ 
dégénérescence du niveau est-elle égale au nombre de manières dont 
on peut composer le jeu donné de nombres w, à partir des vu. 
Pcur un seul nombre v, il est égal à*: 


(a + fa — 1)1 
Va 1 (fa —1)1 


La multiplicité totale de la dégénérescence est donc: 


(va + fa — 1)! 
arce=nr us 


Pour les fréquences doubles les facteurs de ce produit sont égaux à 
ve +1, et pour les fréquences triples à + (ve + 1) (ve + 2). 


Il faut avoir en vue que cette dégénérescence n'a lieu que dans 
la mesure où l'on considère des vibrations purement harmoniques. 
Tenant compte dans l’hamiltonien des termes de degrés supérieurs 
des coordonnées normales (vibrations anharmoniques), la dégéné- 
rescence se lève en général, bien qu’incomplètement (pour plus de 
détails, voir $ 104). 

Les fonctions d'onde (101,3) concernant un seul et même terme 
vibratoire dégénéré réalisent une représentation (en général réduc- 
tible) du groupe de symétrie de la molécule. Mais des fonctions se 
rapportant à des fréquences différentes se transforment indépendam- 
ment les unes des autres. Aussi la représentation réalisée par toutes les 
fonctions (101,3) est-elle le produit des représentations réalisées par 
les fonctions (101,4), de sorte qu'il suffira de considérer ces dernières. 

Le facteur exponentiel dans (101,4) est invariant dans toutes les 
transformations de symétrie. Dans les polynômes d’Hermite, les 


1 C'est le nombre de manières dont on peut répartir va boules dans fœ 
cases. 
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termes de chaque degré donné se transforment exclusivement entre 
eux (une transformation de symétrie ne change évidemment pas le 
degré de chaque terme). Puisque, par ailleurs, chaque polynôme 
d'Hermite est complètement déterminé par son terme de plus haut 
degré, écrivant 


fe 
IT Hoi CaQ oi) = const Qu Q°= Li Q“: de 


alfa 
+ termes de degrés inférieurs, 


il suffit d'envisager le terme de plus haut degré. 
A un seul et même terme se rapportent les fonctions pour les- 


quelles la somme = Du a la même valeur. De la sorte, nous 
{ 


avons une représentation réalisée par des produits de v, quanti- 
tés Qu; ceci n’est rien d'autre que le produit symétrique (voir $ 94) 
v, fois par elle-même de la représentation irréductible réalisée par 
les Qu (L. Tisza, 1933). 

Pour les représentations à une dimension, la recherche des ca- 
ractères de leurs produits symétriques vw fois par elles-mêmes est 


triviale 1: 
X(G)= [x (G)F. 


Pour les représentations à 2 et 3 dimensions, il est commode d'em- 
ployer le procédé mathématique suivant. La somme des carrés 
des fonctions de base d’une représentation irréductible est invarian- 
te dans toutes les transformations de symétrie. Ceci étant, on peut 
formellement les considérer comme les composantes d’un vecteur 
à deux ou à trois dimensions, et les transformations de symétrie 
comme des rotations (ou des réflexions) appliquées à ces vecteurs. 
Spécifions que ces rotations et réflexions n’ont, en général, rien de 
commun avec les transformations de symétrie effectives, et dépen- 
dent (pour chaque élément donné G du groupe) aussi de la repré- 
sentation concrète envisagée. 

Considérons plus en détail les représentations à deux dimensions. 
Soit 4(G) le caractère d'un certain élément du groupe dans la re- 
présentation à deux dimensions donnée, avec x(G)<0. La somme 
des éléments diagonaux de la matrice de transformation des compo- 
santes en x et y d'un vecteur à deux dimensions est égale dans une 
rotation de @ dans le plan à 2cosç. Egalant 


2cos p—#%x(G), (101,6) 
on trouve l'angle de rotation qui correspond formellement à l'élé- 
ment G dans la représentation irréductible donnée. Le produit symé- 


1 Nous utilisons ici la notation plus condensée y, (G) au lieu de {x°] (G). 
? Employé dans ce but par A. Kompanéetz (1940). 
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trique v fois par elle-même de la représentation est une représen- 
tation dont la base est constituée par les v+1 quantités x°: 
x°”1y, ..., y. Les caractères de cette représentation sont égaux à!, 

x (6) ME, (101,7) 
Le cas x(G)—0 exige un examen particulier, un caractère nul 
répondant aussi bien à une rotation de x/2 qu’à une réflexion. Si 
Xx(G)=—2, on a affaire à une rotation de x/2, et on obtient 
pour #(G): | | 

—1!)7 
to (G)= "CT. (101,8) 


Mais si x(G*)—72, 4(G) doit être considéré comme caractère de la 
réflexion (c'est-à-dire de la transformation x—-x, y ——y); alors 


to(G)= EE. (101,9) 


On peut obtenir d’une manière analogue les formules pour les 
produits symétriques des représentations à trois dimensions. On 
trouve aisément la rotation (ou la réflexion) qui correspond formelle- 
ment à l'élément du groupe dans la représentation donnée à l’aide 
du tableau 7. Ce sera la transformation corréspondant à x (G) donné 
dans celui des groupes isomorphes où les coordonnées se transforment 
suivant cette représentation. Ainsi, pour la représentation F, des 
groupes O et T, il faudra prendre la transformation dans O, et pour 
la représentation F,, dans T,. Nous n'’insisterons pas sur la déduc- 
tion des formules correspondantes des caractères #,(G). 


$ 102. Stabilité des configurations symétriques d’une molécule 


Lorsque la disposition des noyaux est. symétrique, un terme 
électronique de la molécule peut être dégénéré— s’il y a parmi les 
représentations irréductibles du groupe de symétrie des représenta- 
tions de dimension supérieure à un. Posons la question de savoir 
si une telle configuration symétrique peut être une configuration 
d'équilibre stable de la molécule. Nous ferons alors abstraction de 
l'influence du spin (s'il existe), influence en général infime pour 
les molécules polyatomiques. La dégénérescence des termes électro- 
niques dont il s'agira sera une dégénérescence exclusivement orbitale, 
non liée au spin. 


1 Pour le calcul il est commode de prendre les fonctions de base sous la 


forme : 
(+ ig)7, (x+ig)7— 1 (x—iy), ..., (x —ig)"; 


alors la matrice de la rotation est diagonale, et la somme des éléments diago- 
naux a la forme: 


evppelw-2Dp+i,,,.-Le-ie, 
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Pour qu'une configuration donnée soit stable, l'énergie de la 
molécule, en tant que fonction des distances entre noyaux, doit 
présenter, pour cette configuration des noyaux, un minimum. Cela 
signifie que la variation de l'énergie pour de petits déplacements 
des noyaux ne doit pas contenir de termes linéaires par rapport aux 
déplacements. 

Soit H l’hamiltonien de l’état électronique de la molécule, où 
les distances entre noyaux sont considérées comme des paramètres. 
Nous désignerons par À, cet hamiltonien pour la configuration symé- 
trique donnée. En tant que quantités déterminant les petits dépla- 
cements des noyaux on pourra prendre les coordonnées vibratoires 
normales Q,,. La décomposition de A suivant les puissances de Q., 
a la forme: 


À = À + Z VaQui + À Wet, BQaQ pe +... (102,1) 
a. { a. Bi, k 


Les coefficients, V, W, ... du développement sont des fonctions 
des seules coordonnées des électrons. Dans une transformation de 
symétrie les Q., se transforment entre elles. Les sommes dans (102,1) 
deviennent alors d’autres sommes de même forme. Ceci étant, on 
peut formellement considérer la transformation de symétrie comme 
une transformation des coefficients dans ces sommes, les Q.; étant 
invariables. Alors, notamment, les coefficients V,, (pour chaque 
& donné) se transformeront suivant la même représentation du 
groupe de symétrie d’après laquelle se transforment les coordonnées 
correspondantes Q,.. Ceci résulte directement du fait que, en raison 
de l’invariance de l’hamiltonien dans toutes les transformations de 
symétrie, la même chose doit avoir lieu pour l’ensemble des termes 
de chaque ordre donné dans son développement, en particulier 
pour les termes linéaires du développement :. 

Considérons un terme électronique dégénéré (pour la configu- 
ration symétrique) E,. Le déplacement des noyaux, perturbant la 
symétrie de la molécule, entraîne, en général, la désintégration du 
terme. La grandeur de la désintégration est déterminée, au premier 
ordre des déplacements des noyaux, par l'équation séculaire formée 
à l’aide des éléments matriciels du terme linéaire dans le développe- 
ment (102,1) 


Voo = 2 Qui LoVarbodg, (102,2) 


1 A strictement parler, les quantités Vas doivent se transformer suivant 
la conjuguée complexe de la représentation transformant les Qas. Mais, comme 
on l'a indiqué, si deux représentations conjuguées complexes ne coïncident 
pas, force sera de les confondre physiquement en une représentation unique de 
dimension double. Aussi la réserve faite est-elle mineure. 
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où %Ÿ, Ÿs sont les fonctions d'onde des états électroniques concer- 
nant le terme dégénéré en question (ces fonctions étant choisies 
réelles). La stabilité de la configuration symétrique implique l'absence 
de désintégration linéaire en Q, c’est-à-dire que toutes les racines 
de l'équation séculaire doivent s'annuler identiquement, ce qui signi- 
fie que la matrice V,, tout entière doit disparaître. Mais il est bien 
entendu que seules seront retenues alors celles des vibrations nor- 
males qui altèrent la symétrie de la molécule, c'est-à-dire que nous 
omettrons les vibrations totalement symétriques (correspondant à la 
représentation unité du groupe). 

Les Q.; étant arbitraires, les éléments matriciels (102,2) ne dis- 
paraissent qu'en même temps que toutes les intégrales 


À hole da. (102,3) 


Soit DE la représentation irréductible suivant laquelle se trans- 
forment les fonctions d'onde électroniques w,, et D, la même chose 
pour les V,,;, comme on l’a indiqué, les représentations D, coïnci- 
dent avec celles transformant les coordonnées normales correspon- 
dantes Q:.. En vertu des résultats du $ 97, les intégrales (102,3) 
sont non nulles si le produit [D] x D, implique la représentation 
unité, ou, ce qui revient au même, si [D?] implique D,. Dans 
le cas contraire toutes les intégrales sont nulles. 

Ainsi donc, la configuration symétrique est stable si la repré- 
sentation [D(b:] ne contient aucune des représentations irréduc- 
tibles D, (excepté la représentation unité) caractérisant les vibra- 
tions de la molécule. Cette condition est toujours vérifiée pour les 
états électroniques non dégénérés, le produit symétrique d'une 
représentation unidimensionnelle par elle-même étant la représenta- 
tion unité. 

Envisageons, par exemple, une molécule du type CH,, dont un 
atome (C) occupe le centre et quatre (H) les sommets d’un tétraèdre. 
Cette configuration a la symétrie Ty. Les termes électroniques 
dégénérés correspondent aux représentations E, F,, F, de ce groupe. 
La molécule possède une vibration normale À, (vibration totalement 
symétrique), une double E et deux triples F, (cf. problème 4, $ 100). 
Les produits symétriques des représentations E, F,, F, par elles- 
mêmes sont : 


[E*] =A,;+E, [Fi] ={(Fi]=A4;+E+F,. 


On voit que chacun d’eux contient au moins l’une des représen- 
tations E, F,, si bien que la configuration tétraédrique envisagée 
à états électroniques dégénérés est instable. 

Ce résultat est la traduction d’une règle générale qui exprime 
le contenu du théorème de Jahn et Teller (H. Jahn, E. Teller, 1937): 
en présence d'état électronique dégénéré, toute configuration symé- 
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trique des noyaux (hormis l'alignement sur une droite) est instable. 
Cette instabilité a pour effet de déplacer les noyaux de manière à 
violer la symétrie de leur configuration à tel point que la dégéné- 
rescence du terme se lève entièrement. En particulier, on peut 
affirmer que seul un terme non dégénéré peut être un terme élec- 
tronique normal d’une molécule symétrique (non linéaire). 

Comme on l’a mentionné, seules les molécules linéaires consti- 
tuent une exception. On peut s'en convaincre aisément même sans 
la théorie des groupes. Un déplacement au cours duquel le noyau 
quitte l'axe de la molécule constitue un vecteur ordinaire de compo- 
santes en E et n (l’axe des £ est confondu avec celui de la molécule). 
On a vu au 6 87 que de tels vecteurs n'ont des éléments matriciels 
que pour les transitions avec variation du moment A par rapport 
à l’axe d'une unité. Par ailleurs, à un terme dégénéré d’une mo- 
lécule linéaire correspondent des états de moments A et —A par 
rapport à l'axe (avec A 1). La transition entre ces états s'opère 
avec variation du moment d'au moins 2 unités, et les éléments 
matriciels s’annulent certainement. Ainsi donc, la configuration 
rectiligne des noyaux dans une molécule peut être stable même s’il 
y a état électronique dégénéré. 

La démonstration générale constructive du théorème est basée 
sur la remarque suivante (E. Ruch, 1957). 

La dégénérescence des états électroniques liée à la symétrie dans 
la disposition des noyaux ne peut exister que dans les groupes de 
symétrie ponctuels d'une molécule qui contiennent au moins un axe 
de rotation (C,) ou de réflexion-rotation (S,) d'ordre n > 2. Dans 
ce cas, parmi les fonctions d'onde des états mutuellement dégéné- 
rés (c'est-à-dire des fonctions de base de la représentation corres- 
pondante Dl)), il en est au moins une pour laquelle la densité 
électronique p—{#{—"# n'est pas invariante dans les rotations 
autour de cet axe; en même temps que la densité électronique, 
n'est pas symétrique non plus relativement à cet axe le champ 
électrique créé par les électrons. Dans le même temps, il existe 
dans une molécule (non linéaire) des noyaux équivalents non situés 
sur l'axe,— des noyaux qui s’échangent à l'issue de rotations 
C,({ou S,). De cette façon, des noyaux équivalents se trouvent être 
situés en des points non équivalents du champ électrique. Or, l’é- 
quivalence, non exigée par la symétrie du champ, des positions 
d'équilibre de particules chargées y est impossible, en ce sens qu’elle 


e 


serait due à un hasard inouï. 


1 L'idée physique de la destruction de la symétrie dans l’état électronique, 
dégénéré du fait de cette même symétrie a été émise par Landau (1934). Le théo- 
rème a été démontré par Jahn et Teller, qui ont passé en revue tous les types 
de disposition symétrique ibles des noyaux dans la molécule et étudié 
chacun d'eux par le procédé indiqué ci-dessus. 
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La démonstration conséquente constitue l’incarnation mathéma- 
tique concrète de cette situation physique. Nous allons montrer 
comment cette démonstration se construit (E. Ruch, À. Schünho- 
fer, 1965). 

Considérons (dans une molécule non linéaire) un noyau quelcon- 
que (appelons-le a) situé hors du «centre » de la molécule (c'est-à-dire 
hors du point fixe des transformations de son groupe de symétrie), 
et non situé sur un axe principal de symétrie, s’il en est un1. 
Soit H l’ensemble des transformations de symétrie de la 
molécule qui laissent le noyau a fixe, Æ# est l’un des sous-groupes 
du groupe de symétrie complet G de la molécule, et peut être l’un 
des groupes ponctuels C,;, C., C,, C... Les transformations de G 
qui ne figurent pas dans Æ transforment le noyau a en d’autres 
noyaux équivalents a’, a”, ...; soit s le nombre de noyaux de 
cet ensemble. Il est évident que l’ordre du sous-groupe H est g/s, 
g étant l'ordre du groupe G tout entier (c'est-à-dire que s est l’indice 
du sous-groupe H dans le groupe G)*. À priori s>>3, puisque 
l'existence supposée de la représentation irréductible non unidi- 
mensionnelle DD exige (comme cela a été mentionné plus haut) 
la présence d'au moins un axe de symétrie d'ordre supérieur à 2, 
et que, par hypothèse, le noyau a n'est pas situé sur cet axe. 

La représentation Dé) du groupe G par rapport au groupe A, 
de symétrie inférieure, est en général réductible. Supposons qu’il 
existe dans sa décomposition en représentations irréductibles de H 
une représentation unidimensionnelle: appelons-la dé). Elle est 
réalisée par une fonction d’onde électronique ,— par une des fonc- 
tions de la base de la représentation Dté. La représentation dtél) 
étant unidimensionnelle, le carré p=##"? est invariant vis-à-vis de 
toutes les transformations de Æ, c'est-à-dire qu'il réalise une re- 
présentation irréductible unité de ce groupe. 

La même représentation (unité) de Æ peut être réalisée en pre- 
nant pour base l’un des déplacements Q, de l'atome a,— déplace- 
ment dans la direction du rayon vecteur mené du centre de la mo- 
lécule au noyau a. 

Appliquant à présent à ce déplacement toutes les opérations du 
groupe G, on obtient la base d’une certaine représentation (en gé- 
néral réductible) de ce groupe; appelons-la D,. Etant donné que 
toute transformation de G qui n'appartient pas à Æ transforme 
le déplacement Q, en déplacement de l’un des s—1 autres noyaux 
équivalents a’, a”, ..., et que les déplacements des divers noyaux 
sont, bien entendu, linéairement indépendants, la dimension de D, 


1 On entend par axe principal dans les groupes (non cubiques et non ico- 
saédriques) de symétrie un axe C, ou S, d'ordre n > 2. 

L Tous les éléments de G peuvent être répartis en s classes d'équivalence 
H, G'H, G"H, ..., où G', G”, ... sont les éléments du groupe qui transfor- 
ment le noyau a en a’, d” .…. 
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est égale à s. Alors, les déplacements Q,, Qc, ..., qui forment 
une base de D,, ne peuvent a priori correspondre ni à une trans- 
lation, ni à une rotation d'ensemble de la molécule,— lorsqu'on 
a trois noyaux équivalents ou plus, on ne saurait former de tels 
déplacements avec leurs déplacements radiaux. 

On peut obtenir par la même voie la représentation du groupe G 
en appliquant toutes ses transformations à la fonction p ="; appelons 
cette représentation D,. La dimension de D, peut être égale à s, 
mais elle peut être aussi moindre, car on n’a pas de raisons notoires 
de supposer toutes les s fonctions p, G’p, G’p, ... linéairement 
indépendantes. On peut toutefois affirmer que la représentation D,, 
si elle ne coïncide pas avec D,, elle est en tout cas tout entière con- 
tenue dans cette dernière’. En outre, elle n'est pas unité, étant 
donné que le carré #* est a priori non invariant vis-à-vis du groupe G 
tout entier (seule est invariante la somme des carrés de toutes les 
fonctions de la base de la représentation irréductible non unidi- 
mensionnelle D), 

Les propriétés ainsi établies des représentations D, et D, donnent 
aussitôt le résultat exigé. En effet, D, est une partie de la repré- 
sentation vibratoire complète, et D, une partie de [D!?], partie qui 
ne contient pas la représentation unité. Le fait que D, soit contenue 
dans D, signifie, par conséquent, que [D!:] contient au moins 
l’une des représentations vibratoires non unités D,, ce qu'il fallait 
démontrer. - 

Toutefois, il était supposé dans les raisonnements que la décom- 
position de D) suivant les représentations irréductibles du sous- 
groupe À contient une représentation unidimensionnelle. Cette 
hypothèse est observée dans l'immense majorité des cas. Ainsi, 
elle est certainement légitime si H=C,, C,, C,, C., (puisque toutes 
les représentations irréductibles de ces groupes sont unidimension- 
nelles). Elle est certainement légitime aussi pour H=C,, C,., 
avec n > 2, si la dimension de D est impaire (étant donné que 
les groupes C,, C, n’ont que des représentations irréductibles à 
une et à deux dimensions). L'examen des tableaux des caractères 
des représentations irréductibles des groupes ponctuels montre qu’une 
exception est constituée par les représentations bidimensionnelles 


1 L'affirmation consiste en ce qui suit. Supposons qu'une seule et même 
représentation (de dimension f) du sous-groupe Æ soit réalisée par des jeux 
différents de fonctions de base. et supposons que, soumis à toutes les transfor- 
mations du groupe G, l'un de ces jeux engendre une représentation de ce dernier, 
de dimension s} (s étant l'indice de # dans G). On peut alors affirmer que 
la représentation du groupe G engendrée par le même procédé par n'importe 
lequel des autres jeux de fonctions mentionnés ou bien coïncide avec la première, 
ou bien elle y est tout entière contenue. La démonstration rigoureuse de cette 
affirmation est donnée dans l'article: £. Ruch, À. Schônhofer, Theoret. chim. 
acta, 3, 291 (1965). 
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des groupes cubiques G=O, T4, O, par rapport aux sous-groupes 
Ve Ver 

Nous envisagerons, pour fixer les idées, le groupe G= 0 et le 
sous-groupe H=C, (ceci n'affecte que les notations des représen- 
tations). Deux fonctions électroniques ,, 4, réalisent une repré- 
sentation D — E.de O, et elles-mêmes sont représentation dé = E 
du sous-groupe €C,;. La représentation du sous-groupe ©, réalisée 
par les produits 4?, 42, w,w, est [E*] =A+E. La même représen- 
tation de C, est réalisée avec trois composantes du vecteur d'un 
déplacement arbitraire Q, du noyau a prises pour base. La repré- 
sentation D, de O est dans le cas donné D,=[DÉD:]= A; +E; 
elle ne contient pas la représentation F, correspondant au vecteur 
de translation ou de rotation d'ensemble de la molécule, et contient 
(en même temps que la représentation unité) aussi une représenta- 
tion non unité. C’est pourquoi le fait que la représentation D, est 
contenue (pour les mêmes raisons que ci-dessus) dans D, (dans le cas 
donné à 3s dimensions) démontre l'instabilité de la molécule dans 
ce cas aussii. 

En conformité avec la réserve faite au début de ce paragraphe, 
dans l'exposé qui précède tout entier, il était supposé que la dégé- 
nérescence des états électroniques était de nature purement orbitale. 
Indiquons, toutefois, que le théorème de Jahn et Teller reste vrai 
lorsqu'on tient compte des interactions spin-orbite et spin-spin, avec 
la seule différence que, dans les molécules (non linéaires) à spin 
demi-entier, la dégénérescence de multiplicité 2 de Kramers ne 
conduit pas à l’instabilité,— ce qui est conforme au théorème général 
démontré au $ 60. À ce dernier cas correspondent des représenta- 
tions bidimensionnelles binaires irréductibles de groupes ponctuels 
doubles; déjà le procédé formel suivant permet de s'assurer qu'il 
n'y a pas dans ce cas instabilité. Pour trouver les règles de sélection 
des éléments de matrice (102,3) dans le cas des représentations 
binaires D), on devra considérer non pas les produits symétriques, 
mais les produits antisymétriques {DD3} (cf. $ 99). Or, pour toutes 
les représentations binaires irréductibles à deux dimensions, ces 
produits coïncident avec la représentation unité, c’est-à-dire qu’ils 
ne contiennent pas de représentations correspondant à des vibra- 
tions non complètement symétriques quelconques de la molécule. 


$ 103. Quantification de la rotation d’une toupie 


L'étude des niveaux rotatoires d’une molécule polyatomique 
est souvent rendue difficile par la nécessité d'envisager la rotation 
en même temps que les vibrations. A titre de problème prélimi- 

1 Un cas exceptionnel est encore fourni par les représentations à 4 dimen- 


sions des groupes icosaédriques. Ce résultat se traite de façon analogue et con- 
duit au même résultat. 
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naire, nous considérerons que la rotation d’une molécule est celle 
d'un corps solide, c'est-à-dire que ses atomes seront supposés 
«rigidement fixés» (foupie). 

Soit Ent un système de coordonnées dont les axes sont dirigés 
suivant les trois axes d'inertie de la toupie et tournant avec. 
L'hamiltonien correspondant s'obtient en remlaçant les composantes 
Jz, Jn Je de son moment de rotation dans l’expression classique 
de l'énergie par les opérateurs correspondants, à savoir : 


à h[IE JE JE 
DCE 
Las 18, 1 étant les moments d'inertie principaux de la toupie. 

Les règles de commutation des opérateurs fx, fn, Î, des compo- 
santes du moment dans le référentiel tournant ne sont pas évidentes, 
car la déduction usuelle des règles de commutation concerne les 
composantes ., Ja J, dans un référentiel immobile. Mais on peut 
aisément les déduire en se servant de la formule 


(Ja) (Ïb)—(Ÿb) (Ja) =— if (a xb), (103,2) 


a et b étant deux vecteurs arbitraires caractérisant le corps donné 
(et commutant entre eux). On vérifie aisément cette formule en cal- 
culant le premier membre de l'égalité dans un référentiel immobile 
x, y, z à l'aide de règles générales de commutation des composantes 
du moment entre elles et avec les composantes d’un vecteur arbitraire. 

Soient a et b les vecteurs unitaires des axes E et n. Alors a xb 
est le vecteur unitaire de l'axe des &, et (103,2) donne: 


Êe fn nds = — ile. (103,3) 


On obtient d’une manière analogue les deux autres relations. Ainsi, 
les règles de commutation des opérateurs des composantes du mo- 
ment dans le référentiel tournant se distinguent de celles dans le 
référentiel fixe seulement par le signe dans le second membre de 
l'égalitéi. Il en résulte que tous les résultats antérieurement déduits 
des règles de commutation pour les valeurs propres et les éléments 
matriciels subsistent pour Je, J,, J, avec la seule différence que 
toutes les expressions doivent être remplacées par leurs conjuguées 
complexes. Notamment, les valeurs propres de J, (qui seront notées 
dans ce paragraphe par la lettre k à la différence des valeurs propres 
de J,= M) parcourent les valeurs k=— J,..., +4J,où J (un entier !) 
est la grandeur du moment de la toupie. 


! Cette circonstance traduit le fait que, pour ce qui est de l'action sur 
la fonction d'onde de la toupie, la rotation du système xyz équivaut à la ro- 
tation inverse du système En£. 
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Toupie sphérique 


La déduction des valeurs propres de l’énergie d'une toupie est 
la plus simple dans le cas où tous ses trois moments d'inertie 
principaux sont identiques: 7, =14=1.= 1. C'est le cas pour une 
molécule lorsqu'elle jouit de la symétrie d’un des groupes ponctuels 
cubiques. L’hamiltonien (103,1) prend la forme: 


. =, 
et ses valeurs propres sont égales à 
Em OE) (103,4) 


Chacun de ces niveaux d'énergie est dégénéré suivant les 2J +1 
directions du moment par rapport à la toupie elle-même (c'est-à-dire 
suivant les valeurs de J;=k)1. 

Toupie symétrique 

Il est tout aussi aisé de calculer les niveaux d'énergie dans le 
cas où deux seulement des moments d’inertie de la toupie coïnci- 
dent: 7,=/n%1,. C'est le cas des molécules douées d'un axe de 
symétrie d'ordre supérieur au second. L'hamiltonien (103,1) acquiert 
la forme : 

OM hop hs hs M1 1\; 

À = ge + D + = + (2) Ï. (103,5) 
Ceci montre que dans un état de valeurs déterminées de J et k 
l'énergie est égale à: 

h2 hs [1 Ù 
E=g-JU+D+E (7), (103,6) 
ce qui détermine les niveaux d'énergie de la toupie symétrique. 

La dégénérescence suivant les valeurs de À qui avait lieu pour 
la toupie sphérique est partiellement levée ici. Les valeurs de l’énergie 
ne coïncident que pour les valeurs de k ne se distinguant que par 
le signe, ce qui correspond aux directions mutuellement opposées 
du moment par rapport à l'axe de la toupie. C'est pourquoi les 
niveaux d'énergie de la toupie symétrique sont doublement dégé- 
nérés lorsque À 0. 

Les états stationnaires de la toupie symétrique sont donc carac- 
térisés par trois nombres quantiques : le moment J et ses projections 


? Ici et dans la suite nous faisons abstraction de la dégénérescence physi- 
quement inessentielle de multiplicité 27 +1 qui a toujours lieu dans les direc- 
tions du moment relativement au référentiel fixe. Si l’on en tient compte, la 
multiplicité totale de la dégénérescence des niveaux d'énergie de la toupie 
sphérique est (2J + 1)?. 
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sur l’axe de la toupie (J;=k) et sur un axe fixe de l’espace, l'axe 
des z(J,— M); de ce dernier nombre l'énergie de la toupie est indé- 
pendante. Notons à ce sujet que le fait lui-même que la grandeur 
du moment et ses projections sur un axe fixe de l’espace et sur un 
axe rigidement lié au système physique: soient simultanément 
mesurables résulte de ce que les opérateurs Jet J, commutent non 
seulement entre eux, maïs encore avec l’opérateur J,= Jn (n étant 
le vecteur unité le long de l’axe des £). Il est facile de vérifier 
ce fait directement par le calcul, mais il est évident d'avance. 
L'opérateur du moment se ramène à l'opérateur de rotation infini- 
tésimale, et le produit scalaire de deux vecteurs liés à la toupie 
Jn est invariant par rapport à n’importe quelle rotation du système 
de coordonnées. 

Le problème de la détermination des fonctions d'onde des états 
stationnaires de la toupie symétrique est donc ramené à celui de 
la détermination des fonctions d'onde communes des opérateurs 
F, J> Jr. À son tour, cette question est, mathématiquement, in- 
timement liée à la loi de transformation des fonctions propres du 
moment dans des rotations finies. Changeant la notation des nom- 
bres quantiques, nous écrirons cette loi (58,7) sous la forme 


Du = 2 Din (a, B, v) Pur. (103,7) 


Nous entendrons par Ÿ, la fonction d'onde d’un état de la toupie 
décrit par rapport aux axes de coordonnées fixes xyz, et par Ÿ,, 
les fonctions d'onde des états décrits par rapport aux axes Enb liés 
à la toupie. Or, en coordonnées rigidement liées au système physi- 
que (à la toupie) les quantités 1, ont des valeurs déterminées 
indépendantes de l'orientation du système dans l’espace ; notons- 
les #Ÿ2. La formule (103,7), elle, donnera la dépendance angu- 
laire des fonctions #,;. Supposons maintenant que l'état |JM> 
ait aussi une valeur déterminée k de la projection du moment sur 
l'axe des &. Cela singifie que, de toutes les quantités #%}, seule l’une 
sera différente de zéro: celle à valeur donnée de k. Alors la 
somme dans (103,7) se réduit à un seul terme: 


um = VAR DEn (a, B, v). 


Par là, nous avons trouvé la dépendance des fonctions d’onde des 
états |JMR> par rapport aux angles d’Euler qui déterminent la 
rotation des axes de la toupie relativement aux axes fixes. Norma- 
lisant la fonction d’onde par la condition 


À Ibzan l° sin B da dB dy = 1, 


1 Ne pas confondre avec les projections (non simultanément mesurables) sur 
deux axes fixes dans l'espace ! 
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nous aurons 


' 2J +1 
bon =i V EF DE (a, B, vr: (103,8) 


le facteur de phase a été pris de telle sorte que, pour k—0, la 
fonction (103,8) devienne fonction propre du moment libre entier 
(non lié à l’axe des ©) J, de projection M, c'est-à-dire une fonction 
sphérique ordinaire (cf. (58,25)):. 


Toupie asymétrique 


Lorsque /,-#1,% 10, le calcul des niveaux d'énergie sous la 
forme générale est impossible. La dégénérescence suivant les direc- 
tions du moment par rapport à la toupie est ici entièrement levée, 
si bien qu'à J donné correspondent 2J + 1 différents niveaux non 
dégénérés. Pour calculer ces niveaux (pour J donné), il faut partir 
de l'équation de Schrôdinger écrite sous forme matricielle 
(O0. Klein, 1929). On opère comme suit. 

Les fonctions d'onde 1, des états de la toupie à valeurs dé- 
terminées de J et de la projection en ? du moment sont les fonc- 
tions trouvées plus haut (103,8) (on omet, pour abréger, l'indice 
de la projection en z du moment M, de laquelle l'énergie est 
indépendante), dans ces états l'énergie de la toupie asymétrique 
n’a pas de valeurs déterminées. Au contraire, dans les états station- 
naires c'est la projection J, qui n’a pas de valeurs déterminées, 
c'est-à-dire qu’on ne peut attribuer des valeurs déterminées k 
aux niveaux d'énergie. Nous allons chercher les fonctions d'onde 
de ces états sous forme de combinaisons linéaires 


Ÿy= 2 Chr (103,9) 


(il est sous-entendu que toutes les fonctions ont une même valeur 
quelconque de M). La substitution dans l'équation de Schrôdinger 


Hy,;= Et, conduit au système d'équations 
ZIR | H|JR">— Eôyk) ce =0, (103,10) 


et la condition de résolubilité de ce système donne l'équation sé- 


culaire 
[JR] H[Jk">— Eôre | = 0. (103,11) 
Les racines de cette équation déterminent les niveaux d'énergie de 


1 Pour la déduction directe de l'expression (103,8), sans avoir recours à la 
théorie des rotations finies, cf. problème 1 de ce paragraphe. Pour le calcul 
des éléments matriciels des différentes grandeurs d'après les fonctions d'onde 
(103,8), cf. &$ 110, 87 (les formules correspondantes ne se distinguent des for- 
mules pour la molécule diatomique (sans spin) que par la notation des nom- 
bres quantiques —cf. nota p. 366). 
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la toupie, après quoi le système d'équations (103,10) permet de 
trouver les combinaisons linéaires (103,9) qui diagonalisent l’hamil- 
tonien, c’est-à-dire les fonctions d'onde des états stationnaires de 
la toupie à valeur donnée de J (et de M). En ce qui concerne le 
calcul des éléments matriciels d’une grandeur physique quelconque 
d'après ces fonctions d'onde, il est ramené, par conséquent, au 
calcul des éléments matriciels de la toupie symétrique. 

Les opérateurs Je, ln n'ont d'éléments matriciels que pour les 


transitions avec variation de 4 d’une unité, et J,n'a que des éléments 
diagonaux [cf. formules (27,13) dans lesquelles on écrira J, k au 
lieu de L, M]. Ceci étant, les opérateurs Jt, J?, J?, et À avec 
eux, n'ont d'éléments matriciels que pour les” transitions avec 
k—+k,kæ+72. L'absence d'éléments matriciels pour les transitions 
entre états avec des 4 pairs et impairs entraîne que l'équation 
séculaire de degré 2J +1 se scinde d’un coup en deux équations 
indépendantes de degrés J et J +1. L'une d'elles est constituée 
par les éléments matriciels des transitions entre états avec des k 
pairs, l’autre avec des k impairs. 

A son tour, chacune de ces deux équations peut être ramenée 
à deux équations de degré moindre. Pour cela, il faut se servir 
non pas des éléments matriciels déterminés à l’aide des fonctions +,,, 
mais de ceux déterminés par les fonctions 


1 
Via 7 (bat Vs, a), 
CR ET (103,12) 
ŸVR=7 Cu, a), 


ŸJ0 = Yo. 


Les fonctions se distinguant par l'indice + et — sont douées de sy- 
métries différentes (vis-à-vis de la réflexion, changeant le signe 
de k, dans un plan passant par l'axe des £), d'où l'évanouissement 
des éléments matriciels pour les transitions entre ces fonctions. Par 
conséquent, on peut établir les équations séculaires séparément 
pour les états + et les états — . 

L'hamiltonien (103,1) (avec les règles de commutation (103,3)) 
jouit d'une symétrie spécifique : il est invariant dans le change- 
ment simultané des signes de deux quelconques des opérateurs 
Jo Jx. Une telle symétrie correspond formellement au groupe 
D.. Aussi les niveaux d'énergie de la toupie asymétrique peuvent- 
ils être classés suivant les représentations irréductibles de ce groupe. 
On a ainsi quatre types de niveaux non dégénérés correspondant 
aux représentations À, B,, B,, B, (voir tableau 7, page 434). 

Il est facile d'établir quels sont précisément les états de la toupie 
asymétrique se rapportant à chacun de ces types. A cet effet, il 
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faudra expliciter les propriétés de symétrie des fonctions 4,, et des 
fonctions (103,12) formées avec elles. Ceci pourrait se faire direc- 
tement à partir des expressions (103,8). Toutefois, il est plus simple 
de partir des fonctions sphériques plus ordinaires, en notant que, 
quant à leurs propriétés de symétrie, les fonctions d'onde des états 
à valeurs déterminées de la prdjection du moment sur l'axe des & 
coïncident avec les fonctions propres du moment : 


Ya Y(8, p) —e-*#v6,, (6), (103,13) 


6, æ étant les angles sphériques en axes Ent, et le signe — si- 

ifie ici «se transforment comme»; la conjugaison complexe 
dans (103,13) est liée au changement de signe aux seconds mem- 
bres des relations de commutation (103,3). 

La rotation de x autour de l'axe des & (c'est-à-dire l'opération 
de symétrie C® multiplie la fonction (103,13) par (—1): 

CD: pur —(—1)hbus. 

On peut considérer l'opération C{” comme le résultat d’une 
inversion suivie d’une réflexion dans le plan E£; la première opé- 
ration multiplie ,, par (—1)/, et la deuxième (changement du 


signe de æ) revient à changer le signe de k. Eu égard à la défini- 
tion (28,6) des fonctions 6, _,, on obtient de ce fait: 


CE Pr — (—1)/ #2 D, _r. 
Enfin, par la transformation CŸ = C!" C'® il vient: 
CP: be — (—1) Ds, x 


Eu égard à ces lois de transformation, on trouve que les états 
répondant aux fonctions (103,12) se rapportent aux types de sy- 
métrie suivants: 


J pair, k pair — À 
: J pair, kimpair —B, 
Via À J impair, & pair —B, 
J impair, k impair —B, 
J pair, k pair —B, (205,14 
J pair, k impair —B, 
VA J impair, À pair  —AÀ 


J impair, k impair —B, 


Par un calcul simple, on trouve aisément le nombre d'états de 
chaque type pour J donné. A savoir, au type À et à chacun des 
types B,, B,, B, correspondent les nombres d'états suivants. 
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| A | B;, Bs Bs 
J J 
J pair 5+! | ns (103,15) 
J—1 J +1 
J impair | = | —— 


On a pour la toupie asymétrique des règles de sélection des 
éléments matriciels concernant les transitions entre états des types 
À, B,, B,, B,, qu'il est facile d'obtenir comme à l'ordinaire par 
des considérations de symétrie. Ainsi, on a pour les composantes 
d'une grandeur physique vectorielle A les règles de sélection sui- 
vantes : 

pour 4:44 Bb, BLe BM, 
» A:4+BM, BPe BD, (103,16) 
» AA BŸ, BMe Bb 


(pour la clarté, nous avons affecté les symboles de représentation 
du nom de l'axe autour duquel la rotation a, dans la représenta- 
tion envisagée, +1 pour caractère). 


Problèmes 


1. Trouver les fonctions d'onde des états |JMk> d'une toupie symétrique 
par calcul direct, en tant que fonctions propres des opérateurs J?, L=: di 
(F. Reiche, H. Rademacher, 1926). 

Solution. Ayant en vue d'obtenir m4 en fonction des angles d’Euler 
a, PB, y. il faut exprimer d’après ceux-ci les opérateurs des projections du mo- 
ment sur des axes fixes xyz. L'opérateur de la projection du moment sur un axe 
quelconque étant —:i0d/0p, où œ est l’angle de rotation autour de cet axe, on 
peut écrire 

COR RE ne 

dx’ ? Puy À 0: ? 
Px Puy P- étant les angles de rotation autour des axes correspondants. Les dé- 
rivées par rapport à ces angles peuvent s'exprimer d'après les dérivées par rap- 
port à &, B, y, si l'on se rappelle que les rotations infinitésimales s'ajoutent 
comme des vecteurs (dirigés suivant les axes des rotations). Les directions des 
vecteurs ôæ, 6B, 6y des rotations infinitésimales décrites en angles d’Euler sont 
montrées sur la fig. 20. En les projetant sur les axes fixes xyz, on trouve les 
angles de rotation autour de ces axes sous la forme: 


= — Sin & ÔB + cos a sin B 6, 
ôp,= cos & ÔB + sin a sin B 6y, 
Ôpz = ôa + cos B 6y. 
D'où inversement 


Ga — — ctg B cos & ôp. —ctg B sin « ô 
ôB = — *n Lo ae Squ-+ 895 
dy cos & sin & 


“np x t-snp ur 


Î,=—i 
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On trouve à l’aide de ces expressions : 
2 cosæ à 


Je—i{—csetgs sine +R) : 


î,= —! { — sinactgf ose gt Sn x} : 
< Q 
J, = —i FE 
Lorsqu'ils s'exercent sur la fonction 4ymx, les opérateurs Ÿ,=— id/0& et 


À —— id/dy (y est l'angle de rotation autour de l'axe €!) sont remplacés par M 
el k (la dépendance correspondante de la fonction d'onde par rapport à & et y 
est donnée par le facteur exp (iæM“<+iyk)). Après quoi, on a: 


F,=i.+il, = 9 EL 
Ji=3,+ = (5 MetgB+ mr): 
OS EE AT mo OR Le 
1-7, Üy=é ( pm MceB+ Fr) 
La suite de la déduction correspond exactement à celle faite à la fin du $ 28. 


On part de l'égalité J,#yyx=0 qui a lieu pour la fonction d'onde pour M—J. 


Ceci donne | équation 
k 
sin B 


(5-1 ctgB+ 


Solution normalisée de cette équation : 


ul : @J+1)1  Jusf. B\/+R/. B\/-*e(Ja+ky) 
dat [tant] (est) (en) EE 


(l'intégrale normalisante se ramène à la B-intégrale d'Euler). Cette expression 
coïncide effectivement, à un facteur de phase près, avec la fonction 


V 2 Df) Ce, B, v 


(cf. (58,26)); le facteur de phase est choisi en conformité avec la définition 
dans (103,7). 

Les fonctions d'onde avec M < J sont ensuite calculées en appliquant 
à nouveau à Yyy8 la formule | 


Jp max VO-MO EME) bume. 
J 


La réponse définitive coïncide avec (103,8), où les fonctions D{4, sont données 
par les formules (58, 10-11) (et l'on tiendra compte de la propriété de symétrie 
de ces fonctions (58,18). 
2. Calculer les éléments matriciels <Jk°| H|JRk> pour une toupie asymétrique 
Solution. À l'aide des formules (27,13) on obtient : 


1 
<k|JE| R=<R|J3 | = RU +1) A, 


) Vox = 0. 


CE #+2=cR+2 [JR —<h|J2| += R+2|J2] 2 = 
= 5 VO=DUE DU FEFDU FES 


$ 103] QUANTIFICATION DE LA ROTATION 479 


(pour abréger, les indices diagonaux J,J des éléments matriciels ont été par- 
tout omis). D'où l'on obtient pour les éléments matriciels cherchés de l'hamil- 
tonien 1: 

h 


IH 18e À (eo) +0 0) + À cs, 
I H|k+2D>=<k+2|H | = 
2 
= (6) VU-RU-EDOFEFIUTEFD. () 


Les éléments matriciels par rapport aux fonctions (103,12) s'expriment 
d'après les éléments matriciels (1) conformément aux relations 
<REIHIRED=<R|HIRD (RH), 
€+IHIIE>=<IHIDEG|H|-D, 
ChHIHIEH2,H)=cCR|HIRTO  (E 5% 0) a 
<0+/|H12+>=V2<0|H12). 
3. Déterminer les niveaux d'énergie d'une toupie asymétrique pour J =1. 


Solution. L'équation séculaire du troisième degré se décompose en trois 
équations du premier degré. L'une d'elles donne : 


2 
E,=<0+| H1043= À (a+). (3) 


D'où l’on peut d'emblée écrire deux autres niveaux d'énergie, puisqu'il est a 
priori évident que les trois paramètres a, b, c figurent dans le problème de 
façon symétrique. De ce fait : 


E,= À (a+ 0, E=Ÿ 6+0. (4) 


Les niveaux E;, Ex, E3 se rapportent respectivement aux types de symétrie B;, 
Ba B3.° Fonctions d'onde de ces états : 
Vi= bio Vr= Vin Vs = Vu. 
4. Même problème pour J =2. 
Solution. L'équation séculaire de degré 5 se décompose en trois équations 


du premier et une équation du second degré. L'une des équations du premier 
degré donne : pa 


E=<2—|H|2—>= 2h04 (a+6) (5) 


(niveau du type B;). On déduit aussitôt de là qu'il doit exister encore deux 
niveaux (des types B, et Bs): 


2 2 
Es= 2h56 + À (a+0) Es=2hra+ À +c). 
A ces trois niveaux correspondent les fonctions d'onde 


Vis Va, Va Va, Va Va 
1 Dans les problèmes 2 à 5, afin de simplifier l'écriture des formules, on 
se sert des notations: 
a=l}l A, b=1/l18, c=l/lc. 
? Ceci résulte directement de considérations de symétrie. Ainsi, l'énergie E; 


est symétrique par rapport aux paramètres a et b; telle doit être l'énergie d'un 
état dont la symétrie par rapport aux axes E et n est la même (état du type B:). 
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L'équation du second degré est : 


O+|HI0+>—E <2+IH10+>  |_o © 
<2+|1H10+3> <2+|H12+>—E| 
Il vient en la résolvant : 
Eus=ht(a+b+c) + ht[(a+b+c)—3(ab+bc+ac)]/3. (ty) 


Ces niveaux se rapportent au type À. Les fonctions d'onde qui leur correspon- 
dent sont des combinaisons linéaires de #4 et és. 

5. La même chose pour J =3. 

Solution. L'équation séculaire de degré 7 se décompose en une équation 
du premier degré et trois équations du second degré. L'équation du premier 
degré donne : 

Ey=<2—|H|2—>=2h? (a+b+c) (8) 


(niveau du type À). L'une des équations du second degré est l'équation (6) du 
problème précédent (avec une autre valeur de J). Ses racines : 


Es. = (+0) fre + À? [4 (a—b)®+c2+ ab — ac —bc]'/? @) 


(niveaux du type B,). Les autres niveaux se déduisent de là en permutant les 
paramètres a, b, c. 

6. Déterminer la désintégration des niveaux d'un système doué de moment 
quadrupolaire dans un champ électrique extérieur arbitraire. 

Solution. Prenant pour axes de coordonnées les axes principaux du ten- 
seur O2p/ôx; Ôxe (cf. prob. 3 $ 75), nous ramenons la partie quadrupolaire de 
l'hamiltonien du système à la forme: 


H=AÏÎ:+8]:+CT?, A+B+C=0. 


Eu égard à l'analogie formelle complète de cette expression et de l’hamilto- 
nien (103,1), le problème posé revient à chercher les niveaux d'énergie d'une 
toupie rmeraues avec la seule différence qu'à présent la somme des coeffi- 
cients A+B<+C—0, et que le moment peut aussi avoir des valeurs demi-en- 
tières. Les calculs seront refaits pour ces dernières par le même procédé, et 
our les J entiers on pourra se servir des résultats des problèmes 3, 4, 5. 
En obtient finalement les valeurs suivantes du déplacement d'énergie A E pour 
quelques-unes des premières valeurs de J : 


J=1: AE=— A, —B, —C, 


J=3/2: AE = + V À (434 B+ C9, 


J=2: AE=34, 3B, 3C, + V6(A?+B?+C:). 


Pour J/—=3/2 les niveaux d'énergie restent doublement dégénérés, en raison du 
théorème de Kramers ($ 60). 


$ 104. Interaction des vibrations et de la rotation d’une molécule 


Jusqu'à présent nous considérions la rotation et les vibrations 
d’une molécule comme des mouvements indépendants. En réalité, 
l'existence simultanée de l’un et de l’autre de ces mouvements 
aboutit à une interaction spécifique (E. Teller, L. Tisza, G. Placzek, 
1932-1933). 
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Envisageons d’abord les molécules polyatomiques linéaires. Une 
molécule linéaire peut accomplir des vibrations de deux types 
(cf. fin $ 100): des vibrations longitudinales à fréquences simples 
et des vibrations transverses à fréquences doubles. Nous allons 
envisager à présent ces dernières. 

Une molécule accomplissant des vibrations transverses possède, 
en général, un certain moment cinétique. On le voit déjà à partir 
de considérations mécaniques simples', mais on peut le montrer 
par une étude quantomécanique. Cette dernière permet en outre de 
déterminer les valeurs possibles de ce moment dans l’état vibratoire 
donné. 

Supposons excitée dans la molécule une fréquence double quel- 
conque w,. Un niveau d'énergie de nombre quantique de vibration 
vw est v, +1 fois dégénéré. Il lui correspond v, + 1 fonctions d'onde 


Vegas = COnst-exp| — 4-04 (Qa + Q24) | Ho, (caQai) Ho, (CoQas) 
(où V1 +Uxs = V4) Où des combinaisons linéaires indépendantes de 
ces fonctions. Le degré total (en Q,, et Q..) le plus élevé multipliant 
le facteur exponentiel dans toutes ces fonctions est le même et vaut v.. 
Il est évident qu'on peut toujours prendre pour fonctions fonda- 
mentales des combinaisons linéaires des fonctions 1,0, de la 


forme : 
1 
Vale — const-exp [ —7 Ca (Q+Q2,)| X 
tatla a" la 

X [(Qo + iQus) L (Qui — iQ as) . fots ]. (104,1) 
On a dans les crochets un certain polynôme dont nous n’avons 
écrit que le terme de plus haut degré. Le nombre /, est un entier sus- 
ceptible de prendre v,+1 valeurs différentes: [,=v0, va—2, 
Va —4, ..., —Une 
i Les coordonnées normales Qu, Qu: de la vibration transverse 
constituent deux déplacements orthogonaux depuis l’axe de la molé- 
cule. Dans une rotation de @ autour de cet axe le terme de plus haut 
degré du polynôme (et avec lui la fonction #,,,.tout entière) se 


trouve multiplié par 
l —1 
exp ip (= £) ie ( _ 5 )} = exp (il,). 


Ceci montre que la fonction (104,1) correspond à un état de moment !, 
par rapport à l'axe. 


! Ainsi, deux vibrations transverses orthogonales déphasées de x/2 peuvent 
ee de Le Mg comme une rotation pure de la molécule fléchie autour de l’axe 
ongitudinal. : 
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De la sorte, nous sommes amenés à ce résultat que dans un 
état où a été excitée (avec le nombre quantique v,) une fréquence 
double w,, la molécule possède un moment (par rapport à son axe) 
parcourant les valeurs 


la = Var Va—2 Un —4, ..., —Un. (104,2) 


On dit que c'est le moment vibratoire de la molécule. Si plusieurs 
vibrations transverses sont simultanément excitées, le moment vi- 


bratoire total vaut alors 1, Ajouté au moment électronique 


a 
orbital, il donne le moment total { de la molécule par rapport 
à son axe. 
Le moment cinétique total de la molécule J (ainsi que pour 
une molécule diatomique) ne peut être inférieur au moment par 
rapport à l’axe, c'est-à-dire que J parcourt les valeurs: 


J=liL Lé[+, 


En d’autres termes, on n’a pas d'états avec / = 0,1, ...,|{|—1. 
Lorsque les vibrations sont harmoniques l'énergie ne depend que 
des v, et ne dépend pas des /,. La dégénérescence des niveaux vibra- 
toires (selon les valeurs de /,) se lève en présence d’anharmonicité. 
Mais elle ne se lève qu'incomplètement : les niveaux restent dou- 
blement dégénérés, des états qui se distinguent par le changement 
simultané du signe de tous les /, et ! possédant la même énergie; 
à l’approximation suivante (après l'approximation harmonique), 
un terme quadratique par rapport aux moments !, de la forme 


> LaBlalp 
a, B 


(les gp étant des constantes) apparaît dans l'énergie. Cette double 
dégénérescense résiduelle se lève par un effet analogue au dédou- 
blement À pour les molécules diatomiques. 

Passant aux molécules non linéaires, il importe en premier lieu 
de faire la remarque suivante de nature purement mécanique. Pour 
un système de particules arbitraire (non linéaire), la question se 
pose de savoir comment on peut séparer le mouvement vibratoire 
de la rotation, autrement dit, que faut-il entendre par «système 
non tournant». Au prime abord, on serait tenté de penser que le 
critérium d'absence de rotation peut être la nullité du moment 
cinétique : : 

Zmrxv=0 (104,3) 


(sommation sur toutes les particules). Toutefois, l'expression du 
premier membre n’est pas la dérivée totale par rapport au temps 
d’une fonction des coordonnées quelle qu'elle soit. Aussi l'égalité 
écrite ne peut-elle être intégrée par rapport au temps de manière 
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à être formulée sous forme d'égalité à zéro d’une fonction des 
coordonnées. Or, c'est précisément ce qu’il faut pour une formula- 
tion raisonnable de la notion de « vibrations pures » et de «rotation 
pure». Ceci étant, on définira l'absence de rotation par la con- 
dition 

Zmr,xv=0, (104,4) 


les r, étant les rayons vecteurs des positions d'équilibre des parti- 
cules. Ecrivant r—r,+u, u étant les déplacements lors de petites 
vibrations, il vient v=r—u. L'équation (104,4) s'intègre par 
rapport au temps et donne 


>mr,xu=0. (104,5) 


Nous considérerons que le mouvement de la molécule est constitué 
par l’ensemble d’un mouvement vibratoire pur au cours duquel est 
satisfaite la condition (104,5) et d’une rotation de la molécule con- 
sidérée comme un tout. 

Ecrivant le moment cinétique sous la forme: 


Emrxv=Dmrxv+>muxv, 


on voit que, en vertu de la définition (104,4) de l’absence de rota- 
tion, il faut entendre par moment vibratoire la somme mu x v. 
Mais on aura en vue que ce moment, qui n'est qu’une partie du 
moment total du système, ne se conserve nullement de lui-même. 
Ceci étant, seule peut être assignée à chaque état vibratoire la 
valeur moyenne du moment vibratoire. 

Les molécules ne possédant aucun axe de symétrie d’ordre supé- 
rieur au second relèvent du type de la toupie asymétrique. Pour 
les molécules de ce type toutes les fréquences de vibration sont 
simples (leurs groupes de symétrie ne possèdent que des représenta- 
tions irréductibles à une dimension). C’est pourquoi tous les niveaux 
vibratoires sont non dégénérés. Or, dans tout état non dégénéré le 
moment cinétique moyen s’annule (cf. $ 26). De la sorte, chez les 
molécules du type toupie asymétrique le moment vibratoire moyen 
est absent dans tous les états. 

S'il y a parmi les éléments de symétrie d’une molécule un axe 
d'ordre supérieur au second, elle est du type de la toupie symétrique. 
Une telle molécule possède aussi bien des vibrations de fréquences 
simples que de fréquences doubles. Le moment vibratoire moyen 
des premières s’annule de nouveau. Mais il correspond aux fréquences 
doubles une valeur moyenne non nulle de la projection du moment 
sur l'axe de la molécule. 


1 Le mouvement de translation est supposé séparé dès le début par le 
choix d'un référentiel dans lequel le centre d'inertie de la molécule est au repos. 
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On trouve facilement l'expression de l'énergie du mouvement 
de rotation d’une molécule (du type toupie symétricue) compte 
tenu du moment vibratoire. L'opérateur de cette énergie se distin- 
gue de (103,5) par le remplacement du moment de rotation de la 
toupie par la différence entre le moment total (conservatif) de la 
molécule J et son moment vibratoire J ‘7: 


ñ À p5 k/1 1 \r5 3; 

Brugge OI} + (+7) (Z— 12). (104,6) 
L'énergie cherchée est la valeur moyenne H,4. Les termes dans 
(104,6) contenant les carrés des composantes de J donnent l'énergie 
de rotation pure, coïncidant avec (103,6). Les termes contenant 
les carrés des composantes de J® donnent des constantes indé- 
pendantes des nombres quantiques de rotation ; on peut les omettre. 
Quant aux termes contenant les produits des composantes de J et 
J'®, ils représentent l'effet, qui nous intéresse ici, d'interaction 
des vibrations de la molécule avec sa rotation ; on l'appelle interaction 
de Coriolis (parce qu'elle correspond aux forces de Coriolis en méca- 
nique classique). Prenant la moyenne de ces termes, il faudra avoir 
en vue que les valeurs moyennes des composantes transverses (à, n) 
du moment vibratoire sont nulles. Ceci étant, il vient pour la valeur 
moyenne de l'énergie d’interaction de Coriolis: 

2 
E= # kk,, (104,7) 


où À (entier) est, comme au $ 103, la projection du moment total 
sur l’axe de la molécule, et k,=—J{° la valeur moyenne de la pro- 
jection du moment vibratoire caractérisant l’état vibratoire donné ; 
contrairement à À, À, n’est nullement un nombre entier. 

Enfin, considérons les molécules du type toupie sphérique. 
Telles sont les molécules possédant la symétrie d’un quelconque 
des groupes cubiques. Elles possèdent des fréquences simples, doubles 
ou triples (en raison du fait que les représentations irréductibles 
des groupes cubiques contiennent les représentations à une, deux 
et trois dimensions). Comme toujours, la dégénérescence des niveaux 
vibratoires est partiellement levée par l'anharmonicité; après 
l'intervention de ces effets, seuls subsistent, outre les niveaux non 
dégénérés, les niveaux doublement et triplement dégénérés. 11 sera 
précisément question maintenant de ces niveaux désintégrés par 
l’anharmonicité. 

Il est facile de voir que pour les molécules du type toupie sphé- 
rique le moment vibratoire moyen est absent non seulement dans 
les états vibratoires non dégénérés, mais encore dans les états double- 
ment dégénérés. Ceci résulte déjà de considérations simples qui 
s'appuient sur des propriétés de symétrie. En effet, les vecteurs 
moments moyens dans les deux états relatifs à un niveau d'énergie 
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dégénéré devraient se transformer l’un dans l'autre dans toutes les 
transformations de symétrie de la molécule. Mais aucun des groupes 
de symétrie cubiques n’admet l'existence de deux directions se 
transformant exclusivement l’une dans l’autre ; seules se transforment 
l’une dans l’autre des directions en nombre de trois au moins. 

Il résulte de ces considérations mêmes que le moment vibratoire 
moyen est non nul dans les états correspondant à des niveaux 
vibratoires triplement dégénérés. Une fois prise la moyenne sur 
l’état vibratoire, ce moment se représente par un opérateur constitué 
par une matrice dont les éléments correspondent aux transitions 
entre les trois états mutuellement dégénérés. Conformément au 
nombre de tels états, cet opérateur doit être de la forme tÎ, Î étant 
l'opérateur de moment unité (pour lequel 2/+1—3), et £ une 
constante caractéristique du niveau vibratoire donné. L'hamiltonien 
du mouvement de rotation de la molécule 


ot — : (i > jo), 


une fois sa moyenne prise comme spécifié ci-dessus, devient l’opé- 
rateur : : A 
8 « 32777 2 22 

Bt=7 +5) —7 til. (104,8) 
Les valeurs propres du premier terme sont l'énergie de rotation 
ordinaire (103,4), et le second terme donne une constante inessen- 
tielle indépendante du nombre quantique de rotation. Quant au 
dernier terme dans (104,8), il donne l’énergie cherchée de la désin- 
tégration de Coriolis du niveau vibratoire. Les valeurs propres de 
la quantité JI1 se calculent comme d'ordinaire; elle peut avoir 
(pour J donné) trois valeurs différentes (correspondant aux valeurs 
du vecteur 1+J égales à J +1, J—1, J). On trouve en définitive : 


Et rs, pro Brin, EE. (104,0) 
T 7 T 
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La fonction d’onde d’une molécule est le produit de la fonction 
d'onde électronique, de la fonction d’onde du mouvement vibratoire 
des noyaux et de la fonction d'onde de rotation. Il a déjà été 
question de la classification et des types de symétrie de ces fonctions 
séparément. Il nous reste à présent à examiner la question de la 
classification des termes moléculaires globalement, c'est-à-dire de 
la symétrie possible de la fonction d'onde totale. 

Il est clair que la donnée de la symétrie de tous les trois facteurs 
dans telles ou telles transformations détermine aussi la symétrie 
du produit dans ces mêmes transformations. Pour caractériser com- 
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plètement la symétrie de l’état, il faut encore indiquer le comporte- 
ment de la fonction d'onde totale dans l’inversion simultanée des 
coordonnées de toutes les particules (électrons et noyaux) dans la 
molécule. Un état est dit négatif ou positif selon que la fonction 
d'onde change ou non de signe dans cette transformation !. 

Mais il faut avoir en vue que la caractéristique de l'état vis-à-vis 
de l’inversion n’a de sens que pour les molécules non douées d'’iso- 
mérie géométrique. La présence de l’isomérie géométrique signifie 
que par inversion la configuration de la molécule devient telle 
qu'elle ne peut être amenée à coïncider avec la configuration initiale 
par aucune rotation dans l’espace (molécules des modifications «à 
droite» et «à gauche» de la matière). Dès lors, des fonctions 
d'onde déduites l’une de l’autre par inversion, se rapportent en 
fait, en présence d’isomérie géométrique, à des molécules différentes, 
et on ne saurait les comparer ?. 

Nous avons vu au $ 86 que pour les molécules diatomiques le 
spin des noyaux exerce une influence indirecte essentielle sur le 
schéma des termes moléculaires, déterminant les multiplicités de 
leur dégénérescence, et dans certains cas, interdisant complètement 
les niveaux de telle ou telle symétrie. Il en est de même des 
molécules polyatomiques. Mais l'étude de la question est ici bien 
plus complexe et exige la mise en œuvre des méthodes de la théorie 
des groupes dans chaque cas concret. 

L'idée de la méthode consiste en ce qui suit. La fonction d'onde 
totale doit aussi contenir, concurremment à la partie de coordonnées 
(que seule nous considérions jusqu'à présent), le facteur de spin, 
qui est une fonction des projections des spins de tous les noyaux 
sur une direction quelconque choisie dans l'espace. La projection 
du spin © d'un noyau parcourt 2i+1 valeurs (i étant le spin du 
noyau), assignant à tous les o,, ©, ..., on (N étant le nombre 
d'atomes dans la molécule) toutes les valeurs possibles, on obtient 
en tout (2i,+1)(2i,+1)...(2in+ 1) différentes valeurs du facteur 
de spin. A chaque transformation de symétrie, tels ou tels noyaux 
(de même espèce) échangent leurs places, et si l’on se représente 
que les valeurs des spins «restent en place», alors la transforma- 
tion revient à. échanger les valeurs des spins entre les noyaux. En 
conséquence, différents facteurs de spin se transformeront entre 


1 Nous nous servons, selon l'usage, de la même terminologie impropre que 
pour les molécules diatomiques ($ 86). 

? Pour qu’il y ait possibilité d'isomérie géométrique, il importe que la 
molécule n’ait aucun élément de symétrie lié à l'inversion (centre d'inversion, 
plan de symétrie, axe de réflexion-rotation). 

SA strictement parler, la mécanique quantique conduit toujours à une 
probabilité de transition d'une modification à une autre non nulle. Mais cette 
REINE liée au franchissement d'une barrière par les noyaux est extrême- 
ment faible. 
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eux, réalisant ainsi une certaine représentation (en général réductible) 
du groupe de symétrie de la molécule. La décomposant en parties 
irréductibles, on trouve par là même les types de symétrie possibles 
de la fonction d'onde de spin. 

Il est facile d'écrire la formule sn des caractères %,,(G) 
de la représentation réalisée par les facteurs de spin. Il suffit pour 
cela de remarquer que seüls ne changent pas dans une transformation 
ceux des facteurs de spin dans lesquels les noyaux qui permutent 
ont les mêmes o,; dans le cas contraire, un facteur de spin se 
transforme en un autre et ne donne rien au caractère. Ayant en 
vue que o, parcourt 2i,+ 1 valeurs, on trouve que 


La (G)= IT (2i, + D), (105,1) 


le produit mettant en jeu les groupes d’atomes échangeant leurs 
places dans la transformation donnée G (à raison d’un facteur de 
chaque groupe dans le produit). 

Mais ce n’est pas tant la symétrie de la fonction de spin qui 
nous intéresse que celle de la fonction d'onde de coordonnées (il 
s'agit de la symétrie vis-à-vis des permutations des coordonnées 
des noyaux, les coordonnées des électrons restant inchangées). 
Mais ces symétries sont directement liées entre elles par le fait 
que la fonction d'onde totale doit rester inchangée ou changer de 
signe lors de la permutation de chaque couple de noyaux obéissant 
à la statistique de Bose ou de Fermi [en d’autres termes, elle doit 
être multiplée par (—1)", i étant le spin des noyaux SES 
Introduisant le facteur correspondant dans les caractères (105,1), 
on obtient le système de caractères x(G) de la représentation 
impliquant toutes les représentations irréductibles suivant lesquelles 
se transforment les fonctions d'onde de coordonnées : 


x(G)= JT (25, + 1) (— 1% Car 9 (105,2) 


(nr, est le nombre de noyaux de chaque groupe échangeant leurs 
places dans la transformation donnée). Décomposant cette repré- 
sentation en parties irréductibles, on obtient les types de symétrie 
possibles des fonctions d'onde de coordonnées de la molécule avec 
les multiplicités de dégénérescence des niveaux d'énergie correspon- 
dants (ici et dans ce qui suit, il s’agit de la dégénérescence suivant 
les divers états de spin du système de noyaux)!. 

Chaque type de symétrie des états est lié à des valeurs déter- 
minées des spins totaux des groupes de noyaux équivalents dans 
la molécule (c’est-à-dire des groupes de noyaux permutant entre 
eux dans certaines transformations de symétrie de la molécule). 
Ce lien n'est pas biunivoque: chaque type de symétrie des états 


1 À ce sujet, on parle souvent de la multiplicité de la dégénérescence d’un 
niveau comme de son poids statistique nucléaire (cf. nota 2, p. 383). 
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peut être, en général, réalisé avec différentes valeurs des spins des 
groupes de noyaux équivalents. La déduction de ce lien dans chaque 
cas concret est aussi possible à l’aide des méthodes de la théorie 
des groupes. 

Envisageons, à titre d'exemple, une molécule du type toupie 
asymétrique: une molécule d’éthylène CH (fig. 43, g, groupe de 
symétrie D,,). L'indice supérieur du symbole de l'élément chimique 
spécifie l’isotope auquel se rapporte le noyau; cette indication 
est indispensable, des noyaux de différents isotopes pouvant être 
doués de spins différents. Dans notre cas le spin du noyau H! 
vaut 1/2, et le noyau de C? n’a pas de spin. Aussi faut-il seule- 
ment considérer les atomes d'hydrogène. 

Choisissons le système de coordonnées comme sur la fig. 43, g 
(l'axe des z est perpendiculaire au plan de la molécule, l’axe des x 
est dirigé suivant son axe). La réflexion dans le plan o(xy) laisse 
tous les atomes en place, les autres réflexions et rotations permutant 
deux à deux les atomes d'hydrogène. D’après la formule (105,2), 
on obtient les caractères suivants de la représentation 


E_o(xy) o (xz) o (yz) 1 Ca (2) Cs (y) Ca (x) 
16 16 4 4 4 4 4 4 


Décomposant cette représentation en parties irréductibles, on trouve 
u'elle contient les représentations irréductibles suivantes du groupe 
n°: 747 3Bip 3Bsnr 3Bss- Le chiffre indique combien de fois la 

représentation donnée entre dans la représentation réductible ; ces 

chiffres sont précisément les poids statistiques nucléaires des niveaux 
de la symétrie correspondante. 

La classification obtenue des états de la molécule d’éthylène 
se rapporte à la symétrie de la fonction d’onde totale (de coordonnées), 
impliquant les parties électronique, vibratoire et rotatoire. Mais 
d'ordinaire on a intérêt à considérer ces résultats d’un autre point 
de vue. À savoir, connaissant les symétries possibles de la fonction 
d'onde totale on peut trouver directement les niveaux rotatoires 
possibles (avec leurs poids statistiques) pour tel ou tel état électro- 
nique et vibratoire. 

Considérons, par exemple, la structure rotatoire du niveau vibra- 
toire inférieur (les vibrations ne sont pas excitées) du terme électro- 
nique normal, supposant la fonction d'onde électronique de l'état 
normal totalement symétrique (ce qui a pratiquement lieu dans tou- 
tes les molécules polyatomiques). Alors la symétrie de la fonction 
d'onde totale vis-à-vis des rotations autour des axes de symétrie 
coïncide avec celle de la fonction d'onde rotatoire. Comparant avec 


1 Pour ce qu est de la déduction du lien de symétrie des états avec les 
valeurs du spin total des quatre atomes de H dans la molécule d'éthylène, voir 
le problème 1. 
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les résultats déduits plus haut, nous sommes donc conduits à cette 
conclusion que pour la molécule d'éthylène les niveaux rotatoires 
des types À et B, (voir $ 103) sont positifs et ont pour poids 
statistiques 7 et 3, les niveaux des types B, et B, étant négatifs 
et ayant pour poids statistique 3. 

Ainsi que pour les molécules diatomiques (voir fin du $ 86), 
l'interaction des spins nucléaires avec les électrons étant illusoire, 
les transitions entre états de la molecule d’éthylène de différentes 
symétries nucléaires n'ont pratiquement pas lieu. C'est pourquoi 
les molécules se trouvant dans de tels états se comportent comme 
différentes modifications de la matière, de sorte que l'éthylène 
CH! a quatre modifications avec pour poids statistiques nu- 
cléaires 7, 3, 3, 3. Il est essentiel dans cette conclusion que les états 
de différentes symétries se rapportent à différents niveaux d'énergie 
(les intervalles entre ces niveaux sont grands en comparaison de 
l'énergie d'interaction des spins nucléaires). Aussi n'est-elle pas vraie 
pour les molécules pour lesquelles il existe des états de différentes 
symétries nucléaires se rapportant à un seul et même niveau éner- 
gétique dégénéré. 

Considérons encore l'exemple de la molécule d’ammoniac 
N'“H1 du type toupie symétrique (fig. 41, groupe de symétrie C;.). 
Le spin du noyau N'est égal à 1, celui de H' à 1/2. A l'aide 
de la formule (105,2) on trouve les caractères de la représentation 
du groupe C,, qui nous intéresse : 


E 253 %9 
3 6 —12. 


Elle contient les représentations irréductibles suivantes de C.,: 
124,, 6E. Ainsi, deux types de niveaux sont possibles ; leurs poids 
statistiques nucléaires valent 12 et 6:. 

On classe les niveaux rotatoires d’une toupie symétrique (pour 
J donné) suivant les valeurs du nombre quantique k. Considérons, 
ainsi que dans l'exemple précédent, la structure rotatoire de l'état 
électronique et vibratoire normal de la molécule NH, (c'est-à-dire 
que nous supposerons les fonctions d'onde électronique et vibratoire 
complètement symétriques). Déterminant la symétrie de la fonction 
d'onde rotatoire, il faut avoir en vue qu'il n’y a lieu de parler 
de son comportement que dans les rotations autour des axes. Aussi 
remplacera-t-on les plans de symétrie par des axes de symétrie 
normaux binaires (une réflexion dans un tel plan équivaut à une 
rotation autour d’un tel axe suivie d’une inversion). Dans notre cas, 
on devra donc envisager au lieu de C,, son isomorphe ponctuel D,. 


1 Le spin total des noyaux de l'hydrogène correspondant aux termes de 
symétrie À, est égal à 3/2, et à 1/2 pour les termes E. 


490 MOLÉECULES POLYATOMIQUES (CH. XIII 


Les fonctions d'onde rotatoires avec k=+]|k| se multiplient 
dans une rotation C, autour d’un axe vertical ternaire par e+2x{1#1/3, 
et dans une rotation U, autour d’un axe horizontal binaire elles 
se transforment l’une dans l’autre réalisant ainsi une représentation à 
deux dimensions de D,. Lorsque |k| n'est pas un multiple de 3, cette 
représentation est irréductible : représentation E. La représentation 
de C; correspondant à la fonction d'onde totale s'obtient en 
multipliant le caractère y(U,) par +1 ou —1, selon que le terme 
est positif ou négatif. Mais comme on a 4(U,)=0 dans la repré- 
sentation E, on retrouve dans les deux cas la même représentation E 
(mais cette fois-ci comme représentation de C.,, et non de D,). Eu 
égard aux résultats déduits ci-dessus, on conclut ainsi que, lorsque 
|| n'est pas un multiple de 3, on peut avoir aussi bien des niveaux 
positifs que des niveaux négatifs avec des poids statistiques nu- 
cléaires égaux à 6 (niveaux de symétrie de la fonction d'onde de 
coordonnées totale du type E). 

Si |k| est multiple de trois (mais non nul), les fonctions rota- 
toires réalisent une représentation (de D,) de caractères 


E 2C3 3U, 
2 2 0 


Cette représentation est réductible et se décompose en 4,, 4,. Pour 
que la fonction d'onde totale se rapporte à la représentation À, du 
groupe C.. le niveau rotatoire À, doit être négatif, et À, positif. 
Ainsi, lorsque |k| non nul est multiple de trois, on peut avoir 
aussi bien des niveaux positifs que des niveaux négatifs avec 
FE ROSE statistiques nucléaires égaux à 12 (niveaux du ty- 
pe Àj). 

Enfin, à la projection du moment k= 0 correspond en tout et 
pour tout une seule fonction rotatoire réalisant la représentation 
de caractères! 


Pour que la fonction d'onde totale ait la symétrie À,, son compor- 
tement dans l’inversion doit, par conséquent, être déterminé par le 
facteur (—1)/*'. Ainsi, lorsque k=0, les niveaux avec J pair (im- 
pair) ne peuvent être que négatifs (positifs); le poids statistique 
est dans les deux cas égal à 6 (niveaux du type 4,). 

Groupant ces résultats, on obtient le tableau suivant des états 
possibles, pour diverses valeurs du nombre quantique k, pour le terme 


1 Dans une rotation de x la fonction propre du moment de grandeur J et 
de projection nulle se multiplie par (—1)/. 
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électronique et vibratoire normal de la molécule N“Hi (+ et — 
désignent les états positifs et les négatifs) : 


|&| non multiple de 3 6E 6E 


1k| multiple de 3 124, | 124; 
_ J pair — 6A 
#=0 { J impair 64, ss 


Pour J et k donnés, les niveaux d'énergie de la molécule NH, 
sont en général dégénérés (voir aussi le tableau de ND, dans le pro- 
blème 3). Cette dégénérescence se lève partiellement en raison de 
l'effet spécifique lié à la forme aplatie de la molécule d’ammoniac 


Fig. 44 


et à la faible masse des atomes d'hydrogène. Un déplacement verti- 
cal relativement petit des atomes dans cette molécule peut donner 
lieu à la transition entre deux configurations symétriques par rapport 
à un plan parallèle à la base de la pyramide (fig. 44). Ces transitions 
entraînent la désintégration des niveaux avec séparation des niveaux 
positifs et des niveaux négatifs (effet analogue au cas unidimension- 
nel envisagé au prob. 3, $ 50). La grandeur de la désintégration est 
proportionnelle à la probabilité que les atomes franchissent la 
«barrière de potentiel » séparant les deux configurations de la molé- 
cule. Bien que dans la molécule d’ammoniac, grâce à ses proprié- 
tés mentionnées ci-dessus, cette probabilité soit relativement grande, 
la valeur de la désintégration reste tout de même petite (1- 1074 eV). 

Un exemple de molécule du type toupie sphérique est traité au 
problème 5 ci-dessous. 
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Problèmes 


1. Etablir le lien entre la symétrie de l'état d'une molécule CiH1 et le 


spin total des noyaux d'hydrogène qu'elle contient. 

Solution!t. Le spin total des quatre noyaux H1 peut avoir les valeurs 
1=2, 1, 0, et sa projection M, parcourt les valeurs de 2 à —2. Considérons 
les représentations réalisées par les facteurs de spin concernant chaque valeur 
individuelle de M, depuis la valeur maximum. 

À la valeur M;=2 correspond en tout un seul facteur de spin, dans lequel 
tous les noyaux on! pour projection du spin 1/2. À la valeur M,=1 correspon- 
dent quatre facteurs du spin différents, selon le noyau auquel est assignée la 
projection du spin —1/2. Enfin, la valeur M,=0 est réalisée par 6 facteurs 
de spin, suivant le couple de noyaux auquel sont assignées les projections du 
spin —1/2. Les caractères de trois représentations correspondantes sont les sui- 
vants : 


E |atxy) | 0 (xz) Ca (2) Cs Cs (x) 


cu] 


My=2 1 1 1 1 1 1 1 1 
Mi=1 4141/0101! 0 0 0 
M;=0 6 | 6 | 2 | 2 | 2 2 2 2 


La première de ces D er est la représentation unité A; la 
valeur M;=2 ne pouvant être réalisée que pour /=—2, on conclut qu'au spin 
[=2 correspond un état de symétrie À,. 

La valeur M;=1 peut être réalisée aussi bien pour /—1 que pour / —2. 
Déduisant, en conséquence, la première représentation de la seconde et décom- 
posant le résultat en parties irréductibles, on trouve qu'au spin /—=1 correspon- 
dent les états B,,. Bas, Bsn- 

Enfin, la valeur ‘M 1=0 peut être réalisée dans tous les cas où est possible 
M;=1l et, en outre, pour /—0. Déduisant, en conséquence, la deuxième repré. 
sentation de la troisième, on trouve deux états 4, correspondant au spin / —0. 

2. Déterminer les types de symétrie des fonctions d'onde totales (de coor- 
données) et les poids statistiques des niveaux correspondants pour les molécules 
Cl3H1, CHHI, Ro [toutes les molécules ont la même forme ; spins : i (H3)=1, 
L(C2)= 1/2, É (NI) = 1]. 

Solution. Par la même méthode que celle appliquée dans le texte à la 
molécule CitH1, on trouve les états suivants (les axes de coordonnées sont choi- 


sis comme dans le texte) : 


Molécule (+) (—) 
Ch Hi 27A 8. 18B;g 18Beu 18B3a 
CHHI 1649 12B1g 12830 24Bsn 
NHOIS 64, 3Bsa 


1 Pour la méthode de résolution des problèmes de ce genre, mettant en 
œuvre la théorie des groupes des permutations, voir le livre de J. Kaplan 
(chap. VI, $ 2) indiqué à la page 271. 
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3. Même problème pour la molécule N14Hi. 

Solution. Comme on l'a fait dans le texte pour la molécule Ni4Hi, on 
trouve les états: 304,, 34,, 24E. 

Pour le terme électronique et vibratoire normal, suivant les diverses va- 
leurs du nombre quantique k, on peut avoir les états : 


(+) | (=) 


[k| non multiple de 3 24E 24E 

|k| multiple de 3 30A;, 34, 30A;, 34, 

in { J pair 304; 3À; 
J impair 3À, 304: 


4. La même chose pour la molécule C}*H3 (voir fig. 43, f: symétrie D4). 
Solution. Les états des types suivants sont possibles : 741%, 1415, 342. 
13432 JEgs 1Es- 


On a pour le terme électronique et vibratoire normal les états suivants: 


(=) 


| (+) 


|&] non multiple de 3 9E 11E; 
[&| multiple de 3 7Aigs $4 l'Ain 18Asu 
k=0 J pair TAig lAie 

= J impair 3A:g 13492 


5. La même chose pour la molécule de méthane CI#H1 (les atomes H occu- 


pent les sommets et l'atome C le centre d’un tétraèdre). 

Solution. La molécule se rapporte au type de la toupie sphérique et à 
la symétrie de T4. En suivant la même méthode, on trouve que sont possibles 
les états des types 542, 1E, 3F; (il leur correspond respectivement un spin 
total de la molécule égal à 2, 0, 1). 

Les états rotatoires de la toupie sphérique se classent d'après les valeurs J 
du moment total. Les (2J +1) fonctions rotatoires concernant la valeur donnée J 
réalisent une représentation à (2/<+1) dimensions du groupe O isomorphe à Ta, 
dont il se déduit en remplaçant tous les plans de symétrie par des axes binai- 
res perpendiculaires à ces plans. Les caractères de cette représentation sont don- 
nés par la formule (98,3). Ainsi, pour J=3 on obtient la représentation de 
caractères 


E 8Cs 6C: 6C, 3Ci 
Tel eT lol 


Elle contient les représentations irréductibles suivantes du groupe O: As, Fi, Fa. 
Considérant de nouveau la structure rotatoire du terme électronique et vibratoire 
normal, on en déduit que, pour J—3, les états de symétrie 4, de la fonction 
d'onde totale ne peuvent être que positifs, les niveaux de l’état F, pouvant être 
aussi bien positifs que négatifs. On obtient de la même façon pour quelques-unes 
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des premières valeurs de J les états suivants (nous les écrivons avec leurs poids 
statistiques nucléaires) : 


+) 1 
J=0 _ 5As 
J=1 8F; Æ 
J=2 1E LE, 3F, 
J=3 54, 3; 3F, 
J=4 IE. 3F,; 5A2 LE, 8F; 


CHAPITRE XIV 
ADDITION DE MOMENTS 


$ 106. Symboles 3/ 


La règle d’addition de moments déduite au $ 31 détermine les 
valeurs possibles du moment total d’un système constitué par deux 
particules (ou par des parties plus complexes) de moments j, et j,2. 
Cette règle est en réalité intimement liée aux propriétés des fonctions 
d'onde dans les rotations de l’espace et découle directement des 
propriétés des spineurs. 

Les fonctions d'onde de particules de moments j, et j, sont des 
spineurs symétriques de rangs 2j, et 2j,, et la fonction d'onde du 
système est donnée par leur produit 


2h 2/s 
pti. pt?) p0.. (106,1) 


Symétrisant ce produit sur tous les indices, on obtient un spineur 
symétrique de rang 2(j,+j.) répondant à un état de moment total 
jh +i.. Contractons ensuite le produit (106,1) sur un couple d’indi- 
ces, l'un appartenant à (4) et l’autre à 4{*) (sans quoi on obtiendrait 
zéro), alors, en vertu de la symétrie de chacun des spineurs (1? 
et ÿf2), le résultat ne dépend pas des indices choisis dans À, p, ... 
et p, 6, ... On obtient après symétrisation un spineur symétrique 
de rang 2(j,+/j,—1) correspondant à un état de moment j, + 
+ j, — 1%. Poursuivant ce processus, on trouve, conformément 
à la règle que nous connaissons déjà, que j parcourt les valeurs de 
ji + ia à | —/l, Chacune d'elles étant prise une seule fois. 


1 A strictement parler, nous aurons toujours en vue, sans le spécifier chaque 
fois, un système constitué par des parties d'interaction si faible qu’on peut, 
en première approximation, considérer leurs moments conservatifs. 

Tous les résultats exposés ci-dessous concernent, bien entendu, non seule- 
ment l'addition des moments totaux de deux particules (ou de systèmes), mais 
aussi l'addition du moment orbital et du spin d'un seul et même système dans 
l'hypothèse que le couplage spin-orbite est suffisamment faible. 

3 Pour éviter tout malentendu, la remarque suivante sera utile. La fonction 
d'onde d'un système de deux particules est toujours un spineur de rang 
2(j1+ if), en général différent de 2j. j étant le moment total du système. Mais 
un tel spineur pourra être équivalent à un spineur de rang inférieur. Ainsi, 
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Du point de vue mathématique, il s’agit ici du développement 
du produit direct DU: x DU) de deux représentations irréductibles 
du groupe des rotations (de dimensions 2j, +1 et 2j,+ 1) en par- 
ties irréductibles. En ces termes, la règle de l'addition des mo- 
ments est donnée sous la forme : 


DU X DU DUitis) + DUith-1) E + DU h-hh, 


Pour résoudre jusqu’au bout le problème de l'addition de 
moments, nous devrons encore examiner la question de la constitution 
de la fonction d'onde du système, de valeur du moment total donnée 
d’après les fonctions d'onde des deux particules de ce système. 

Commençons par le cas le plus simple de l'addition de deux 
moments de somme nulle. Il est évident qu'alors j, —j,, et que, 
pour les projections, m,—=—m,. Soient 4,, les fonctions d'onde 
normalisées des états d’une particule de moment j et de projection 
de ce moment m (représentation non spinorielle). La fonction d'onde 
du système cherchée , est la somme des produits des fonctions d'onde 
des deux particules avec des valeurs opposées de m: 


Î 
= 1 — Lim 0 4p(2) 
Vo Va+t 2, 1) VŸim Ÿi -m (106,2) 
(j est la valeur commune de j, et j,). Le facteur devant la somme est 
le résultat de la normalisation. En ce qui concerne les coefficients 
dans la somme, ils doivent tous avoir même valeur absolue, déjà 
par le fait que toutes les valeurs des projections m des moments des 
particules sont équiprobables. L'alternance des signes dans (106,2) 
se détermine aisément à l’aide de la représentation spinorielle 
des fonctions d'onde. En notations spinorielles, la somme dans (106,2) 
représente un scalaire (le moment total du système est nul!) 


pen Me pl, (106,3) 


formé à l’aide des deux spineurs de rang 2j. Notant cela, on trouve 
aussitôt les signes dans (106,2) en vertu de (57,3). 

Mais on aura en vue que, en général, seuls sont univoques les 
signes relatifs des termes de la somme (102,6), le signe de la somme 
pouvant dépendre de l'«ordre d’addition» des moments. En effet, 
si l’on abaisse tous les indices spinoriels [parmi lesquels 1 se rencon- 
tre j+m fois, et 2, (j—m) fois] de pt? et l’on élève ceux de #1), 
le scalaire (106,3) se multiplie par (—1)*/, c’est-à-dire change de si- 
gne lorsque j est demi-entier. 


la fonction d'onde d'un système de deux particules de moments j1=/3= 1/2 
est un spineur de rang deux; mais si le moment total j—0, ce spineur est anti- 
symétrique et il se réduit à un scalaire. En général, le moment total j détermine 
la symétrie de la fonction d'onde de spin du système : elle est symétrique sur 
2j indices et antisymétrique sur les autres indices. 
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Puis, considérons un système de moment total nul constitué 
par trois particules de moments j,, j., f,, avec pour projections 
Mi, Ms, M La nullité du moment total implique que m,+1m, + 
+ m,=0, et les valeurs de j,, j,, f, sont telles que chacun d'eux 
peut” s'obtenir par addition vectorielle des deux autres, c’est-à-dire 
que, géométriquement, j,, j., j, forment un triangle fermé; c'est 
dire que chacun d'eux n'est pas inférieur à la différence et supé- 
rieur à la somme des deux autres: 


life <is<h+is, etc. 


Il est évident que la somme algébrique j,+j.+ÿj, est alors un 
entier. 
La fonction d'onde du système envisagé a la forme de la somme 


Æ Îx Îs Îs ) ) 
= E (ii) 4060 
mettant en jeu les valeurs de chacun des m,; dans les limites de — j; 
à j;. Les coefficients dans cette formule sont ce qu’on appelle sym- 
boles 3j de Wigner. Par définition, ils sont non nuls seulement si 


M +mM+m,=0. 


Dans une permutation des indices 1, 2, 3 la fonction d'ond 
(106,4) ne peut changer que d’un facteur de phase inessentiel. En 
fait, les symboles 3j peuvent être déterminés comme étant purement 
réels (voir plus bas), et alors la non-univocité de w, ne peut se tra- 
duire que par l'indétermination de son signe général [comme cela 
a aussi lieu pour la fonction (106,2)]. C'est dire que la transposition 
des colonnes du symbole 3j peut soit le laisser inchangé, soit encore 
changer son signe. 

Le procédé le plus symétrique de détermination des coefficients 
dans la somme (106,4), adopté pour la détermination des symboles 
3j, consiste en ce qui suit. En notations spinorielles, Ÿo est un sca- 
laire formé par le produit des trois spineurs (48 --, wl?au... 
YM..., contracté sur tous les couples d'indices tels que chacun de 
ces couples se rapporte à deux spineurs différents. Convenons que 
dans chaque couple concernant les particules 7 et 2 l’indice spinoriel 
affectera supérieurement (1 et inférieurement 1#{%, et on étendra 
cette règle aux autres particules par permutation circulaire de leurs 
ie, (on verrait aisément qu'on a en tout respectivement j, + 

— js ja isa €t fa + fs — je couples de chaque «espèce »). 
Cette règle établit univoquement le signe de .. 

Il est évident que cette définition laisse invariante 4, par per- 
mutation circulaire des indices 1, 2, 3. Cela signifie que le symbole 
3j n'est pas altéré par permutation circulaire de ses colonnes. Mais, 
il est facile de voir que, permutant deux indices (arbitraires), force 


32-50 
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sera d'élever les indices inférieurs et d’abaisser les indices supérieurs 
dans tous les j, + j, + j, couples. C’est dire que #, sera multipliée 
par (—1l)hth+h; en d'autres termes, les symboles 3j possèdent 
la propriété 


e h jee ( E ls ni etc., (106,5) 


Ma Mi Ma Ma Ma Ms 


c'est-à-dire changent de signe par transposition de deux colonnes 
Si f1 jt, est impair. 
Enfin, il est facile de voir que 


( h ha ls j=t-mier( LE ni (106,6) 
— M — M, — Ms) M Ms Ms 
En effet, le changement du signe des composantes en z de tous les 
moments peut être considéré comme le résultat d’une rotation de x 
autour de l’axe des y. Mais une telle transformation revient à élever 
tous les indices inférieurs et abaisser tous les indices spinoriels 
supérieurs [cf. (58,5)]. 

On peut passer de (106,4) à une formule importante déterminant 
la fonction d'onde ,, d'un système constitué par deux particules 
et possédant des valeurs j et m données. A cet effet, on assimilera 
l’ensemble des deux particules / et 2 à un seul système. Comme le 
moment j de ce système donne zéro ajouté au moment j, de la parti- 
cule 3, on doit avoir j=}f,, m——m,. En vertu de (106,2), on peut 
alors écrire 


LE pre D D LM (106,7) 


Cette formule doit être comparée avec l'expression (106,4) (où l'on 
écrira j, —m au lieu de j,, m,). Mais il faudra alors préalablement 
avoir en vue que la règle à l'aide de laquelle on forme la somme dans 
(106,7) conformément à (106,3) ne correspond pas à la règle de somma- 
tion dans (106,4): pour ramener (106,7) à (106,4), il faut, comme 
on le verrait aisément, permuter les indices supérieurs et inférieurs 
dans les couples correspondant aux particules 7 et 3; ceci fait appa- 
raître un nouveau facteur (—1)/-/1+/3. 
On obtient en définitive? 


Pin = (rien VIT 2 Ja me) VE (106,8) 


M M, —MmMm 2m,” 


1 Par inversion du temps, les fonctions d'onde se transforment conformé- 


ment à (60.2): 

Vyn —+ (—1Y-8 1} mn. 
Il est facile de vérifier que dans une telle transformation des fonctions 4,,.. 
Ÿ;m, du second membre de (106,8) la fonction +, du premier membre se trans- 
forme de la même manière. 
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la sommation sur m, et m, étant faite en tenant compte de la condi- 
tion m,+m,=m. 

La formule (106,8) donne l’expression cherchée de la fonction 
d'onde du système d’après les fonctions d'onde des deux particules 
pe de moments déterminés j, et j,. Elle peut s’écrire sous 
a forme: 


Ÿja = 2. MM im» Diam Diam, (m=mMm—m)). (106,9) 
Les coefficients 


5—{h di 
jm> =(—1l}h1-/stm 

<mm, | im> =(—1) vari(n me 5e (106,10) 
constituent la matrice de transformation faisant passer du système 
orthonormal complet (2j,+1)(2j,+1) de fonctions d'onde des 
états |m,m,> à un système analogue de fonctions d’onde des états 
|im> (pour des valeurs données de j,, j,). On les appelle coefficients 
d'addition vectorielle ou coefficients de Clebsch-Gordan. La notation 
par le symbole <m,m,|jm> correspond au procédé général de nota- 
tion des coefficients de décomposition d’un système de fonctions 
d’après l’autre conformément à (11,18). Pour simplifier l'écriture, 
nous avons omis dans ce symbole les nombres quantique j,, j,, 
qui coïncident dans les deux systèmes de fonctions; si besoin est, 
on introduit ces nombres dans la notation: <j,m,j,m, | j,j.im>.* 

La matrice de transformation (106,9) est unitaire (cf. $ 12). 
Aussi les coefficients de la transformation inverse 


litfs 
Vin Dim = 2, Ge Mate | mm) Di. miam, (106.11) 


sont-ils conjugués complexes des coefficients de la transformation 
(106,9). Nous verrons plus loin que ces coefficients sont réels; 
aussi a-t-on simplement 


Mis | im> = <im | mms). 


En vertu des règles générales de la mécanique quantique, les car- 
rés des coefficients du développement (106,11) définissent les pro- 
babilités du système d’avoir telle ou telle valeur de j, m (pour 
ln M et j:, M, donnés). 

L'unitarité de la transformation (106,9) signifie que ses coeffi- 


L Les notations 
Im im 
Can, où Ciomitem, 
pour les coefficients de Clebsch-Gordan sont également utilisées. 


32° 
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cients satisfont à des conditions d’orthogonalité déterminées. On a 
en vertu de (12,5-6): 


> <mm,|im><mm,|jm'> = 


=({j+i hi Nfhoh PNG, (106.12 
(2j + EE . ne er (106,12) 


Z<mm | jm> <mimi | im> = 
=Ze+n(} : te à )= x mn ômmt. (106,13) 
Î m 171 


1 M —Mm)\m m —m 


L'expression générale explicite des symboles 3j est assez consi- 
dérable. Elle peut se mettre sous la forme: 


( jh la Îs ) L [HE aa (hist js) (— Bt ha-ti| 1/3 x 


M M Ms Ga +ia+t is +1)! 
x LU me Gsm + ma) Ga ma) Ga + ma) (m0 x 
(—17+/ le ms 
(106,14) 


La sommation met en fe tous les z entiers; mais, comme le facto- 
riel d’un nombre négatif est infini, le nombre de termes dans la 
somme est virtuellement fini. Le coefficient devant la somme est 
manifestement symétrique sur les indices 1, 2, 3; pour ce qui est 
de la symétrie de la somme, elle s’explicite en changeant convena- 
blement la notation de la variable de sommation 2. 

A part les propriétés de symétrie (106,5 et 6) qui résultent sim- 
plement de la définition des symboles 3j, ceux-ci possèdent d’autres 
propriétés de symétrie encore, mais dont la déduction est plus dif- 
ficite, et nous passerons outre. Il est commode de formuler ces 


1 Les coefficients de la décomposition (106,9) ont été calculés la première 
fois par Wigner (1931). Les propriétés de symétrie de ces coefficients et leur 
expression symétrique (106,14) ont été établies par G. Racah (1942). Le chemin 
le plus direct du calcul est vraisemblablement le passage direct de la représen- 
tation spinorielle de 1, (adéquatement normalisée) à la représentation sous forme 
de la somme (106,4) à l’aide de la formule de correspondance (57,6) (notons 
que la réalité du coefficient dans cette formule entraîne automatiquement celle 
des symboles 3j). Une autre déduction est donnée dans le livre d'Edmonds 
{voir nota page 253). C'est de ce livre qu'a été reproduit le tableau des sym- 
boles 3j donné ci-dessous. 

2 Voir T. Regge, Nuovo Cimento 10, 544, 1958; 11, 116 (1959). Pour les 
aspects rs lus profonds de la pue de symétrie (106,15) (ainsi 

ue de la propriété indiquée plus bas (108,3) des symboles 6j), cf. article de 
. Smorodinski et L. Chélépine, Ouspekhi Physitcheskikh Naouk, 106, 3(1972). 


$ 106] SYMBOLES 3J 501 


propriétés en introduisant le tableau carré (3X3) de nombres liés 
aux paramètres du symbole 3j comme suit : 
e sa de la + fs —h is + is hi + ie — is 
Ja Jr Îs : | : 
PRE h—Mm M Is Ms (106,15) 
MR es h+7 la + is + ms 


(la somme des nombres dans chaque ligne et chaque colonne de ce 
tableau est égale à j,+j,+j,). Alors: 1) la transposition de deux 
colonnes quelconques du tableau multiplie les sympoles 3j par 
(—1)1+h+h [cette propriété coïncide avec (106,5)] ; 2) il en est 
de même de la transposition de deux lignes [en ce qui concerne les 
deux dernières lignes, cette propriété coïncide avec (106,6)] ; 3) le 
symbole 3j ne change pas quand on échange entre elles les lignes et 
les colonnes du tableau. 

Nous allons donner plusieurs formules plus simples pour quelques 
cas particuliers. La valeur 


È i o)=Y"* (106,16) 


m —m 0 Vai+i 
correspond à la formule (106,2). Les formules 
(} Îs hi +is — (—1)h-htmitms X 
TT nt GMT Gh  ja ra mo) + Mu 
m My — 1/3 
x [GRR nm EU (106,17 
é | Îa Îs. = (—1)-ht/otms x 
1 Me Ms 
x [ ; Ch ist 3) (it ist ms) (sms)! | 
Cat ist ia + D (a — fs + 8) O1 + fa — 3) (fa + ia — M3) (js + Ms)! 
se déduisent directement de (106,14). La déduction de la formule 


d Îa c)= (—1y [th = Gi ia is)! Ch ht us, 


1/3 


000 Bp+ Di 
p! 
ENTER ER 


où 2p=j,+j,+j, est un entier, exige un certain nombre de cal- 
culs supplémentaires: [lorsque 2p est impair, ce symbole 3j est nul 
en vertu de la propriété de symétrie (106,6)]. 

A titre de référence, on a donné dans le tableau 9 les valeurs 
des symboles 3j pour j,= 1/2, 1, 3/2, 2. On a indiqué pour cha- 
que j, le nombre minimum de symboles 3j depuis lesquels on peut 
obtenir les autres en s'aidant des relations (106,5 et 6). 


X (106,18) 


1 Voir le livre précité d'Edmonds. 
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Tableau 9 


Formules pour les symboles 3/ 


re i pj=ci-n a | j—m+i,s us 
m —m—\s We) (2j+1)(2j +2) 


ns di (a ne . 


LU 
0 
h 
j 2m 
(2j (2i+ 1) (25 + 21/7 
ji _{2G+m+l)(G-m+t)]rs 
f 1 +2 + D Ci +3) 
Ms 
: l 
fs 
i 2(G—m)(+m+1)]1: 
"22+0 +2) 
1+1 -[ G—m)(G— —m+ 1) 1/2 
(2j+ D) (2j+2) (2j +3) 


1m + vs ( Î +) 
M —-M—Ms M 


m 1 
le 2 


1/2 
m+i 
its | _ 3 Ps ES 
2 (tante) leo ess 


Eos er) 


Q2i+ 1) (2:+2)(2i+3) (2j +4) 
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Suite 


3 
È 
NW] 


eee 
: E 270141) CI 2) Ci + 9 


2 BF DC TD) +4) 


(—1)/-2 (3 i 2 ) 


M —Mm—Ms Ms 


EN 0 
di 
j 28m —jG +0) 
(2 —1) 2j 2 + D Ci+2)(2 +3) 7 
i+1 = Énenneser es 
Ci + D) Gi + 2) +9) Ci + 
fus ÉPÉL ÉTERNEL EN LS 
CFD +DC+N0+D ETS — 
m, 
hs 
D 6m )Q=m) ir 
; (er (a EC E SIC E ICE) 

. G—m+ 1) (G—m) ua 
fl d'u Ë CENIUE SI EEIUES) 
v 3 [UD m2 Em # GE us 
f (2j + 1) Ci + 2) + 3) (21 + 0) Ci +5) 


ls 


(EEE? | 1e 
C1) 2j +1) +2 @i+3) 
i+1 25 nr Un 13 
210)+1) 025 + 2) 21 +3) (2j +4) 
i+2 as) 1e 
(2j + 1) (2i +2) (2j +3) (2j +4) (27 +5) 
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Problème 


Déterminer la dépendance angulaire des fonctions d'onde d'une particule de 
spin 1/2 dans des états de valeurs données du moment orbital !{, du moment 
total j et de sa projection m. 

Solution. Le problème se résout par la formule générale (106,8), 
où l'on entendra par Y les fonctions propres du moment orbital (c'est- 
à-dire les fonctions sphériques Yi,), et par #% la fonction d'onde de spin 


X(o) (où o= +1/2): 
Dim =(—1)"+7— 1/3 Vi FX ( re )r m-oX (0). 
o 


m—0o O0 —m 


Substituant les valeurs des symboles 3j, il vient : 


Visas, m— V LT (5 ra mers LT (5 )rumeus 


j—m +1 1 
Via, m=— ren Li (3 ) Yim-inat 


+ V LE (— 3) Vi. m+us- 


$ 107. Eléments matriciels de tenseurs 


Nous avons déduit au $ 29 les formules définissant la dépendance 
des éléments matriciels d'une grandeur physique vectorielle par 
rapport à la valeur de la projection du moment. Mais, en réalité, 
ces formules sont un cas particulier de formules générales résol- 
vant un problème identique pour un tenseur irréductible (voir p. 249) 
de rang quelconque. 

L'ensemble des 2k8+1 composantes d'un tenseur irréductible 
de rang À (k entier) est, quant à ses propriétés de transformation, 
équivalent à un ensemble de 2k+1 fonctions sphériques Y,,, 
g—=—k, ..., k (voir nota page 249). Cela signifie que, formant 
des combinaisons linéaires convenables des composantes du tenseur, 
on peut obtenir un ensemble de quantités se transformant dans les 
rotations comme les fonctions Ÿ,,. Nous appellerons un ensemble de 
telles quantités, que nous désignerons ici par f,,, tenseur sphérique 
de rang k. 

Ainsi, à un vecteur correspond k= 1, les f,, étant liés aux com- 
posantes du vecteur par les formules : 


| i ; 
Fo = ia, fa. CRT Re ia,) (107,1) 
[comp. avec (57,7)]. Les formules analogues pour un tenseur de 


1 L'élaboration des questions examinées aux $$ 107 à 109 et la plupart des 
résultats qui y sont exposés appartiennent à G. Racah (1942-1943). 
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rang 2 s’écrivent: 
tn VS af esta 
fase = — + (@ue— Qyy + ous) (107,2) 


(avec a,,+a,y,+a,, =0)". 

Les produits tensoriels de deux (ou plus) tenseurs sphériques 
frs Fra, Se forment conformément aux règles d'addition des 
moments, k,, k, jouant formellement le rôle des « moments » correspon- 
dant à ces tenseurs. Ainsi, on peut former à partir de deux ten- 
seurs sphériques de rangs À, et k, des tenseurs sphériques de rangs 
K=Rk,+k,, ..., |k—k,| par les formules: 


(Pagr,)ro = 2 <q192| KQD FrioBkies = 
UNE R, k, 
=(—1)t-H1+0 V2K + 1 ( q 2) frsa Se, (107,3) 


CE 

CE 

[comp. avec (106,9)]. Toutefois, on est convenu de définir le pro- 
duit scalaire de deux tenseurs sphériques de même rang À comme 
suit : 


Gnga)eo = ZI fag£r. -r (107,4) 


ce qui diffère de la définition par la formule (107,3) avec K = Q =0 
par le facteur V 2k+ 1 [comparer avec (106,2)]2. Cette définition 


peut être également mise sous la forme 
(Fng)oo = DfraBhes 


remarquant que la conne on complexe du tenseur sphérique 
s'opère conformément à la règle 


re = (—1Y Le 
(cf. (28,9))°. 


1 Il est sous-entendu que la complexité des quantités f,, n'est liée qu'au 
passage aux companies sphériques, c'est-à-dire que les composantes cartésien- 
nes initiales du tenseur sont réelles. 

3 Si A et B sont deux vecteurs correspondant d'après les formules (107,1) 
aux tenseurs sphériques fs, et gig, On a 


(i&1)oo = AB. 


3 Répétons ici la remarque faite plus haut à propos de la formule (106,8) : 
pour une telle règle la conjugaison complexe des tenseurs de rangs k, et À, au 
second membre de l'égalité (107,3) entraîne la même conjugaison du tenseur de 
rang X au premier membre. 
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La représentation des grandeurs physiques par des tenseurs 
sphériques est particulièrement commode lors du calcul de leurs 
éléments matriciels, car elle permet d'utiliser dans ce but les ré- 
sultats de la théorie de l'addition des moments. 

D'après la définition des éléments matriciels, on a: 


roVayn =, 2 n°1" | fr 11 Varie (107,5) 


les +, étant les fonctions d'onde des états stationnaires du sys- 
tème caractérisés par la grandeur de son moment j, la projection du 
moment m et par le jeu des autres nombres quantiques nr. En ce qui 
concerne leurs propriétés de transformation, les fonctions dans les 
second et premier membres de (107,5) correspondent aux fonctions 
dans les second et premier membres de (106,11). On en déduit 
aussitôt les règles de sélection suivante. 

Les éléments matriciels des composantes /,, du tenseur irréduc- 
tible de rang k ne sont différents de zéro que pour les transitions 
jim— jm’ qui vérifient la «règle d'’addition des moments» 
j'=j+k; alors, les nombres j’, j, k doivent vérifier la «règle du 
triangle» (c'est-à-dire qu’ils peuvent mesurer les côtés d’un triangle 
fermé), et m’—m+g. Notamment, les éléments matriciels diago- 
naux ne peuvent être différents de zéro que sous la condition 2j > k. 

Puis, il résulte de la même analogie de transformation que les 
coefficients dans la somme (107,5) doivent être proportionnels aux 
coefficients dans (106,11) (théorème de Wigner-Eckart). Ceci déter- 
mine la dépendance des coefficients par rapport aux nombres m, 
m’, conformément à quoi nous mettrons les éléments matriciels 
sous la forme 


<n'j'm'|frglrim> = 
= {À (mer ( 


LA 


Leon) he lm 076) 
—m' qm Ï kR J , 
(jmex est le plus grand des nombres j et j’), où les <n'j'|f,||nj> 
sont des quantités indépendantes de m, m’, qg; on les appelle élé- 
ments matriciels réduits. Cette formule résout la question posée de 
la détermination de la dépendance des éléments matriciels par rap- 
port aux projections des moments. Cette dépendance se trouve être 
complètement liée aux propriétés de symétrie par rapport au groupe 
des rotations, alors que la dépendance par rapport aux autres 
nombres quantiques est déjà déterminée par la nature physique des 
quantités f,, elles-mêmes1. 


1 Les résultats déduits donnent, notamment, d'emblée les règles de sélection 
indiquées au $ 29 pour les éléments matriciels d'un vecteur et les formules 
(29,7-9) pour ces éléments. 
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Les opérateurs f,, sont liés entre eux par les relations 
Éte = (— Ie fa, or (107,7) 
Aussi a-t-on pour leurs éléments de matrice l'égalité 
Ca'im'|fglnim> =(—1% 4 <niml|f,, -,ln'i'm'>. (107,8) 


Substituant ici (107,6) et utilisant les propriétés des symboles 3j 
(106,5-6), on obtient pour les éléments matriciels réduits la relation 
d'«hermiticité » ! 

ni Alni=<nilflir"r>. (107,9) 

Les éléments matriciels du scalaire (107,4) sont diagonaux sur 

j et m. En vertu de la règle de multiplication des matrices, on a 
n° im | (fa&a)oo | TIM> = 

;" , ; LEP] non £ 
= Zi Z en'imlflnf mr nm | gx, ol rime. 


Substituant ici les expressions (107,6) et faisant la sommation sur 
g et m” à l'aide de la relation d'orthogonalité des symboles 3j 
(106,12), on obtient la formule suivante: 


’: . [| ve C'ET2 nn A 
cn im ge RimD = gr 2 cr FL [ln T> n° T° Ilgs Ir f>.(107,10) 
m 


D'une manière analogue, il est facile d'obtenir les formules 
suivantes pour la sommation des carrés des éléments matriciels: 


Lo ot . 1 PA ‘: 
Linie lili les rieri flore (GO7, 1) 
— 


Lien im lhglnimo Pepper in fl (107,19 
Dans la première, la sommation porte sur g et m’ pour m donné, 
et dans la seconde, sur m et m’ pour g donné (avec, toujours, 
m'=m+g). 

Envisageons, à titre de référence, le cas où les fonctions 
sphériques Ÿ,, sont elles-mêmes des quantités f,, et donnonsles 
expressions de leurs éléments matriciels pour les transitions entre 
états d’une particule à moments orbitaux entiers /, et {, c'est-à- 
dire des intégrales 


| Ya la = Ÿ Vi, YimŸ tamd0. (107, 13) 


\ Le facteur de phase dans la définition (107,6) a été précisément choisi 
de façon à assurer cette égalité. 
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Outre les règles de sélection correspondant à la règle d'addition 
des moments (1+1,=1,), on a aussi pour ces éléments matriciels 
une règle stipulant que la somme {+1,+1, doit être un nombre 
pair. Elle est liée à la conservation de la parité, en vertu de laquelle 
le produit des parités (—1):+th des deux états doit coïncider avec 
la parité (—1)' de la grandeur physique envisagée (cf. $ 30). 

Les éléments de matrice (107,13) sont un cas particulier d'une 
intégrale plus générale, qui sera calculée au $ 110 (cf. nota p. 518). 
Ils sont donnés par la formule : 


im | Yom | l2D = 

en LL B\/h LR) [@+D@+D@A+Dlrs 

EN 
(107,14) 


Notamment, pour m,=m,=m=0 on trouve la valeur de l’inté- 
grale du produit de trois polynômes de Legendre: 


1 
Peu) PP, qdn=2(6 0). (07,15) 
-1 


$ 108. Symboles 6j 


Au $ 106, nous avons défini les symboles 3j comme les coeffi- 
cients dans la somme (106,4) représentant la fonction d'onde d'un 
système de trois particules de moment total nul. Au point de vue 
des propriétés de transformation dans les rotations, cette somme est 
un scalaire. Il en résulte que le jeu de symboles 3j avec des valeurs 
données de j,, j», j, (et tous les m,, m,, m, possibles) peut être 
considéré comme un ensemble de quantités se transformant par 
rotation suivant une loi contragradiente à la loi de transformation 
des produits %Ÿ;m,Ÿim,Ÿim,, de manière à assurer l’invariance de la 
somme tout entière. 

En relation avec un tel point de vue, la question peut être 
posée de la construction d’un scalaire à partir des seuls symboles 3j. 
Un tel scalaire doit dépendre des seuls j, mais non des m, qui chan- 
gent dans les rotations. En d’autres termes, il doit s'exprimer par 
des sommes sur tous les m. Toute sommation de ce genre consiste 
dans la «contraction» du produit de deux symboles 3j selon la règle 


LE ete f. 3. 
Lew-(n)(::) ao 


[comp. avec le mode de formation du scalaire (106,2)]. 
Puisque dans chaque «contraction» figure un couple de nom- 
bres m, il faudra, pour former le scalaire total, considérer des pro- 
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duits d’un nombre pair de symboles 3j. La contraction du produit 
de deux symboles 3j aboutit, en vertu de leur orthogonalité, au 
résultat trivial : 


> ( E LL h Ê Îs Je-iprratrrerae = 
mmms Ni Ma Ms) M Me — Ms 


= Y ( le PF) = 1 

MM as M me ms 
[Ag avons utilisé ici l'égalité m,+m,+m,=0, ainsi que les 
ormules (106,6) et (106,12)]. Ceci étant, le nombre minimum de fac- 
teurs nécessaire pour obtenir un scalaire non trivial est égal à quatre. 


Dans chaque symbole 3j les trois nombres j forment géométri- 
quement un triangle fermé. Puisque chaque j doit figurer pendant 


Fig. 45 


la «contraction» dans deux symboles 3j, il est clair que, formant 
le scalaire à partir des produits de quatre symboles 3j, on a 6 nom- 
bres j devant géométriquement représenter les longueurs des arêtes 
d’un tétraèdre irrégulier (fig. 45); à chacun des symboles 3j cor- 
respond une de ses faces. Dans la définition du scalaire cherché, 
une condition déterminée a été adoptée concernant le processus de 
contraction; elle s’exprime dans la formule suivante : 


fñ le . _ S ee Î fa Îs )x 
li Îe i tous les m M — Ms — Ms 


de Îs ae ls le lo ls (108.2) 
M —M, Me) \M M —M) \—M M, Ms 
La sommation porte ici sur toutes les valeurs possibles de tous les 


nombres m; mais, comme la somme de trois m dans chaque symbole 
3j doit être nulle, en fait seuls trois des six m sont indépendants. 
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Les quantités définies par la formule (108,2) sont appelées symboles 
6j ou coefficients de Racah\. 

A partir de la définition (108,2), compte tenu des propriétés 
de symétrie des symboles 3j, il est facile de voir que le symbole 
6j ne change pas dans une permutation arbitraire de ses trois colon- 
nes, et l’on peut encore dans chaque couple de colonnes permuter les 
nombres supérieur et inférieur. En raison de ces propriétés de symé- 
trie, la suite des nombres j,...j, dans le symbole 6j peut être 
mise sous 24 formes équivalentes’. En outre, les symboles 6j jouis- 
sent encore d’une propriété de symétrie, moins évidente, établis- 
sant l'égalité de symboles avec différents jeux de nombres j: 


à Le: ; ; 1 4 4 : ; 
( h sf os de (108,3) 
le Îs le Îa TU: + ist le — Îs) TZ Us+ie+ ls — f+) 

(T. Regge, 1959)*. 


Indiquons une relation utile entre symboles 6j et symboles 3j, 
que l'on peut déduire à l’aide de la définition (108,2) 


>» (=hyrttteememen ( fs Ce la le )x 
M — Ms Mo) \Mu M: Ms 


TM . û . . no . 0 
x( le e)=(2 la ie Ja he (108,4) 
— Ms Ms, Ms M Ms Ms/ \]s ls Î 


L'expression sommée dans le premier membre de l'égalité diffère 
de la somme dans (108,2) par l'absence d’un facteur (d’un symbole 3j). 
Aussi peut-on dire que la somme dans (108,4) est représentée par 
le tétraèdre (fig. 45) privé de l’une de ses faces; voilà ce qui déter- 
mine la différence entre la somme et le scalaire. En d’autres termes, 
elle correspond par ses propriétés de transformation à un symbole 
3j—se trouvant dans le second membre de l'égalité (108,4) —, 
auquel elle doit être proportionnelle. Pour ce qui est du coeffi- 
cient de proportionnalité (le symbole 6j du second membre), il 
s'obtient facilement en multipliant les deux membres de l'égalité 


par ci la et sommant sur les nombres restant m,, m,, m,. 
M Mi Ms 


1 On utilise aussi la notation 


W (hisialss iaie)=(—thtlethe À NE 
la is le 
? Si l'on se représente que le tétraèdre de la fig. 45 est régulier, les 24 
ermutations équivalentes des j peuvent être obtenues comme le résultat de 


‘application de 24 transformations de symétrie (rotations et réflexions) du 
tétraëdre. 


3 Ci. nota page 500. 
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Les symboles 6j apparaissent naturellement dans l'étude de la 
question suivante liée à l’addition de trois moments. 

Soient trois moments j,, j,, j, s’ajoutant en moment résultant J. 
La donnée du moment J (et de sa projection M) ne définit pas, néan- 
moins, l’état du système d’une manière univoque:; il dépend aussi 
du mode d’addition des moments (ou, comme on dit, du schéma 
de leur couplage). 

Considérons, par exemple, deux tels schémas: 1) d’abord les 
moments j, et j, s'ajoutent en moment total j,,, puis j,, et j, s’ajou- 
tent en moment résultant J ; 2) les moments j, et j, s'ajoutent en j.., 
puis j» et j, en J. Au premier schéma correspondent des états dans 
lesquels (en même temps que j,, j:, js, J, M) j,; a une valeur déter- 
minée ; nous désignerons leurs fonctions d'onde par ÿ,,:M (omet- 
tant, pour abréger, les indices se répétant j,j.j,). De même, nous 
noterons les fonctions d'onde du second schéma de couplage 1;,,:. 
Dans les deux cas les valeurs du moment «intermédiaire» (j,, ou js) 
sont, en général, non univoques, de sorte qu'on a (pour J, M 
donnés) deux différents jeux d’états qui diffèrent par les valeurs 
de j, ou de j.,. En raison des règles générales, les fonctions de 
ces deux jeux sont liées entre elles par une transformation uni- 
taire déterminée : 


PassM T Ze | Îas> VisJM- (108,5) 


Il résulte aussitôt de considérations physiques que les coeffi- 
cients de cette transformation ne dépendent pas du nombre M —ils 


. + + « 


Il vient en appliquant deux fois de suite la formule (106,9): 
Ÿy,,1M = Z munies | JMD Din ms, = 
= 2 mms | JM mms | sas) D pensons 
Pr © 2m | JM rar | fal12) Pa yen ns 


(le signe (m) sous le signe de sommation signifie que la sommation 
est faite sur tous les nombres m,m,, ... qui entrent dans l'expres- 
sion). Utilisant l’orthonormalité des fonctions ,,, on trouve à 
présent : 


ira | fasd = Vi MŸs,1M dq = 
= 2 mms [JMD <mm;s| JMD <mim, | j1at13D Miam | jasMtasDe 
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La sommation dans le second membre se fait pour une valeur 
donnée de M, mais, en réalité, le résultat de la sommation ne 
dépend pas de M (pour la raison indiquée ci-dessus). Aussi peut-on 
étendre la sommation aux valeurs de M, introduisant alors devant 
la somme le facteur 1/(2J +1). Exprimant ensuite les coefficients 
<mm,|jm)> à l'aide des symboles 3j conformément à (106,10), on 
obtient finalement l'expression suivante : 


Galin = Chatte) OT Gen fn he DE (108,6) 


Le lien des symboles 6j avec les coefficients transformation 
(108,5) permet d'obtenir facilement certaines formules utiles pour 
la sommation des produits de symboles 6j. 

En premier lieu, en vertu de l'unitarité de la transformation 
(108,5) (et de la réalité de ses coefficients), on a la relation 


Eei+ner+n { : : ; É 2 à 6. (108,7) 


Puis, dis: trois schémas de couplage de trois moments, 
avec respectivement pour sommes intermédiaires j,,, jes et js. 
Les coefficients des transformations correspondantes (108,6) sont 
liés entre eux, en vertu de la règle de multiplication des matrices, 
par la relation 


Z ina | (as | Îs> = <jas | sd 


Substituant ici (108,6) et changeant la désignation des indices, il 
vient : 


Îs le le\ fie là Î -{ Îs ‘ 
—])+ist le = : 
Lier (2 +0; ji ai ñ i Fe 0088) 


Enfin, en examinant divers schémas de couplage de quatre 
moments, on peut obtenir: la formule d’addition suivante pour les 
produits de trois symboles 6j: 

9 
1+ 


Zen Pier (le le fn {ie be) 


lo Îs À Î3 1 le/ Ur ls] 
= : 7 È À : (108,9) 
Je ls 1 1 ll 


(L. C. Biedenharn, J. P. Elliott, 1953). 


1 Voir le ivre d'Edmonds cité plus haut. 
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A titre de référence, donnons quelques expressions explicites 
des symboles 6j. 

Le symbole 6j peut être mis dans le cas genéral sous la forme 
de somme : 


LE} = Go à Ghio À Gal 8 (ho * 


le Îs Ï ve 
—1#(2+1) 
2 (Z—jhi—is— 15) 1(@—h—i6— ji 1 — 4 —1Îs — Jo)! Eh =) * 
1 


# Gitiatiatis—2) 1 (a+ is+t io tie — 2) Gs+h+ie+l—2) 1? 
(108, 10) 


(a+b—c)l(a—b+c)l(—a+b+ct]rys 
À (abc) = [ (@a+b+c+1l 1 


la somme mettant en jeu toutes les valeurs entières positives de z 
pour lesquelles aucun des factoriels au dénominateur n’a son argu- 
ment négatif. 

Le tableau 10 donne les formules des symboles 6j pour les cas 
où l'un des paramètres vaut 0, 1/2 ou 1. 

En conclusion, faisons quelques remarques concernant les sca- 
laires d'ordre plus élevé formés à partir des symboles 3j. 


Tableau 10 
Formules pour les symboles 6/ 


2 (—1} 
V@b+ D c+ 0) 


si = | (s—2b)(s—2%+1) _J13 
—rb+s] (25 + 1) (25 +2) 2c (2c+ 1) 


CE je | UT | 


s=a+b+c 


fs, 
© & 
Q © 
œ 0 
_— 


2b (20 +1) 2c (2c+1) 


es, ms, 
| © CO ER 


N 
w|— 


b=ene [ s(s+1)(s—2a—1) (s—2a) 1 
(2b — 1) 2b (2b+1) (2c—1)2c(2c+1) 

}=eix [ 2(s+ 1) (s—2a) (s—2b) (s—2c+1) Je 

2b (2b + 1) (2b +2) (2c— 1) 2c (2c+ 1) 
h=eix| (s—2b— 1) (s—2b) (s—2c+ 1) (s—2c+2) FF 

E (2641) (2b+2) (2643) (D 2(X%+ 1) 

less 21bb+1)+e(c+1)—a (a+) 

12b (2b +1) (25 +2) 2e (2 +1) (24 2)}4/3 
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Le scalaire suivant, quant à sa complexité, le symbole 6j s'obtient 
par contraction des produits de six symboles 3j. Ces symboles 3j 
contiennent 18 nombres j coïncidant deux à deux, de sorte que le 
scalaire qui en résulte dépend de 9 paramètres j. Il est d'usage de 
l'appeler symbole 9j et de le définir comme suit (E. Wigner, 1951):: 


non Pb Re \T ee Je Nil de 
fui Jos sf = 2 X 
tous les m Vas Mis Ms \Mar Mas Mas) \Msi Mas Mas 


Îss sr Îas Re UE 
x (1 Jai Jai le Îss Îss JE fs ss À (108,11) 
Mis Moi Mas/ \is Ms Mes / \Mis Mas Mss 


Cette quantité peut aussi être représentée par la somme de pro- 
duits de trois symboles 6j: 


Ju ia Jus 

Jai as las 

Îs1 fs2 Îss 

=Y (—1)#/(2j +1) fin Îs 7] _ Ja da Le ls ne . (108,12) 

ï Vis iso i Jui jo) Vi ju bal | 

On peut se convaincre de l’équivalence de (108,11) et (108,12) en 
substituant dans (108,12) la définition (108,2) et utilisant les pro- 
priétés d'orthogonalité des symboles 3j. 

Le symbole 9j possède un haut degré de symétrie, résultant 
directement de la définition (108,11) et des propriétés de symétrie 
des symboles 3j. Il est facile de s'assurer que par permutation de 
deux lignes ou colonnes arbitraires le symbole 9j se multiplie par 
—1)Z/. En outre, le symbole 9j ne change pas par échange des 
(lignes et des colonnes. 

Les scalaires d'ordres plus élevés dépendent d’un plus grand 
nombre de paramètres j. Il est évident que ce nombre doit tou- 
jours être un multiple de 3 (symboles 3nj). Nous ne nous arrêterons 
pas ici sur les propriétés de ces quantités. Nous nous contenterons 
de mentionner que, pour chaque n >3, on a plus d’un type de 
symboles 3nj différents non réductibles l’un à l’autre. Ainsi, on a 
deux différents types de symboles 12j:. 


1 D'après la règle générale de contraction (108,1), il aurait fallu écrire les 
arguments m dans les trois derniers symboles 3j avec le signe moins et intro- 
duire sous le signe de sommation le facteur (—1)2(/-m, Toutefois, utilisant 
la propriété (106,6) des symboles 3j et tenant compte que, dans le cas donné, 
comme on conçoit aisément, la somme 2m de tous les neuf m est nulle, nous 
sommes conduits à la définition (108,11). 

3 On trouvera un exposé plus détaillé de la théorie des symboles 9j et des 
propriétés des symboles 3nj dans le livre d'Edmonds cité à la page 253, 


$ 109] ÊLÊMENTS MATRICIELS DANS L'ADDITION DES MOMENTS 515 


$ 109. Eléments matriciels dans l'addition des moments 


Considérons de nouveau un système constitué par deux parties 
(que nous appellerons sous-systèmes 1 et 2), et soit f{? un tenseur 
sphérique caractérisant la première d’entre elles. Ses éléments ma- 
triciels se déterminent vis-à-vis des fonctions d'onde de ce même 
sous-système, conformément à (107,6), par la formule 


er 


ii Fi lr,j,m,> = 


nie ( hi À h cri NI). (09,1) 
—M 9m 


La question se pose du calcul des éléments matriciels de ces mé- 
mes quantités vis-à-vis des fonctions d'onde du système tout en- 
tier; montrons comment ils peuvent être expimés à l'aide des 
éléments matriciels réduits figurant dans les expressions (109,1). 
Les états du système tout entier sont déterminés par les nom- 
bres quantiques j,j,J/Mn,n, (J et M sont la grandeur du moment 
du système tout entier et sa projection). Puisque ff} concerne le 
sous-système 1, son opérateur commute avec l'opérateur du moment 
du sous-système 2. Aussi sa matrice est-elle diagonale suivant j,; 
elle est aussi diagonale suivant les autres nombres quantiques n, 
de ce sous-système. Pour abréger l'écriture, nous omettrons ces in- 
dices (j,, n,), et nous écrirons les éléments matriciels cherchés: 


nijiJ'M'| F9 rh] M). 
Conformément à (107,6), leur dépendance par rapport à M est don- 
née par la formule 
d'M'|f mi M>= 
, _M' J' RJ nee : 
=) Am). (109,2 


Pour établir le lien entre les éléments matriciels réduits dans 
les seconds membres de (109,1) et (109,2), nous écrirons, d'après 
la définition des éléments matriciels : 


en d'M'|fS {nl M> = bu da = 
SCD AT VET NET ñ Îe je) x 
ie: M M —M 


j J LEZ LA LA . 
X ( hs critiné FR |njm>. 
M Ms —M 


ainsi que dans le livre de A. P. Jutsis, I. B. Lévinson, V. V. Vana- 
gas. L'appareil mathématique de la théorie du moment cinétique, Vilnius, 1960. 
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Substituant ici (109,1-2) et comparant la relation déduite avec la 
formule (108,4), nous voyons que le rapport des éléments matri- 
ciels réduits [dans (109,1-2)] doit être proportionnel au symbole 6j 
défini. Une comparaison minutieuse des deux relations indiquées 
conduit à la formule définitive suivante : 


id IF [rml>= 
=(—1)/imaxth+/mintk (27+ D (27 + T)x 


“Jr i . | 

UE RicmIAImh (100,3) 
h À 

(ici jimax est le plus grand des j,, j;; /min est le plus petit des 

J, J”). On a la formule analogue pour les éléments matriciels ré- 

duits du tenseur sphérique concernant le second sous-système : 


cniid' If raid) = 
js J'i ee ; 
=(—1)h##/amnt/mex+k}/TT ET) T1) ds i he <nais IF [riad 
L) 
(109,4) 


L'absence de symétrie totale entre les expressions (109,3) et (109,4) 
(dans l’exposant de —1) provient de ce que la phase des fonctions 
d'onde dépend de l’ordre d’addition des moments. Il faut avoir 
cette différence en vue si l’on a à calculer les éléments matriciels 
simultanément pour les deux sous-systèmes. 

Etablissons ensuite une formule utile pour les éléments matri- 
ciels, vis-à-vis des fonctions d’onde du système tout entier, du pro- 
duit scalaire [voir définition (107,4)] de deux tenseurs sphériques 
de rang À se rapportant à différents sous-systèmes (et commutant 
donc entre eux). En vertu de (107,10), ces éléments matriciels 
s'expriment en fonction des éléments matriciels réduits de chacun 
des tenseurs (vis-à-vis des fonctions d'onde du système tout entier) 
comme suit: 


ifsis is] M | (FF )oo | lafts fifa] MD = 
= D il IE ra D Cid" Arai 
J" 


(on a utilisé ici le fait que la matrice d’une quantité se rappor- 
tant à l’un des sous-systèmes est diagonale suivant les nombres 
quantiques de l’autre sous-système). Substituant ici (109,3 et 4) et 
utilisant la formule de sommation (108,8), on obtient la formule 
cherchée exprimant les éléments matriciels du produit scalaire en 
fonction des éléments matriciels réduits de chacun des tenseurs 
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vis-à-vis des fonctions d'onde des sous-systèmes correspondants: 
Cnansisis] M | (FF oo | Paftehsfad M> = 


J js j : 
: 1 PE run ia Ina. (109,5) 


=] fin hamaxt À 
(—1) ki. 
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La base pour le calcul des éléments matriciels des quantités 
caractérisant les systèmes du type toupie symétrique est l’expres- 
sion de l'intégrale du produit de trois fonctions D. 

Pour déduire cette formule, revenons au développement (106,11) 


Viimi Viens _— 2 <im | mm) Ÿ/m (m ne M + ms) 


et transformons les deux membres de l'égalité à l’aide d'une rota- 
tion finie du système de coordonnées. Chacune des fonctions 4 se 
transforme d’après (58,7), et il vient : 


Us) DÜ 
2 Dam, D mms Ÿ,, m Vus = 22 <im|mm) Da Ÿim. 
La ur 
Exprimant à présent les fonctions 4; au second membre de l’éga- 
lité sous forme du développement (106,9) et comparant les coeifi- 
cients des mêmes produits Ÿ;m,Ÿjm,, On obtient la relation 


Dm, (a) DŸ m, (@)= ZX mimi lim’ > DA (e) <mms| jm> (110,1) 


(n=m+m, m'=m+m, et w désigne l'ensemble des trois an- 
gles d'Euler &, B, y). Exprimée au moyen des symboles 3j, cette 
formule prend la forme 


» (u) D, (u)= gei+n(h. la ) h hi Joux. _n(&) 
Dern, M M — m' M M — M 
(110,2) 


(nous avons utilisé également ici la propriété (58,19) des fonctions D. 

Multipliant l'égalité (110,2) de part et d'autre par D%,, _,, (w) 
et l’intégrant sur dw à l’aide des relations d’orthogonalité (58,20), 
on obtient : 


D‘ Us) la Îe Îs li is Îe 
D: D" 110,3 
jp mm @) Dam, (&) Le Cr = é m, 2) le M M ( ) 
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(pour plus de symétrie, nous avons fait ici un changement évident 
de notation des indices). Telle est la formule cherchée!1. 

Soit fs, un tenseur sphérique de rang k caractérisant la toupie 
en axes de coordonnées liés avec elle x’y’z’ = En (l'axe des & est 
dirigé suivant l’axe de la toupie); cela peut être, par exemple, le 
tenseur du moment multipôle électrique ou magnétique. Soient f,, 
les composantes du même tenseur par rapport aux axes de coordonnées 
fixes xyz. 

Le lien entre les unes et les autres est déterminé par la matri- 
ce des rotations finies d’après: 


Fra = 2 Da (@)Fra-. (110,4) 
g 


Les fonctions d'onde qui décrivent la rotation du système comme 
un tout ne diffèrent des fonctions D que par la normalisation : 


Vins =i V5 Di (w), (110,5) 


Ï étant le moment total du système, m sa projection sur l'axe des 
z fixe, u projection sur l'axe du système ; le facteur de phase est 
choisi de telle façon que, pour j entier et  —0, la fonction (110,5) 
devienne la fonction propre du moment libre (cf. (103,8)). Calcu- 
lant d’après ces fonctions l'élément de matrice de (110,4) à l'aide 
de la formule (110,3) (la fonction D conjuguée complexe s'expri- 
mant d’après (58,19)), on obtient : 


<j''m"| fig l inm> = 


: nef ki Îk 1) 
= 1-it — LH , ’ ; 
dr (—1p"-"y BF TG Fi. Re om ) HU lu> 
(110,6) 


(avec g'=u"—pu, g=m'—m). 

Cette formule résout le problème posé. Elle détermine la dépen- 
dance des éléments de matrice par rapport aux moments j, j’ et 
leurs projections m, m'. En ce qui concerne la dépendance par 
rapport aux nombres quantiques u, u’, elle reste, bien entendu, 
indéterminée : les valeurs de ces nombres dépendent des états «in- 
ternes» du système, entre lesquels est pris l'élément de matrice 
«interne» <u”|fs3-| >. 

La dépendance des éléments de matrice (110,6) par rapport aux 
nombres m, m’ est naturellement la même que pour tout système 
à moment total donné. Séparant cette dépendance en introduisant 


! Pour les valeurs entières j1={1, ja=ls fs—=13 et m=m,=m=0, les 


fonctions D, se réduisent, d'après (58,25), aux fonctions sphériques, et la for- 
mule (110,3) donne l'expression pour l'intégrale du produit de Vois fonctions 
sphériques (107,14). 
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les éléments matriciels réduits conformément à (107,6), on obtient 
pour ces derniers l’expression 


GR" IF Il > = 
A ELU EU | 


LL Je fe 6110.7 
guy PRAIRIES 

Le carré du module de l’élément de matrice (110,6), sommé sur 
toutes les valeurs du nombre final m’ (et sur q—=m"'—m) pour m 
donné, est indépendant de la valeur de m et vaut, d’après la règle 
générale (107,11): 


1 [A e 1 7 
Zl<i um liant = | || fall ju = 
am 


: "Bi", 
—hqH 


Les relations d'hermiticité (107,9) pour les éléments de ma- 
trice réduits en coordonnées xyz (110,7), sont, comme il se doit, 
en conformité avec les relations (107,8) 


QU 1 fr n>= (D ul, -e 1m>* 
pour les éléments de matrice en coordonnées Enÿ. 

La rotation des systèmes à symétrie axiale tels que la molécule 
diatomique (ou le noyau axial, $ 119) est décrite par deux angles 
seulement (=, f=6), qui déterminent la direction de l'axe du 
système. La fonction d’onde de rotation diffère dans ce cas de 
(110,5) par l'absence du facteur e/V 2x (cf. nota p. 367). Tou- 
tefois, ce changement n’est pas reflété sur les éléments de matrice : 
étant donnée que la dépendance des fonctions D{,,(&, B, y) par 
rapport à y est réduite au facteur e{"’Ÿ, on peut recopier la for- 
mule (110,3) sous la forme 

U:) (s) Us) in & d. 
Emrof Dar, (@s 8, Din, (& Br 0)Durm, (Gr Br 0) TRE = 


373 


(ik LV(h eh) 
Mai Me Ms) Mu Ms ms 


(où m'=m;+m;+m;), et le résultat du calcul de l'intégrale ne 
change pas. Alors, la règle de sélection suivant la projection du 
moment sur l’axe du système est observée sous la forme primitive 
(u°—u=g"), apparaissant (en tant que conséquence de la symétrie 
de la molécule par rapport à l'axe des £) par suite de l’orthogona- 
lité des fonctions d'onde électroniques. Dans les formules (110, 6-7), 
par <u’|fw-|H> on sous-entendra à présent les éléments de matrice 
par rapport aux états électroniques, les noyaux étant fixes. 


CHAPITRE XV 
MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


$ 111. Equation de Schrôdinger dans un champ magnétique 


Une particule à spin possède également un moment magnétique 
«propre» déterminé pm. L'opérateur qui lui correspond est propor- 
tionnel à l'opérateur du spin s, c’est-à-dire qu’il peut s’écrire sous 
la forme 


B=Ës, (111,1) 


s étant la grandeur du spin de la particule, m une constante ca- 
ractéristique de la particule. Les valeurs propres de la projection 
du moment magnétique valent u, =uo/s. Ceci montre que le coef- 
ficient u (que l'on appelle précisément d'ordinaire grandeur du 
moment magnétique) est la plus grande valeur possible de u,, at- 
teinte lorsque la projection du spin est o=s. 

Le rapport u/f#s donne le rapport du moment magnétique 
propre de la particule à son moment mécanique propre (quand 
tous deux sont dirigés suivant l’axe des z). On sait que pour le 
moment ordinaire (orbital) ce rapport vaut e/2mc (cf. II $ 44). 
Mais le coefficient de proportionnalité entre le moment magnétique 
propre et le spin de la particule est autre. Pour l'électron il vaut 
—|el/mc, c'est-à-dire qu’il est deux fois plus grand que la valeur 
ordinaire (une telle valeur est déduite théoriquement de l'équation 
d'onde relativiste de Dirac (cf. IV $ 33)). Le moment magnétique 
propre de l’électron (spin 1/2) est donc égal à — pu, où 


Ua= Le _ 0,927. 107? Due , (111,2) 
Cette quantité s'appelle magnéton de Bohr. 

Il est d'usage de mesurer le moment magnétique des particules 
lourdes en magnétons nucléaires de définition ek/2m,c, où m, est 
la masse du proton. L'expérience fournit pour le moment magnéti- 
que propre du proton la valeur de 2,79 magnétons nucléaires, et 


$111] ÉQUATION DE SCHRODINGER DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 521 


le moment est dirigé suivant le spin. Le moment magnétique du 
neutron est dirigé en sens inverse du spin et vaut 1,91 magnéton 
nucléaire. 

Notons que les grandeurs u et s qui figurent aux deux membres 
de (111,1) sont, comme il se doit, de même caractère vectoriel : 
toutes deux sont des vecteurs axiaux. Une égalité analogue pour 
le moment électrique dipolaire d (d—const-s) serait en contradic- 
tion avec la symétrie par rapport à l’inversion des coordonnées : 
dans une inversion le signe relatif des deux membres de l'égalité 
changerait!. 

En mécanique quantique non relativiste le champ magnétique 
ne peut être considéré que comme champ extérieur. L'interaction ma- 
gnétique des particules est un effet relativiste, et elle ne peut être 
notée qu’en théorie relativiste. 

En théorie classique, la fonction d'Hamilton d’une particule 
chargée dans un champ électromagnétique est 


H=p(p—<#A)+e, 


p étant le potentiel scalaire, À le potentiel vecteur du champ, et 
p l'impulsion généralisée de la particule (cf. II $ 16). Si la parti- 
cule n'est pas douée de spin, le passage à la mécanique quantique 
se fait de façon ordinaire: l’impulsion généralisée doit être rem- 
placée par l'opérateur p=—i#v et on obtient l’hamiltonien ? 


Ag (o—£ A) +e9. (111,3) 


Mais si la particule est douée de spin, une telle opération est 
insuffisante. Le fait est que le moment magnétique propre de la 
particule interagit direetement avec le champ magnétique. Dans la 
fonction classique d'Hamilton cette interaction est absente, puis- 
que le spin, qui est un effet purement quantique, disparaît au 
passage à la limite classique. On obtient une expression juste de 
l'’hamiltonien en introduisant dans (111,3) le terme supplémentaire 
—hH, qui correspond à l'énergie du moment magnétique u dans 


1 Notons que cette égalité (et donc l'existence d’un moment électrique pour 
une particule élémentaire) contredirait aussi la symétrie dans l’inversion du 
temps : le changement du signe du temps ne change pas d, maischange lespin 
(comme cela résulte aussitôt, par exemple, de la définition de ces gran- 
deurs lors du mouvement orbital: seules figurent dans la définition de d les 
rennes alors que dans la définition du moment figure aussi la vitesse de 
a particule. 

# Nous désignons ici l'impulsion généralisée par la même lettre p qe 
l'impulsion ordinaire de lieu de P dans II $ 16), afin de souligner qu'il lul 
correspond le même opérateur. 
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le champ H. Decette façon, l'hamiltonien d’une particule douée de 
spin est1: 


A=(P—< À) —ñH + ep. (111,4) 


Développant le carré (p—£ A}, il faut avoir en vue qu'en 


général p ne commute pas avec le vecteur À, qui est fonction des 
coordonnées. Aussi écrira-t-on : 


à 1 - = = 2 = 
À = 50 — 5e (PA AP) +55 A'—È SH+ep. (111,5) 


En vertu de la règle de commutation (16,4) de l'opérateur d’impul- 
sion avec une fonction quelconque des coordonnées, on a: 


PA—Ap=— —ih div A. (111,6) 
Ainsi, p et A commutent si divA=—0. Cela a lieu en particulier 


pour un champ uniforme, si l’on choisit son potentiel vecteur 
sous la forme 


[l 
= Hxr. (111,7) 


L'équation iÂOW/04— HY d'hamiltonien (111,4) est la généra- 
lisation de l'équation de Schrôdinger au cas où un champ magné- 
tique est présent. Les fonctions d'onde auxquelles s'applique 
l'hamiltonien sont dans cette équation des spineurs symétriques 
de rang 2s. 

Les fonctions d'onde d’une particule dans un champ électro- 
magnétique possèdent une multiformité liée à la multiformité des 
potentiels du champ. On sait que (cf. II $ 18) ces derniers ne 
sont déterminés qu’à une éransformation de jauge près: 


4 (111,8) 


f étant une fonction arbitraire des coordonnées et du temps. Une 
telle transformation n’est pas reflétée sur les valeurs des champs. 
Aussi est-il clair qu'elle ne doit pas changer non plus de façon 
essentielle les solutions de l'équation d'onde ; notamment, le carré 
[#1 doit rester inchangé. En effet, il est facile de voir qu'on 
revient à l'équation initiale si, en même temps que la substitu- 
tion (111,8), on remplace dans l’hamiltonien la fonction d'onde par : 


Y—Vexp(Tf). (111,9) 


1 La désignation du champ magnétique et de l’hamiltonien par la même 
lettre ne peut prêter à équivoque, l'hamiltonien étant coiffé d un chapeau. 
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Cette multiformité de la fonction d’onde n'est répercutée sur 
aucune grandeur douée de sens physique (dans la définition de 
laquelle les potentiels ne figurent pas explicitement). 

En mécanique classique l’impulsion généralisée d'une particule 
est liée à sa vitesse par la relation mv—p—eA/c. Pour trouver 
l'opérateur v en mécanique quantique, il faut faire commuter le 
vecteur r avec l'hamiltonien. Un calcul simple conduit au résultat : 


mV=p—<A, (111,10) 


analogue exact de l'expression classique. On a pour les opérateurs 
des composantes de la vitesse les règles de commutation: 


= =, . eh eh 
{u,, v,}=i 2 Hs {o, s Dj=i Hi 


{e,, v Jin, (111,11) 


que l'on vérifie aisément par un calcul direct. On voit que dans 
un champ magnétique les opérateurs des trois composantes de la 
vitesse d’une particule (chargée) sont non commutatifs. Cela si- 
gnifie que la particule ne peut avoir simultanément des valeurs 
déterminées de sa vitesse dans toutes les trois directions. 

Lors du mouvement dans un champ magnétique la symétrie 
vis-à-vis de l’inversion du temps n’a lieu que si l’on change le 
signe du champ H (et du potentiel vecteur A). Cela signifie 
(cf. $$ 18 et 60) que l'équation de Schrôdinger A1 = E doit con- 
server sa forme quand on passe aux quantités complexes conju- 
guées et change le signe de H. On le voit directement pour tous 
les termes dans l’hamiltonien (111,5), excepté le terme—sH. Le 
terme—sHy dans l'équation de Schrôdinger devient dans ladite 
transformation s*H*, et altère à première vue l'invariance re- 
quise, puisque s* ne coïncide pas avec —s. Mais il faut prendre 
en considération que la fonction d’onde est en réalité un spineur 
vu, et un spineur contravariant doit être remplacé par un spineur 
covariant lors de l’inversion du temps (cf. $ 60), de sorte que dans 
l'équation de Schrôdinger le terme avec —SHy## est remplacé par 
S‘Hu… Mais on s'assure aisément [à l’aide des définitions 
(57,4 et 5)] que le résultat de l’action de l'opérateur S* sur les 
composantes du spineur covariant est de signe contraire à l’action 
de s sur les composantes du spineur contravariant. En définitive, 
l'opération inversion du temps aboutit à une équation de Schrô- 
dinger pour les composantes an. ayant la même forme que 
l'équation initiale pour les composantes 


524 MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE [CH. XV 


$ 112. Mouvement dans un champ magnétique uniforme 


Déterminons les niveaux d'énergie d’une particule dans un champ 
magnétique uniforme constant (L. Landau, 1930). 

Il est ici commode de prendre le potentiel vecteur du champ 
DnIgrRe non pas sous la forme (111,7), mais sous la forme sui- 
vante : 


A,=—Hy, A,=A,=0 (112,1) 


(l’axe des z est dirigé suivant le champ). Alors l'hamiltonien prend 
la forme : 


’ 2 P? pi . 
À = g (P« +$y) ++ ES. os 


Remarquons tout d’abord que $s, commute avec l’hamiltonien 
(étant donné que ce dernier ne contient pas les opérateurs des 
autres composantes du spin). Cela signifie que la projection en z 
du spin est conservée, si bien qu'on peut remplacer s, par la va- 
leur propre s,=0. Après quoi, la dépendance de spin de la fonc- 
tion d'onde devient inessentielle, et dans l'équation de Schrôdin- 
ger peut être considérée comme une fonction d'onde ordinaire 
de coordonnées. On a pour cette fonction l'équation 


[Ca +) +5 45e] p—£ oHp= Ev. (112,3) 


L'hamiltonien de cette équation ne contient pas explicitement 
les coordonnées x et z. Ceci étant, les opérateurs p, et p, (de dé- 
rivation par rapport à x et z) commutent eux aussi avec l’hamil- 
tonien, c'est-à-dire que les composantes en x et z de l'impulsion 
généralisée sont conservées. Dès lors, nous chercherons Ÿ sous la 
forme 


€ 
p=eh x (y). (112,4) 


Les valeurs propres p, et p, parcourent toutes les valeurs de 
—co à oo. Comme A4,=0, la composante en z de l'impulsion 
généralisée coïncide avec la composante de l'impulsion  ordi- 
naire mu,. De cette façon, la vitesse de la particule dans la di- 
rection du champ peut avoir une valeur arbitraire; on peut dire 
que le mouvement le long du champ «ne se quantifie pas». 

Substituant (112,4) dans (112,3), on obtient l'équation sui- 
vante pour %(y): 


c+R[(ereu-2) sauna 


* 
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où l'on a introduit les notations y, =—cp,/eH et 
oy=lel#, (112,6) 


L'équation (112,5) coïncide, quant à sa forme, avec l’équation de 
Schrôdinger (23,6) pour un oscillateur linéaire, qui oscille avec la 
fréquence w,,. Aussi peut-on déduire d'emblée que l'expression 
entre parenthèses -dans (112,5), qui joue le rôle d'énergie de 
l'oscillateur, peut prendre les valeurs (n+1/2)Âwy, où n=0, 
De la sorte, on obtient l'expression suivante pour les niveaux 
d'énergie d’une particule dans un champ magnétique uniforme : 


3 
E=(n+s)fost+ RH. (112,7) 
Le premier terme dans cette expression donne des valeurs dis- 


crêtes de l'énergie, qui correspondent au mouvement dans un plan 
perpendiculaire au champ; on les appelle niveaux de Landau. Pour 


l'électron u/s=—]|e|ñ/mc, et la formule (112,7) prend la forme: 
E=(n+5+o)hos+ 2. (112,8) 


Les fonctions propres %,(y) correspondant aux niveaux de 
l'énergie (112,7) sont données par la formule (23,12) avec un 
changement correspondant des notations : 


= pepe 0 (SE) 2. (EE), (12,9 


où oy=V himo,,. 

En mécanique classique, le mouvement d'une particule dans 
un plan perpendiculaire au champ H (plan des xy) s'effectue sui- 
vant une circonférence de centre fixe. La quantité y,, conservative 
dans le cas quantique, correspond à la coordonnée classique en y 
du centre du cercle. Avec elle est aussi conservée la quantité 
x = (cp,/eH)+x lil est facile de s'assurer que son opérateur com- 
mute avec l'hamiltonien (112,2)]. Cette quantité correspond à la 
coordonnée classique en x du centre du cercle’. Toutefois, les opé- 


1 En effet, pour le mouvement classique sur un cercle de rayon cmw;/eH 
(vr étant la projection de la vitesse sur le plan x, y; cf. II $ 21), on a 
Yo = —<PxleH =— (cmjeH) v, +4. 


Il est évident de cette expression que # est la coordonnée du centre du cercle. 
L'autre coordonnée est : 


%o=(cmjeH) v,+x=cpjel +x. 
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rateurs x, et y, ne commutent pas entre eux, de sorte que les 
coordonnées x, et y, ne peuvent avoir simultanément de valeurs 
déterminées. 

Puisque (112,7) ne contient pas la quantité p, parcourant un 
ensemble continu de valeurs, les niveaux d'énergie sont dégénérés 
avec une multiplicité continue. Mais la multiplicité de la dégéné- 
rescence devient finie si le mouvement dans le plan x, y est dé- 
limité par une aire grande mais finie S=L,L,. Le nombre des 
différentes valeurs (à présent discrètes) de p, dans l'intervalle Ap, 
est égal à (L,/2xh) Ap,. Sont admissibles toutes les valeurs de p, 
pour lesquelles le centre de l'orbite est intérieur à S (nous négli- 
geons le rayon de l'orbite en comparaison de L, qui est grand). 
De la condition 0 <y, <L, on déduit Ap,=eHL /c. Par consé- 
quent, le nombre d'états (pour n et p, donnés) est eHS/2nhc. Si 
la région du mouvement est aussi limitée le long de l'axe des 2 
(par la longueur L,), alors le nombre de valeurs possibles de p, 
dans l’invervalle Ap, est (L,/2xh) Ap,, et le nombre d'états dans 
cet intervalle est 


HS Le _ HV 
Qxhe 2xh Ps Ah AP;- (112,10) 


Pour l’électron on a une dégénérescence supplémentaire: les 
niveaux d'énergie (112,8) coïncident pour les états de nombres 
quantiques n, o=1/2 et n+1, o—=—1/2. 


Problème 


Trouver les fonctions d'onde d'un électron dans un champ magnétique uni- 
forme dans les états où il est doué de valeurs déterminées de l'impulsion et 
et du moment dans la direction du champ. 

Solution. En coordonnées cylindriques p, p, z, l'axe des z étant dirigé 
suivant le champ, le potentiel vecteur a pour composantes A9 —=1/2Hp, 
A;= Àp = 0, et l'équation de Schrôdinger 1 : 

h3 [1 à / dp\ db, 1 db] ihosôp , Mo 
2m [5 26 (PS) tata] 2 mt 8 PER () 


Nous chercherons la solution sous la forme 


R (p) 


= amp ePzilh 
V 2x 


et on obtient pour la fonction radiale l'équation 


‘} ] 
1 (r+er + r)+| — Hoi pepe] R=0. 


1 Nous écrivons la charge de l'électron e——]|e|, et nous désignons sa 
masse par M, pour distinguer du moment m. Le terme inessentiel pour ce 
problème contenant le spin de la particule est omis. 
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Introduisant la nouvelle variable indépendante £=(Moy/2h) p?, nous recopierons 
cette équation sous la forme 


2 1 pà m 
ER" R' ee -7)r=0. =— (s-#)-2. 
Fe 4 +8 4 is hoy 2M 2 
Lorsque Ë — , la fonction cherchée se comporte comme e" V3, et lorsque Ë —+ 0, 
comme £! "V3. En conséquence, nous chercherons la solution sous la forme 


R @=e" VE" l#w @, 
ce qui donne pour w(£) l'équation de la fonction hypergéométrique dégénérée 


w=r{—(s-lett), jnitr, sh. 


Pour que la fonction d'onde soit partout finie, la quantité B—(|m|+1)/2 doit 
être un nombre entier non négatif n,. Alors, les niveaux d'énergie sont donnés 


par la formule 
E Iml+m+1\, pr» 
E=ho0} ( + D +: 
équivalente à la formule (112,7). Fonctions d'onde radiales correspondant à ces 
niveaux d'énergie : 


: ll (ml+n,)t 713 ( 2) 
Ram (P)= at ner F3R 7 4a, p 7 


XF[(—an,,|m|+1 ns 
( és 2) 8 


où ay=V À/Mwy: les fonctions sont normalisées par la condition \ Ripdp =1. 


0 
La fonction hypergéométrique est ici un polynôme de Laguerre généralisé. 

2. Déterminer le niveau inférieur d énergie correspondant à un état lié de 
l'électron dans un puits de potentiel U (r) de faible profondeur (| U | € h?/ma?, 
a étant le rayon d'action des forces dans le puits), auquel est en outre superposé 
un champ magnétique uniforme (Ÿ. Bytchkov, 1960). 

Solution. La condition posée à U (r) (en l'absence de champ magnétique) 
pets de lui appliquer la théorie des perturbations; alors, les états liés dans 
e puits sont absents ($ 45). En présence d’un champ magnétique, le champ 
U (r) ne peut être considéré comme une perturbation que pour un mouvement 
dans un plan transversal à A dont le caractère (discret) du spectre énergétique 
ne change pas quand U est superposé. Mais le caractère du mouvement dans la 
direction de H change, d'infini qu'il était, il devient fini (comme on le verra), 
c'est-à-dire que le spectre, qui était continu, devient discret ; c'est pourquoi 
pour ce mouvement le champ du puits ne peut être envisagé en théorie des 
perturbations. 

En conséquence, lors de la séparation des variables dans l'équation de 
Schrôdinger (équation (1) du problème précédent, à laquelle a été ajouté au 

remier membre le terme U+w), on prend les fonctions radiales R (p) sous la 
orme primitive (2): au niveau inférieur correspondent les valeurs des nombres 
quantiques n,—m—0. Substituant dans l'équation de Schrôdinger 1 = 


= Roo (p)'4 (2), multipliant ensuite l'équation par Ro (p) et l’intégrant sur pdp, 
on obtient pour % (2) l'équation 


40 @x=ex, (8) 
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où e= E—hw2, 


D (= TU (VA +03) Rio (p) p dp 
0 


(m est de nouveau la masse de la particule). De par sa forme, cette équation 
coïncide avec l'équation de Schrôdinger pour le mouvement unidimensionnel 
dans le puits de potentiel U (2), e étant l'énergie de ce mouvement. Dès lors, 
on peut simplement utiliser le résultat du problème 1 du $ 45, en vertu duquel 
le niveau d'énergie discret est : 


Si 
2h3 


© © 
| HUE TS Rôo (p) ma (4) 
L-® 0 J 

La fonction d'onde Roÿ(p) s’amortit aux distances p = ax. Si le champ 


magnétique est si faible que a/ÿ> a, l'intégrale sur dp est déterminée par le 
domaine des p< a, où l'on peut Le Roo (p) = Ro (0) = l/ay. Alors, 


meH3 3 
e— A (LU Ua) (5) 
(du=2np dp dz —+ 4nr'dr). Dans le cas inverse où le champ magnétique est 
intense, quand ay; < a. l'intégrale dans (4) est déterminée par le domaine des 

<ay, où l'on peut poser U(Wp?+2) & U (2). Alors l'intégrale sur dp se 
réduit à l'intégrale normalisante de la fonction R% et prend la valeur 1, si bien que 


© 2 
= æ( U (2) æ) (6) 


Dans les deux cas l'évaluation des intégrales montre que e << howy. 

3. Déterminer les niveaux d'énergie de l'atome d'hydrogène dans un champ 
magnétique si intense que az <<ap, a étant le rayon de Bohr (R. J. Elliot, 
R. Loudon, 1960). 

Solution. Sous la condition posée, ho S meh?, l'influence du champ 
coulombien du noyau sur le mouvement de l'éléctron dans un plan transversal 
à H peut être assimilée à une petite perturbation. Ceci étant, on revient à la 
situation examinée au problème 2 et on peut appliquer l'équation (3), avec 


e Rôo (p) p 
does - @) 
0 


Ecrivant dans cette expression la fonction radiale Ro, nous nous bornerons 
dans la suite aux niveaux d'énergie du mouvement longi tudinal, qui se rapportent 


au niveau du point zéro de Landau (ho y/2) du mouvement transversal. 

La fonction d'onde de l'état fondamental, %,(z), s'étend aux distances 
1z21<a et varie pe sur ces distances (n'ayant pas de zéros, elle ne s’annule 
pas pour z=0). i étant, pour le niveau fondamental sont observées les 
conditions utilisées dans la solution du problème 1 $ 45, et on peut utiliser la 


$ 113] ATOME DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 529 


formule (6) fondée sur cette solution. Alors, l'intégrale à divergence logarithmi- 
que est «tronquée» supérieurement aux distances |z| a3, et inférieurement 
aux distances |z| — ay; (où |z] — p et il est inadmissible dans (7) de remplacer 
V p?+23 par |z|). On trouve finalement : 

2met me BH 

D—=——— = — — In —— . 

h ay 2h  micle| 
On dit de cette formule qu’elle a la précision logarithmique : on suppose grand 
non seulement le rapport aB/ay, mais aussi son logarithme; alors le facteur 
numérique dans l'argument du logarithme reste indéfini. 

Les états excités du spectre discret s'obtiennent en tant que solutions de 
l'équation de Schrôdinger (3) avec le champ U(z) = — e?/z qui se déduit de (7) 
pour zæa8ÿp). Or, par la substitution 4=—2zp (2), cette équation se ramène 
à la forme 


(8) 


d 2 
2 )—L pe. (9) 


qui coïncide avec celle de l'équation des fonctions d'onde radiales des états s 
u problème coulombien tridimensionnel. Aussi les niveaux cherchés sont-ils 
donnés par la formule (36,10) : 

met 


En =— , 
5 2h2nt 


(10) 


avec n— 1, 2, 3, ... Cette expression n’a elle aussi que la précision logarithmi- 
qe terme correctif suivant ne serait petit devant le terme principal que 
ans le rapport 1/in (aB/ay). 


L'équation (9) ne détermine la fonction d'onde que pour z > 0; elle peut 
être prolongée dans le domaine des z < 0 en faisant # (— z) =" (2) ou 4 (— z) = 
= —%# (2). En conséquence, à l’approximation considérée, les niveaux (10) sont 
deux fois dégénérés. Toutefois, cette dégénérescence est levée aux approxima- 
tions supérieures suivant a//ap. 


$ 113. Atome dans un champ magnétique 


Envisageons un atome dans un champ magnétique uniforme H. 
Son hamiltonien 


BD [+ lag] +u+LdÈ Hs, (3,0 


la sommation portant sur tous les électrons (la charge de l’électron 
est notée—[el); U est l'énergie d'interaction des électrons avec 
le noyau, ainsi que des électrons entre eux; $ = Ÿ 5, est l'opé- 
rateur du spin (électronique) total de l'atome. 

Si le potentiel vecteur du champ a été pris sous la forme (111,7), 
alors, comme on l'a déjà noté, l'opérateur p commute avec A. 
Tenant compte de cette circonstance lors du développement du 


carré dans (113,1) et désignant par À, l’hamiltonien de l'atome 


34-50 
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en l'absence de champ, on trouve: 
BB + IS A8 +55 5 Aî+lË HS. 
a a 
Substituant ici l'expression (111,7) de À, il vient: 


Â=ñ+ELHS FX Pepe D (Hxr) + le n6. 


2mc 
a 


Or le produit vectoriel r,xXp, est l'opérateur de moment orbital 
de l'électron, et la sommation sur tous les électrons donne l'opé- 


rateur AL du moment orbital total de l'atome. De la sorte 
_ ES a“ = e? 
H=H,+us(L+2S)H + D (HXr) (113,2) 
a 


(ps est le magnéton de Bohr). L'opérateur 


M=— us (L+2$) (113,3) 


peut être considéré comme l'opérateur moment magnétique « propre » 
de l’atome en l'absence de champ. 

Le champ magnétique extérieur désintègre les niveaux atomiques, 
et lève la dégénérescence dans les directions du moment total 
(effet Zeeman). Déterminons l'énergie de cette désintégration pour 
les niveaux atomiques caractérisés par des valeurs déterminées des 
nombres quantiques J, L, S (c'est-à-dire en supposant pour les 
niveaux le cas du couplage LS—cf. $ 72). 

Nous supposerons le champ magnétique si faible que BA soit 
petit en comparaison des distances entre les niveaux d'énergie de 
l'atome, y compris les intervalles de la structure fine des niveaux. 
Alors, les deuxième et troisième termes dans (113,2) peuvent être 
considérés comme une perturbation, les niveaux imperturbés étant 
les diverses composantes des multiplets. En première approxima- 
tion, on peut négliger le troisième terme, quadratique par rapport 
au champ, en comparaison du second terme, linéaire. 

A cette approximation, l'énergie de désintégration AE est 
déterminée par les valeurs moyennes de la perturbation dans les 
états (imperturbés) qui se distinguent par les valeurs de la projection 
du moment total sur la direction du champ. Prenant cette direction 
pour axe des z, il vient: 


AE =usH(L,+ 2S,)=usH (J,+5,). (113,4) 


La valeur moyenne J, coïncide simplement avec la valeur propre 
donnée J,=M,. Pour ce qui est de la valeur S,, on peut la 
trouver comme suit en prenant la moyenne «€ par étapes» (cf. $ 72). 
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Prenons d’abord la moyenne de $ sur un état de l'atome de 
valeurs données de S, L et J, mais non de M,. L'opérateur ainsi 


médié $ ne peut être «dirigé» que suivant À, seul vecteur «con- 
servatif» caractérisant l'atome libre. Aussi peut-on écrire 
S= const-J. 


Sous cette forme, toutefois, cette égalité n’a qu’un sens conven- 
tionnel, étant donné que les trois composantes de J ne peuvent 
simultanément avoir des valeurs déterminées. Mais sont douées 
textuellement de sens sa projection en z 


S,=const-J,=const.M, 
et l'égalité 
SJ = const. J?= const -J(J +1) 
qui s'obtient en multipliant ses deux membres par J. Introduisant 


le vecteur conservatif J sous le signe de médiation, on écrit 
S3=SJ. Or, la valeur moyenne SJ coïncide avec la valeur propre 


SD = [J(/+1)—L(L+1)+S(S+ 0], 


à laquelle elle est égale dans un état à valeurs déterminées de 
L?, S?, J? (cf. (31,4)). Déterminant la const de la seconde égalité 
et la substituant dans la première, on a ainsi 


8,=M,S$. (113,5) 
Réunissant les expressions déduites et substituant dans (113,4), 


on trouve l'expression définitive suivante pour l'énergie de désin- 
tégration : 


AE =usgM ,H, (113,6) 
où 
J(J+1)—-L(L+1N+S(S+1 
g=1+ EN EEES GED (113,7) 


est le facteur de Landé ou facteur gyromagnétique. Notons que 
g= 1 en l'absence de spin (S=0, et donc J=L) etg=2si L=0 
(de sorte que J=S):. 

La formule (113,6) donne les diverses valeurs de l'énergie pour 
toutes les 2J + 1 valeurs de M,=—J,—J+1,...,J. En d’autres 
termes, le champ magnétique lève complètement la dégénérescence 


3 La désintégration décrite par la formule générale (113,6-7) est parfois 
appelée effet Zeeman anomal. Cette appellation impropre a pour origine histo- 
rique le fait que, avant la découverte du spin de l’électron, on tenait pour 
normal l'effet décrit par la formule (113,6) ave g=1. 


34° 
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des niveaux dans les directions du moment—contrairement au 
champ électrique qui ne sépare pas les niveaux avec M,=+]|M;,| 
($ 76)’. Notons, toutefois, que la désintégration linéaire déterminée 
par la formule (113,6) est absente si g—0 (ce qui est aussi pos- 
sible pour J #0, par exemple pour l'état ‘D;,s). 

Nous avons vu au $ 76 qu’il existe un lien entre le déplace- 
ment du niveau d'énergie de l’atome dans le champ électrique et 
son moment dipolaire électrique moyen. Un lien analogue existe 
aussi dans le cas magnétique. L'énergie potentielle d’un système 
de charges en théorie classique est donnée par l'expression — uH, 
u étant le moment magnétique du système. En théorie quantique 
elle est remplacée par l'opérateur correspondant, si bien que 
l'hamiltonien du système : 

H=H,—uH =H,—-u,H. 

Appliquant à présent la formule (11,16) (avec le champ H pour 
paramètre À), on trouve que la valeur moyenne du moment ma- 
gnétique 

=. (113,8) 
AE étant le déplacement du niveau d'énergie de l’état donné de 
l'atome. Substituant ici (113,6), on voit que l’atome dans un état 
de valeur déterminée M, de la projection du moment sur une 
certaine direction z possède un moment magnétique moyen dans 


la même direction : L 
M =— uBgM,. (113,9) 


Si l'atome ne possède ni spin, ni moment orbital (S—ZL—0), 
le second terme dans (113,2) ne donne pas de déplacement du niveau 
ni à la première approximation, ni aux approximations supérieures 
(car tous les éléments matriciels de L et de S s'évanouissent). Ceci 
étant, l'effet tout entier provient dans ce cas du troisième terme 
dans (113,2), et, à la première approximation de la théorie des 
perturbations, le déplacement du niveau est égal à la valeur moyenne 


AE= S'HXT. (113,10) 
a 
Ecrivant (Hxr,)'= H?ràsin*6, où 6 est l'angle entre r, et H, et 


prenant la moyenne sur les directions de r,, on obtient sin?6 — 
= 1—cos'6—2/3 (la fonction d'onde de l'état avec L=S =0 est 


1 Les raisonnements appliqués à ce sujet au $ 76 au cas électrique ne 
conviennent pas au champ magnétique. Le fait est que H, étant un vecteur 
axial, change de signe par réflexion dans un plan passant par sa direction. 
C'est pourquoi les états qi se déduisent l’un de l’autre par cette opération se 
rapportent en fait à l'atome dans des champs différents, et non dans un seul 
et même champ. 
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à symétrie sphérique si bien que la médiation suivant les directions 
se fait indépendamment de la médiation suivant les distances r,). 
De cette façon, 


2 es 
AE=er HS. (113,11) 
a 

Le moment magnétique calculé par la formule (113,8) est à pré- 
sent proportionnel à la grandeur du champ (un atome avec L=S =0 
en l’absence de champ ne possède pas, bien entendu, de moment 
magnétique). En l'écrivant sous la forme x, on peut considérer le 
coefficient x comme la susceptibilité magnétique de l’atome. On 
a pour elle la formule suivante (P. Langevin, 1905): 


1=— Sn (113,12) 


Fe quantité est négative, c'est-à-dire que l'atome est diamagné- 
ique!. 

Si maintenant J —0, mais S=L-Æ0, le déplacement de niveau 
linéaire par rapport au champ est aussi absent, mais l'effet quadra- 
tique de seconde approximation de la perturbation —u,,H est supé- 
rieur à l'effet (113,11)?. Ceci est dû à ce que, en vertu de la formule 
générale (38,10), la correction à la valeur propre de l'énergie à la 
deuxième approximation se détermine par une somme d'expressions 
au dénominateur desquelles figurent les différences des niveaux 
d'énergie non perturbés, en l’occurrence les intervalles de la structure 
fine du niveau, qui sont des quantités petites. On a noté au $ 38 
que la correction de deuxième approximation au niveau normal est 
toujours négative. C'est pourquoi le moment magnétique dans l'état 
normal est une quantité positive, c’est-à-dire que l'atome dans l’état 
normal avec J =0, L—S-0 est paramagnétique. 

Dans des champs magnétiques intenses, alors que u#H est com- 
parable ou supérieur aux intervalles de la structure fine, la désinté- 
gration des niveaux s’écarte de celle prédite par la formule (113,6-7); 
c'est l'effet Paschen-Back. 

Le calcul de l'énergie de désintégration est très simple dans le 
cas où la désintégration Zeeman est grande en comparaison des 
intervalles de la structure fine, mais, certes, petite comme avant 


1 Mentionnons qu'on ne peut pour calculer le carré moyen de la distance 
entre les électrons et le noyau utiliser le modèle de Thomas-Fermi. Bien que 


l'intégrale \ nr'dr, avec la densité de Thomas-Fermi n (r), converge, cette con- 


vergence est trop lente, d'où l'écart considérable des valeurs obtenues par rap- 
port aux valeurs empiriques. 

3 Lorsque S=L # 0, les éléments matriciels non diagonaux de L,, S, pour 
les transitions S, L, J —+S, L, J + 1 sont, en général, différents de zéro. 
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en comparaison des distances entre les divers multiplets [de sorte 
qu'on peut ici encore négliger dans l’hamiltonien (113,2) le troisième 
terme par rapport au second]:. En d’autres termes, l’énergie dans 
le champ magnétique dépasse notablement l'interaction spin-orbite. 
C'est pourquoi on peut négliger cette influence en première appro- 
ximation. Alors se conserve non seulement la projection du moment 
total, mais aussi les projections M; et M, du moment orbital et 
du spin, de sorte que la désintégration est déterminée par la formule 


AE =usH (M; +2M)). (113,13) 


La structure fine vient se superposer à la désintégration dans le 
champ magnétique. Elle est déterminée par la valeur moyenne de 
l'opérateur ALS (72,4) sur l’état de M;, M$ donnés (nous considé- 
rons la structure fine due à l'interaction spin-orbite). Lorsque la 
valeur de l’une des composantes du moment est donnée, les valeurs 
moyennes des deux autres sont nulles. Aussi LS= M, M,, de sorte 
qu'à l’approximation suivante l'énergie des niveaux est déterminée 
par la formule 

AË = pBH (Mi +2M5s) + AMiMs-. (113,14) 


Le calcul de la désintégration Zeeman dans le cas général où 
le type de couplage est arbitraire (non du type LS) est impossible. 
On peut seulement affirmer que la désintégration (dans un champ 
faible) est linéaire par rapport au champ et proportionnelle à la 
projection M, du moment total, c'est-à-dire a la forme: 


AE =ee,/HMy (113,15) 


les g,, étant certains coefficients caractéristiques du terme donné 
(on désigne par n l’ensemble des nombres quantiques, hormis J, 
caractérisant le terme). Bien que ces coefficients ne puissent être 
calculés séparément, il apparaît possible d'établir une formule, utile 
dans les applications, déterminant leur somme mettant en jeu tous 
les états possibles de l’atome de configuration électronique et de 
moment total donnés. 
Par définition 
SaMy=<nJM;|L;+2S,|nJM). 


Quant aux quantités gs1/M, (où gsz, est le facteur de Landé (113,7) 
correspondant au couplage LS), elles sont éléments matriciels dia- 


gonaux 
&szxMy=<SLIM,IL,+2S,|SLIM,> 


1 Pour les cas intermédiaires, quand l'influence du champ magnétique est 
comparable à l'interaction spin-orbite, le calcul de la désintégration sous sa 
forme générale est impossible (pour le cas S=1/2, le calcul est fait au problè- 
me Ï}). 
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calculés suivant un autre système complet de fonctions d'onde. 
Les fonctions de chacun de ces systèmes se déduisent de l’autre 
système par une transformation linéaire unitaire. Or, une telle 
transformation laisse invariante la somme des éléments diagonaux 
de la matrice ($ 12). Aussi déduit-on que 


ZeuM = LesiMr 
n SL 
ou, étant donné que g,, et gs, sont indépendants de M,: 
Zens= Les (113,16) 


La sommation met en jeu tous les états, de valeur J donnée, qui 
sont possibles pour la configuration électronique envisagée. C'est 
précisément la relation cherchée. 


Problèmes 


1. Déterminer la désintégration du terme avec S = 1/2 par effet Paschen-Back. 
Solution. Le champ magnétique et l'interaction spin-orbite doivent être 
considérés en même temps en théorie des perturbations, c'est-à-dire que l'opéra- 
teur de perturbation a la forme: 
P = ALS + us (L,+ 2$,)H. 

Nous prendrons pour fonctions d'onde initiales de l’approximation zéro les 
fonctions correspondant aux états de valeurs déterminées L, S—1/2, Mr, Ms 
(L est donné, Mj=—L, ... L; Ms=+ 1/2). Dans les états perturbés seule se 
conserve la somme Ma=sM ;= Mi+ Ms(V commute avec J,), de sorte qu'on peut 
assigner aux composantes du terme désintégré des valeurs M déterminées. 

Les valeurs M = + (L+1/2) ne peuvent être réalisées que d'une seule ma- 
nière : respectivement avec | MzMs>=1|L, 1/2> et |—L, —1/2>. De ce fait, les 
corrections à l'énergie des états avec ces M sont simplement égales aux éléments 
matriciels sienne <MiMsliV | MziMs> avec les valeurs indiquées de | M:Ms>. 
Les autres valeurs de M peuvent être réalisées de deux manières : | M—1/2, 1/2» 
et [| M<+1/2, —1/2>. À chaque M correspondent ici deux différentes valeurs de 
l'énergie déterminées par l'équation séculaire formée avec les éléments matriciels 
des transitions entre ces deux états. Les éléments matriciels de LS se calculent 
par multiplication directe des matrices <Mz |LIM,> et <Ms|S| MS) et sont 
égaux à: 

<MiMs]ILS | MMS =MiMs, 


M2, —W2ILS|M—1/2, VD=<M—12, 1/21LS|M+1/2, —1/2 = 
+ VTFMTFTDU— MID). 


En l’absence de champ magnétique le terme est un doublet de distance 
entre les composantes e= À (L+1/2) [cf. (72,6)]. Prenons pour origine de 


1 Nous n'écrivons pas dans Ÿ le terme proportionnel à (LS)? (l'interaction 
spin-spin). Mais il faudra avoir en vue que, en vertu des propriétés spécifiques 
des matrices de Pauli (cf. $ 55), pour le spin S= 1/2 l'expression (LS)? se réduit 
à LS et, en conséquence, a été incorporée à la formule écrite. 
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l'énergie le plus bas de ces niveaux. Alors les formules définitives des niveaux 
dans un champ magnétique ont la forme : 


E=e + BH (L+1) pour M=+ (+3). 
1 HMe 1 1/2 
Eb=StuHMt [e+ bat) He | 
pour M=— +, — (+). 


Pour les HpHje< 1 on a 


. 2(L+1) 2L 


en conformité avec les formules (113,6-7) (dans lesquelles on posera S=— 1/2, 
J=L +1/2). Pour les uLH/e> 1, on obtient 


Me 


EE = (M + V2)+ + ZLHT 


en conformité avec (113,14). 

2. Déterminer la désintégration Zeeman des termes d’une molécule diato- 
mique dans le cas a. 

Solution. Le moment magnétique provenant du mouvement des noyaux 
est très petit en comparaison du moment magnétique des électrons. Aussi 
écrira-t-on la perturbation du champ magnétique pour la molécule comme 
pour un système d'électrons, c'est-à-dire, comme auparavant, sous la forme 
Ÿ— Up A (L+2S),L, S étant les moments électroniques orbital et de spin. 


Prenant la moyenne de la perturbation sur l'état électronique, on obtient 

dans le cas a: 
Lupin: (A+22)=pHn; (20 —A). 
La valeur moyenne de n, sur la rotation de la molécule est l'élément matriciel 
diagonal 
OM 
JET 

où Mes M7 (l'élément matriciel se calcule d'après l'élément matriciel réduit 


donné par la formule (87,4) avec la substitution K, À —J, @). De la sorte, la 
désintégration cherchée est égale à : 


AE=uHM 


Mn, |/M= 


& (20 — A) 
J(J+D 

3. Même problème pour le cas b. ‘ 

Solution. Les éléments matriciels diagonaux <AKJ]|V]|AKJ> détermi- 
nant la désintégration cherchée pourraient être trouvés d'après les règles générales 
exposées au $ 87. Mais il est plus simple de faire un calcul plus terre à terre. 
Prenant la moyenne de l'opérateur de perturbation sur les états orbital et élec- 
tronique, il vient : L 

UpH (An: +25) 


(l'opérateur du spin n'est pas affecté par cette opération de moyenne). Puis, 
l'on prend la moyenne sur la rotation de la molécule [la valeur moyenne de n, 
est déterminée par la formule (87,4)] : 
A? & 
et (rente). 
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Enfin, prenons la moyenne sur la fonction d'onde de spin; une fois trouvée la 
moyenne totale, les valeurs moyennes des vecteurs ne peuvent être dirigées que 
Ana le moment total J, seul vecteur conservatif. Aussi obtient-on [cf. 
(113,5)] 
MH [ 3 
IJ+DLK(K+1) 
(M == M) ou, en définitive, 


{ pi 
T0 \RKK FM! J+D+K(K+1D)—S(S+1)1+ 


+UU+D-K(K+1)+S(S+1) AM. 


4. Un atome diamagnétique se trouve dans un Champ magnétique extérieur. 
Déterminer le champ magnétique induit au centre de l'atome. 

Solution. Lorsque S=L—=0, la penurpsten linéaire par rapport au 
champ ne figure aucunement dans l’hamiltonien, et, en conséquence, la correc- 
tion de première approximation par rapport au champ magnétique est absente 
dans la fonction d'onde de l'atome. La variation j" du courant électronique 
dans l’atome induite par le champ magnétique extérieur est seulement liée (à la 
même première approximation suivant H) à l'adjonction du terme (|el/mc) A 
aux opérateurs de vitesse des électrons. On a en conséquence ! : 


RS ee eî 
Pr A=—P 5H Xr. (1) 


(KJ)+2 sa] M 


AE = 


p étant la densité électronique dans l'atome. Le champ magnétique créé par ce 
courant supplémentaire au centre de l'atome est 


LPrx]} 


rs 
{vide infra (121,8)). Substituant dans cette dernière (1) et passant sous l'inté- 
grale à la moyenne sur les directions de r, il vient : 


e? e 


e(0) étant le potentiel du champ créé par la couche électronique de l'atome 
en son centre. 


Dans le modèle de Thomas-Fermi @e(0)=—1,80 Z#/%me3/h? [cf. (70,8)], 
de sorte que 
e? 


Hina= —0,60 Œ) ZU3H=—3,2.10-5242H. 


$ 114. Le spin dans un champ magnétique variable 


Envisageons une particule électriquement neutre douée de moment 
magnétique évoluant dans un champ magnétique uniforme mais 
variable (dans le temps). Il peut s'agir aussi bien d’une particule 


1 Cette expression correspond à la précession de Larmor de la couche 
CP OU) de l'atome autour de la direction du champ magnétique extérieur 
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élémentaire (par exemple d'un neutron) que d’une particule com- 
plexe (d’un atome). Le champ magnétique est supposé si faible que 
l'énergie magnétique de la particule dans le champ est petite en 
comparaison des intervalles entre ses niveaux d’énergie. Ceci étant, 
on peut considérer le mouvement de la particule, considérée comme 
un tout, à état interne donné. 

Soit s l'opérateur du moment «propre» de la particule— du 
spin pour une particule élémentaire ou du moment total J pour 
un atome. Nous mettons l'opérateur du moment magnétique sous 
la forme (111,1). L'hamiltonien pour le mouvement de la parti- 
cule neutre considérée comme un tout s'écrit sous la forme: 


mn pe 
H=—"-sH (114,1) 
(seule est écrite la partie de l’hamiltonien dépendant du spin). 

Dans un champ uniforme cet opérateur ne contient pas expli- 
citement les coordonnées. C'est pourquoi la fonction d'onde de la 
particule se décompose en produit de fonctions de coordonnées 
et de spin. La première d’entre elles est tout simplement la fonc- 
tion d'onde du mouvement libre; seule la partie de spin nous 
intéressera dans la suite. Montrons que le problème d’une particule 
de moment arbitraire s peut être ramené au problème plus simple 
du mouvement d’une particule de spin 1/2 (E. Majorana). A cet 
effet, il suffit de mettre en œuvre la méthode employée au $ 57. 
A savoir, au lieu d’une seule particule de spin s, on peut intro- 
duire formellement un système de 2s « particules » de spin 1/2. Alors 
l'opérateur $ est représenté par la sonne 5e des opérateurs des 
spins de ces « particules », et la fonction d'onde par le produit de 
2s spineurs de rang 1. L'’hamiltonien (114,1) se décompose alors 
en somme de 2s hamiltoniens indépendants : 


A=Y ES H=—-5Hs,, (114,2) 


de sorte que le mouvement de chacune des 2s «particules» est 
déterminé indépendamment des autres. Ceci fait, il suffit de réintro- 
duire les composantes d’un spineur symétrique arbitraire de rang 2s 
au lieu des produits des composantes des 2s spineurs de rang 1. 


1 Ce raisonnement subsiste également lorsqu'une particule quelconque (qui 
peut être chargée) évolue dans un champ magnétique non uniforme, son mou- 
vement pouvant être considéré comme étant quasi classique. Alors le champ 
magnétique, qui varie lorsque la particule décrit sa trajectoire, peut être 
simplement considéré comme une fonction du temps et on peut appliquer à la 
variation de la fonction d'onde de spin les mêmes équations. 
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Problèmes 


1. Déterminer la fonction d'onde de spin d’une particule neutre de spin 1/2 
située dans un champ magnétique uniforme de direction constante, mais de 
grandeur arbitrairement variable suivant la loi H (f). 

Solution. La fonction d'onde est le spineur 4 satisfaisant à l'équation 


d'onde : 
ihbv = —2uHsy”. (1) 


Prenant la direction du champ pour axe des z, recopions cette équation en 
composantes spinorielles : 


ihh=—u Hp, ihh° = pH?. 


l=c exp (& Hat) ,  Ÿ'=cexp (fra). 


Les constantes c;, c, doivent être déterminées à partir des conditions initiales 
et de la condition de normalisation |! |?+|1#?[?= 1. 

2. La même chose dans un champ magnétique uniforme de grandeur cons- 
tante, mais dont la direction tourne d'un mouvement uniforme (avec la vitesse 
angulaire w) autour de l'axe des z, formant avec lui un angle 6. 

Solution. Le champ magnétique a pour composantes 


H;=H sin 6 cosof, H,=Hsin6sinof, H,=H cos0 
et on déduit de (1) le système d'équations : 
Ÿ1= io} (cos 8-1 + sin B-e—{wt pt), 
= io (sin 6-efof pl — cos 6-w?), 
où ©y=uH/h. La substitution 
v! =e7"{ut/3q, p=dét/ps 


transforme ces équations en un système d'équations linéaires à coefficients 
constants, dont la résolution donne : 


pl=e" tot/2 (a etats + ce” aus, 
Ci erat/3 C2 ets 
Q+o+2w0#x cos 8 Q — w — 20} cos 8 4 


Q=V (w+2wy cos 0)? + 4whsin? 6. 


$ 115. Densité de courant dans un champ magnétique 


Déduisons l'expression quantomécanique de la densité du cou- 
rant lors du mouvement de particules chargées dans un champ 
magnétique. 

Nous partirons de la formule? 


6H=——(j6A dv (115,1) 


D'où 


#?= 20H sin Befo/? [ 


où 


1 Dans ce paragraphe j désignera la densité du courant électrique : la den- 
sité du courant de particules multipliée par leur charge e. 
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(j est la densité de courant) déterminant la variation de la fonction 
d'Hamilton des charges distribuées dans l’espace lorsqu'on fait 
varier le potentiel vecteur'. En mécanique quantique, elle doit 
être appliquée à la valeur moyenne de l’hamiltonien de la parti- 
cule chargée : 


H={wf(p—£a)—#n] wa. (15,2 
ou la variation et ayant en vue que ôH=ærot 6A, il 
5A= \ y [5% (PEA + 6A5)+ ES A6A | YdV— 

—H rot 6A-wsy a. (115,3) 
Transformons en intégrant par parties le terme contenant p6A : 
À pe p6AY av = —ih À yey (SAW) dV = ih | GAY Av 


(comme à l’ordinaire, l'intégrale sur la surface à l'infini s'évanouit). 
Nous intégrerons aussi par parties le dernier terme dans (115,3), 
utilisant la formule d'analyse vectorielle bien connue : 


arotb—-—diva x b+brota. 
L'intégrale du terme contenant div s'évanouit, et il reste: 
Ÿ'Y*SY rot SA dv = | GA rot (PSY) dV. 
On trouve finalement : 
6H — 2 | A (VI — Veyy)dV + À Joeee 
—# (6A rot (SW) dv. 


Comparant avec (115,1), on trouve l’expression suivante pour 
la densité de courant : 


2 LV) — Ye] — 2 AYY + É crot (EST). (115,4) 
1 La fonction de Lagrange pour une charge dans un champ magnétique 
contient le terme + vA ou, représentant la charge comme distribuée dans 


l'espace, _ JA dV. La variation de la fonction de Lagrange lorsqu'on fait 
varier À est donc: 
o1=— (jen d. 


On sait qu'une variation infinitésimale de la fonction ones est égale 
à la variation de la fonction de Lagrange changée de signe (cf. 1 ). 
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Soulignons que, bien que cette expression contienne explicitement 
le potentiel vecteur, elle est, comme il fallait s’y attendre, uni- 
forme. On peut s'en convaincre facilement par un calcul direct si 
l'on note que, en même temps que la transformation de jauge du 
potentiel vecteur conformément à (111,8), il faut aussi transformer 
la fonction d'onde d’après (111,9). 

On vérifie tout aussi facilement que, comme il se doit, le cou- 
rant (115,4) vérifie, avec la densité des charges p=e|#|?, l'équa- 
tion de continuité 


Q : 
+ divj =0. 


Le dernier terme dans (115,4) donne la contribution à la den- 
sité de courant due au moment magnétique des particules. Il est 
de la forme c rot m, où 


m=t pesy = you (115,5) 


est la densité spatiale du moment magnétique. 

L'expression (115,4) est la valeur moyenne de la densité du 
courant. On peut la considérer comme l'élément de matrice diago- 
nal d'un certain opérateur — de l'opérateur de densité du courant j. 
Cet opérateur s'écrit le plus simplement en représentation de se- 
conde quantification, ce qui revient à remplacer W et W®° par les 
opérateurs Yet W+ (d’après la règle générale, W+ doit figurer 
à gauche de W dans chaque terme). On peut aussi déterminer les 
éléments de matrice non diagonaux de cet opérateur : 
in = (PE) Pa Va] — AVE + 


+ crot(WisY,). (115,6) 


CHAPITRE XVI 
STRUCTURE DU NOYAU ATOMIQUE 


$ 116. Invariance isotopique 


A l'heure actuelle, il n'existe encore pas de théorie achevée 
des forces nucléaires, forces agissant entre particules nucléaires 
(nucléons), assurant leur cohésion dans le noyau atomique. Ceci 
étant, décrivant les forces nucléaires, force est, pour l'instant, de 
faire appel à l'expérience dans une bien plus grande mesure que 
si l’on disposait d'une théorie conséquente. 

Les deux types de particules se rapportant aux nucléons se distin- 
guent, en premier lieu, par leurs propriétés électriques, puisque les 
protons (p) ont une charge positive, et que les neutrons (7) sont 
électriquement neutres. Dans le même temps, les uns et les autres ont 
le même spin 1/2, et leurs masses sont presque égales (la masse 
du proton vaut 1836,1 masses électroniques, et celle du neutron 
1838,6). Cette similitude n'est pas fortuite. Malgré la différence 
de leurs propriétés électriques, le proton et le neutron sont des 
particules très semblables, et c'est là une qualité majeure. 

Il apparaît que, si l’on fait abstraction des forces électriques 
relativement faibles, les forces d'interaction de deux protons sont 
très semblables aux forces agissant entre deux neutrons. On appelle 
cette propriété symétrie de charge des forces nucléaires. 

À l'observation de cette symétrie près, on peut, notamment, 
affirmer qu’un système de deux protons (pp) et un système de deux 
neutrons (nn) possèdent des états identiques quant à leurs propriétés. 
Certes, il est alors essentiel que les protons comme les neutrons 
soient gouvernés par une même statistique (statistique de Fermi), 
et, partant, seuls sont admissibles pour les systèmes pp et nn les 
états de même symétrie des fonctions d'onde w(r,, &,; r,, 6,), 
antisymétriques dans la permutation simultanée des coordonnées et 
des spins des particules. 


t Elle se manifeste, notamment, dans la proximité des propriétés (de 
l'énergie de liaison, du speère énergétique, ctc.) des noyaux-miroirs, noyaux 
se distinguant l’un de l’autre par le remplacement de tous les protons par des 
neutrons et vice versa. 
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Mais la symétrie de charge n’est qu'une des manifestations d’une 
similitude physique encore plus poussée entre le proton en le neutron, 
qui a été dénommée invariance isotopique. Cette loi majeure stipule 
l'existence d’une analogie non seulement entre systèmes pp et nn 
(se déduisant l’un de l’autre par le remplacement de tous les protons 
par des neutrons, et vice versa), mais aussi entre ces systèmes et un 
système pr constitué par des particules différentes. Bien entendu, 
l'analogie ne saurait être totale ici, puisque les états possibles du 
système pn, constitué par des particules non identiques, ne peuvent 
certainement pas être limités à des états de fonctions d'onde anti- 
symétriques. Il apparaît, toutefois, qu'il y a parmi les états possibles 
d'un système pn des états qui, en ce qui concerne leurs propriétés, 
coïncident avec une grande précision avec les états de systèmes 
de deux nucléons identiques?; ces états sont naturellement décrits 
par des fonctions d'onde antisymétriques (les autres états du système 
pn sont décrits par des fonctions d'onde symétriques et sont absents 
pour les systèmes pp et nn). 

Ainsi que la symétrie de charge, l’invariance isotopique n’est 
vraie qu’à condition d'ignorer l’interaction électromagnétique. 
Une autre raison de son caractère approché consiste dans la différen- 
ce, bien que petite, des masses du neutron et du proton ; l'observation 
parfaite de la symétrie entre neutrons et protons impliquerait, 
bien entendu, la coïncidence exacte de leurs masses ?. 

Pour décrire l’invariance isotopique, on peut introduire l’appa- 
reil formel suivant. Nous y viendrons tout naturellement, remarquant 
que l'invariance isotopique se réduit à l'établissement de la possi- 
bilité de classer les états d’un système de nucléons d’après la symétrie 
de ses fonctions d'onde de coordonnées et de spin Ÿ, indépendamment 
de l'appartenance des nucléons à l'un ou à l’autre des deux types. Ceci 
étant, l'appareil cherché doit permettre l’introduction, pour la carac- 
téristique des états du système, d’un nouveau nombre quantique, 
dont la donnée définirait univoquement la symétrie des fonctions . 
C'est précisément dans une telle situation que nous nous sommes 
trouvés étudiant les propriétés d’un système de particules de spin 1/2. 
En l'occurrence, nous avons vu (cf. $ 63) que la donnée du spin total 
S d'un tel système détermine univoquement la symétrie de sa fonc- 
tion d'onde de coordonnées y, quelle que soit, des deux valeurs 
possibles (+1/2), la valeur de la projection o du spin de chaque 
particule. 


1 Cette invariance est aussi appelée {sobarique. 

2? Ceci a été démontré par analyse de données expérimentales sur la diffu- 
sion de neutrons et protons par des protons, par G. Breit, E. U. Condon et 
R. D. Present (1936). 

3 Il est vraisemblable qu'en réalité cette différence dans les masses du 
neutron et du proton ait aussi une origine électromagnétique. 
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Dès lors, il est naturel, pour la description formelle de l'inva- 
riance isotopique, de considérer le neutron et le proton comme 
deux états de charge différents d’une seule et même particule 
(nucléon) spécifiés par la valeur de la projection d’un nouveau 
vecteur Tt analogue, quant à ses propriétés formelles, au vecteur 
spin 1/2. Cette nouvelle grandeur, qu'il est d’usage d'appeler spin 
isotopique (ou simplement isospin)?, est un vecteur dans un certain 
«espace isotopique» auxiliaire E, n, & (n'ayant, bien entendu, 
rien de commun avec l’espace réel). 

La projection du spin isotopique du nucléon sur l'axe des & ne 
peut avoir que deux valeurs 7; = +1/2. On convient d'assigner la 
valeur +1/2 au proton, et la valeur —1/2 au neutron’. Les iso- 
spins de plusieurs nucléons s'ajoutent en isospin total du système 
d’après les règles d’addition des spins usuels. Alors, la composante 
sur l'axe des & de l’isospin total du système est égale à la somme 
des valeurs x, de toutes les particules composantes. Pour un noyau 
à Z (numéro atomique) protons, N neutrons et le nombre de 
masse A=Z+N, on a: 

Z—N A 
c'est-à-dire que T; détermine, pour le nombre de nucléons donné, 
la charge totale du système. Il en résulte aussitôt la conservation 
rigoureuse de T;, qui est tout simplement la loi de conservation 
de la charge. 

Quant à la valeur absolue du spin isotopique total du système T, 
elle détermine la symétrie de la « partie de charge » w de la fonction 
d'onde du système, de même que le spin total S détermine la symé- 
trie de la fonction d'onde de spin. Partant, elle détermine aussi 
la symétrie de la fonction d’onde de coordonnées et de spin (c’est-à- 
dire de la fonction d’onde ordinaire) ÿ, puisque la fonction d'onde 
totale du système de nucléons (c’est-à-dire le produit w) doit 
avoir une symétrie déterminée : à savoir, ainsi que pour tous fermions, 
elle doit être antisymétrique par permutation simultanée des coordon- 
nées, des spins et des « variables de charge » tQ des particules. Aussi 
la présence d’une symétrie déterminée chez les fonctions d'onde 
de tout système de nucléons s’exprime-t-elle précisément dans le 
schéma exposé par la conservation de la quantité T. 

On peut aussi dire, en d’autres termes, que l’invariance isoto- 
pique signifie l’invariance des propriétés du système dans toutes 
rotations de l’espace isotopique. Les états ne différant que par la 


1 Elle a été introduite pour la première fois par W. Heisenberg (1932) et 
appliquée à la description de l'invariance isotopique par B. Cassen et 
£. U. Condon (1936). 

3 La définition inverse est également utilisée. 
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valeur de T}(une fois données les valeurs de T et des autres nombres 
quantiques) sont identiques quant à leurs propriétés. En particu- 
lier, la symétrie de charge—l’invariance des propriétés du système 
par intersubstitution des protons et neutrons—, qui est un cas parti- 
culier de l’invariance isotopique, se décrit alors comme l’invariance 
par rapport au changement simultané des signes de tous les %, 
c'est-à-dire par rapport à la rotation de 180° dans l’isoespace isoto- 
pique autour d’un axe du plan E, n. 

Notons également que la violation évidente de l'invariance 
isotopique par l'interaction coulombienne résulte aussi formelle- 
ment du schéma envisagé: l'interaction coulombienne dépend de 
la charge, c’est-à-dire des composantes en £ de l’isospin non inva- 
riantes dans les rotations dans l’espace Ë, n, £. 

Considérons, par exemple, un système de deux nucléons. Son 
spin isotopique total peut avoir les valeurs T=1 et T=0. Pour 
T=1, les projections peuvent avoir les valeurs Tr =1, 0, —1. 
A ces valeurs correspondent, en vertu de (116,1), les valeurs de 
la charge 2, 1, O, c'est-à-dire que le système avec T = 1 peut 
être réalisé comme pp, pn, nn. La partie de charge de la fonction 
d'onde w avec T —1 est symétrique (de même qu’il correspond à 
la valeur du spin S=1 une fonction de spin symétrique, cf. $ 62). 
Ceci étant, à la valeur T7 —1 correspondent des états avec des 
fonctions d'onde antisymétriques usuelles #. Lorsque T —0 on ne 
peut avoir que T;=0, et la fonction w correspondante est anti- 
symétrique; ici se rapportent donc les états du système pn avec 
des fonctions d'onde 1 symétriques. ; 

Au spin isotopique répond un opérateur + agissant sur la variable 
de charge r, dans la fonction d'onde, de même que l'opérateur de 
spin S agit sur la variable de spin o. En raison de l’analogie 
formelle totale entre l’un et l’autre, les opérateurs Ty, tn, Tt 
s'expriment par les mêmes matrices de Pauli (55,7) que les opé- 
rateurs 5,, Sy, S,- 

Indiquons ici quelques combinaisons de ces opérateurs ayant 
un sens simple. La somme 


S = 5" 01 
T4 = TE +itn = ke ‘) 
est un opérateur qui, appliqué à une fonction d'onde neutronique, 


la transforme en fonction protonique, et qui, appliqué à une fonc- 
tion protonique, l’annule. De même, l'opérateur 


us “ . 00 
T_ = TE — {Tin = 10 
transforme un proton en neutron et annihile un neutron. Enfin, 


35-50 
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l'opérateur : 
= 1 
F+=(0 1) 
laisse une fonction protonique inchangée et annihile un neutron; 
l'ayant multiplié par e, on peut l’appeler opérateur de charge du 
nucléon. ; 

Montrons encore comment l'opérateur P de permutation de 
deux particules peut être exprimé en fonction des opérateurs t,, T, 
des isospins de ces particules. En vertu de la définition de P, le 
résultat de son action sur la fonction d'onde du système de deux 
particules (r,, 6,; r,, 6,) consiste dans la permutation des coor- 
données et des spins de ces particules, c'est-à-dire dans la permu- 
tation des variables r,, o, et r,, 6,. Les valeurs propres de cet 
opérateur sont égales à + 1 et s’obtiennent par application à une 
fonction ÿ symétrique ou antisymétrique : 

Phsym = Ÿsym,  PYanti = — Yanti. (116,2) 

Nous avons vu ci-dessus qu'aux fonctions YŸsym et Yanti COrres- 
pondent des fonctions de charge w, avec des valeurs de l'isospin 
total T=0 et T —1. Par conséquent, si l'on veut représenter 


l'opérateur Ê sous une forme telle qu'il agisse sur les variables de 
charge, il doit être doué des propriétés: 


Po,=0, Po,=—0,. (116,3) 


Ces conditions sont satisfaites par l'opérateur 1—T?,, ce dont 
on peut s'assurer aisément en remarquant que o- est fonction 
propre de T: correspondant à la valeur propre T (T +1). Enfin 
écrivant T=71,+7+, et tenant compte que 1? et % ont une même 
valeur définie t(t+1)—3/4, on trouve l'expression définitive 
cherchée : 
P=i—f= 520%. (116,4) 
Il existe pour les divers éléments matriciels de diverses grandeurs 
physiques d’un système de nucléons des règles de sélection suivant 
le spin isotopique déterminées (L. À. Radicati, 1952). Soit F une 
grandeur quelconque (de caractère tensoriel arbitraire) douée d'addi- 
tivité: sa valeur pour le système est égale à la somme de ses 
valeurs pour les nucléons. Mettons l'opérateur d’une telle grandeur 


sous la forme : 
F=2f,+2, 


la sommation mettant en jeu tous les protons et neutrons dans 


1 Nous avons déjà rencontré aux problèmes du $ 62 un opérateur de ce 
type formé avec les spins usuels de particules. 
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le système. Cette expression peut s’écrire identiquement sous la forme 
1 = \s 1 a 
DDLRICENLE 
= 3 E Po+ fn) + D on) Tes (116,5) 


la sommation dans chaque terme mettant en jeu tous les nucléons 
(aussi bien les protons que les neutrons). Le premier terme dans 
(116,5) est un scalaire, et le second la composante sur l'axe des & 
d’un vecteur dans l'espace isotopique. Ceci étant, les règles de 
sélection suivant le spin isotopique qui jouent pour les scalaires 
et les vecteurs’ dans l'espace usuel suivant le moment orbital 
s'étendent aussitôt aux deux termes en question ($ 29). Le scalaire 
isotopique n’admet que les transitions sans changement de T; la 
composante en & du vecteur isotopique n’a d'éléments matriciels 
que pour les transitions avec variation AT =0, +1, étant encore 
interdites les transitions avec AT =0 entre états avec T;=0, 
c'est-à-dire pour les systèmes avec un même nombre de neutrons 
et de protons [cette dernière règle résulte de ce que l'élément matriciel 
d’une transition avec AT =0 est proportionnel à T?, voir (29,7)]. 
Ainsi, pour le moment dipolaire du noyau le rôle des quanti- 
tés f, revient aux produits er, et f,—0. Le premier terme dans 


(116,5) est alors 
e € 
ZT > r=> mr, 


c'est-à-dire qu’il est proportionnel au rayon vecteur du centre 
d'inertie et peut être annulé par un choix convenable de l’origine 
des coordonnées; autrement dit, le moment dipolaire du noyau 
se réduit à la composante en £ du vecteur isotopique. 


$ 117. Forces nucléaires 


Les forces nucléaires spécifiques agissant entre nucléons sont 
caractérisées en premier lieu par leur faible rayon d'action; elles 
décroissent exponentiellement à des distances — 1,5-10-1%cm. 

On peut affirmer à la limite non relativiste que les forces 
nucléaires ne dépendent pas des vitesses des nucléons et ont un 
potentiel (les vitesses des nucléons dans le noyau sont de 
l’ordre du quart de la vitesse de la lumière, voir ci-dessous). 

L'énergie potentielle d’interaction de deux nucléons U dépend 
non seulement de leur distance mutuelle r, mais encore de leurs 
spins, la dépendance des spins n’étant nullement faible. La dé- 
pendance exacte par rapport à r ne pourrait, bien entendu, être 


1 Sous ce rapport, l'interaction des nucléons diffère essentiellement de celle 
des électrons, pour lesquels l'interaction spin-spin est de nature purement relati- 
viste et est faible (dans les atomes). 


55° 
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établie que par une théorie conséquente des forces nucléaires. 
Quant au caractère de la dépendance des spins, on peut le déduire 
par des considérations simples portant sur les propriétés des opé- 
rateurs de spin. 

Nous disposons en tout de trois vecteurs dont peut dépendre 
l'énergie d'interaction U: le vecteur unité n suivant le rayon 
vecteur d’un nucléon à l’autre et leurs spins s, et s,. En raison 
des propriétés générales de l'opérateur de spin 1/2, toute fonction 
de cet opérateur se réduit à une fonction linéaire ($ 55). En outre, 
il est à noter que le produit ns n’est pas un vrai scalaire, mais 
un pseudo-scalaire (n étant un vecteur polaire et s un vecteur 
axial). Ceci dit, il est évident qu’on ne peut former à partir de 
ces trois vecteurs n, s,, $, que deux scalaires indépendants : s,s, 
et (ns,)(ns,), qui sont linéaires suivant chacun des spins!. 

Par conséquent, en ce qui concerne sa dépendance des spins, 
l'opérateur d’interaction de deux nucléons peut être mis sous la 
forme de trois termes indépendants : 

Uora=U,(r)+ VU, (r) (sis) + V3 (7) [3 (san) (sin) —s,s,1, (117,1) 
dont l’un ne dépend pas des spins et les autres en dépendent. Le 
troisième terme a été écrit ici sous une forme telle que sa moyenne 
sur les directions de n est nulle; les forces décrites par ce terme 
sont habituellement dites fensorielles. 

Nous avons affecté l'interaction (117,1) de l'indice «ordinaire » 
pour souligner le fait que cet opérateur ne change pas l’état de 
charge des nucléons. Parallèlement à cette interaction, est aussi 
admissible une interaction qui a pour effet de convertir un proton 
en neutron et vice versa. L'opérateur de cette interaction « d'échanges 
diffère quant à sa forme de l'opérateur (117,1) par la présence de 
l'opérateur de permutation des particules (116,4): 

Un = {U, (r) x U, (r) (S182) + U, (r) [3 (Sin) (sin) —s,s,]} P. (1 17,2) 
L'opérateur d'interaction total est donné par la somme 

Ù = U or + Ucch. (117,3) 
De la sorte, l'interaction de deux nucléons est caractérisée par 
six fonctions différentes de leur distance mutuelle. Tous ces termes 
sont, en général, du même ordre de grandeur :. 

1 On sous-entend ici que les forces nucléaires sont invariantes par rapport 
à l'inversion d'espace, c'est-à-dire qu'elles ne peuvent avoir de termes pseudo- 
scalaires. On ne possède pas actuellement de données experimentales qui attes- 
teraient le contraire, 


2 Notons encore que l'interaction qui dépend des vitesses des nucléons est 
décrite à l’approximation linéaire par rapport aux vitesses par un opérateur de 


la forme : 
[pi (r)+pa(r) À] LS, 
où L=rxp est le moment orbital du mouvement relatif des nucléons (p — son 
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Les opérateurs de spin figurant dans (117,1) et (117,2) peuvent 
s'exprimer en fonction de l'opérateur de spin total S. En effet, 
élevant au carré les égalités $—S,+5, et $n—Ss,n+sin et tenant 
compte que sè—s— 3/4, (sin) =(s,n)* = 1/4 [cf. (55,10)], il vient : 


58, = ($ —+). Gun) En)= + | En} 7]. (117,4) 


L'opérateur S?, commutant avec $, les interactions décrites 
par les deux premiers termes dans (117,1) et (117,2) conservent 
le vecteur spin total du système. En ce qui concerne l’interaction 


tensorielle, elle contient l'opérateur (Sn)* commutant avec le carré 
S', mais non avec le vecteur S lui-même. Il en résulte que seule 
se conserve la valeur absolue du spin total, mais non sa direction. 
Le spin total S d’un système de deux nucléons peut avoir les 
valeurs O0 et 1. Telles sont aussi les valeurs que peut avoir son 
spin isotopique total T. C’est pourquoi tous les états possibles de 
ce système se répartissent en quatre groupes qui se distinguent par 
les valeurs du couple de nombres S, T. Les états de chacun de 
ces groupes ont leur opérateur d'interaction de la forme À (r) 
(pour S=0) ou A(r)+B(r)[(Sn)—2/3] (pour S=1) auquel se 
réduit dans ces cas l'opérateur général (117,3) (voir prob. 1)1. 
Pour des valeurs de S et T données, les états du système se 
classent suivant les valeurs du moment total J et la parité. Comme 
on le sait, à la valeur T =0 correspondent des états à fonctions 
d'onde # symétriques, et à T —1 des états à fonctions d'onde w# 
antisymétriques. Puisque, par ailleurs, la valeur de S détermine 
la symétrie de la fonction d'onde vis-à-vis des variables de spin 
(symétrie pour S= 1 et antisymétrie pour S=0), il est clair que 
la donnée du couple de nombres S, T détermine aussi le caractère 
de la symétrie de la fonction d'onde vis-à-vis des variables d'espace, 
c'est-à-dire la parité de l’état. Il est évident que les états du 
système de spin isotopique T =0 ne peuvent être que des triplets 
pairs (S— 1) ou des singulets impairs (S =0), les états du système 
d'isospin T =1 sont des triplets impairs ou des singulets pairs. 


impulsion), et S—s, +5; ; cet opérateur comprend deux fonctions de r. Quant aux 
termes de la forme pn et Sn, ils sont exclus par la condition d'invariance par 
rapport à l’inversion et à l'inversion du temps. 

1 Les données expérimentales sur les propriétés du deutéron montrent que, 
pour T=0, S=1, l'interaction des nucléons implique une forte attraction avec 
un puits de potentiel ports {la présence de forces tensorielles rend difficile 
la formulation de ce fait sous forme de propiétés des fonctions A(r), B(r)l; 
en outre, on peut affirmer (à partir du signe du moment quadrupolaire observé 
du deutéron) que dans cet état le coefficient B(r) dans les forces tensorielles 
est négatif. Il résulte des données sur la diffusion des nucléons qu'il y a aussi 
attraction pour T =1, S—0, mais elle est plus faible et, notamment, elle ne 
donne pas lieu à l'apparition d’un système de deux particules stable. 
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Puisque le spin, en tant que vecteur, ne se conserve pas, le 
moment orbital non plus ne doit pas se conserver en général (seule 
se conserve la somme J=L+S). Néanmoins, il se peut que la 
valeur absolue de L soit conservative simplement du fait que les 
valeurs données de J, S et de la parité (ou de J, S et T) se 
trouvent être simultanées avec une seule valeur déterminée de L 
[rappelons que la parité d’un système de deux particules est (—1){]. 
Ainsi, un état impair avec S=1, J—=1 ne peut avoir que L=—1I, 
c’est-à-dire qu'il ne peut être qu’un état °P,. Dans d’autres cas, 
à des valeurs données de J, S et de la parité peuvent correspondre 
deux valeurs différentes de L, de sorte que L n’est pas conservatif. 
Ainsi, dans un état impair avec S=1, J—=2, on peut avoir 
L=1et L=—3, c'est-à-dire qu'un tel état est une superposition 
3P,+%F,. 

De la sorte, nous sommes conduits aux états possibles d’un 
système de deux nucléons (l'indice + indique la parité): 


pour T= dl TPS DE CP EAPIEMESS IS IDE AG En £a 
pour T=0: (S;+2D,)+, D}, (FD,+5%G,)+, ...; ?Pr, Fr, 


Les forces nucléaires ne sont pas, en général, additives. Cela 
signifie que l'interaction dans un système de plus de deux nucléons 
ne se réduit pas à la somme des interactions de tous les couples 
de particules. Mais il est vraisemblable que les interactions trois 
à trois (ternaires), etc., jouent un rôle relativement insignifiant 
en comparaison des interactions deux à deux (binaires), et, étudiant 
les propriétés de noyaux complexes, on peut, dans une bonne mesure, 
s'appuyer sur les propriétés des interactions deux à deux. 

Les données expérimentales sur les noyaux montrent qu'avec 
l'augmentation du nombre de particules À un système de nucléons 
commence à se comporter comme de la «matière nucléaire » macro- 
scopique, dont le volume et l'énergie croissent proportionnellement 
à À (aux effets près dus à l'interaction coulombienne des protons 
et à l'existence de la surface libre du noyau). La propriété des 
forces nucléaires à laquelle ce phénomène est lié est appelée pro- 
priété de leur saturation. 

L'existence de cette propriété impose certaines restrictions aux 
fonctions U,, ..., U, déterminant les interactions deux à deux 
des nucléons. Représentons-nous toutes les particules concentrées 
dans un volume dont les dimensions sont de l’ordre du rayon d'action 
des forces nucléaires; alors tous les couples de particules interagis- 
sent entre eux. S'il existait alors une configuration de nucléons 
(et une orientation de leurs spins) telle que des forces d'attraction 
agissent entre tous les couples, l'énergie potentielle d’un tel système 
serait une quantité négative proportionnelle à 4. L'énergie ciné- 
tique, elle, serait positive el proportionnelle à 4°», c'est-à-dire 
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à une puissance inférieure de A. Il est clair que dans ces condi- 
tions un ensemble assez nombreux de nucléons se concentrerait en 
réalité dans un petit volume indépendant de À, ne créant donc 
pas de matière nucléaire. Par voie de conséquence, la condition 
de saturation des forces nucléaires doit s’exprimer par l’absence 
de configurations impliquant une énergie d’interaction négative 
proportionnelle à A? (cf. prob. 2 

La condition que le volume de la matière nucléaire soit propor- 
Hosnel au nombre de particules s'exprime par une relation de la 
orme 


R=r,4"", (117,5) 


reliant le rayon du noyau R au nombre de particules À qu'il 
contient. Les données expérimentales (sur la diffusion des électrons 
par les noyaux) donnent la valeur 7, & 1,1-10-1%cm. 

Déterminons l'impulsion limite des nucléons dans la matière 
nucléaire (cf. $ 70). Le volume de l’espace des phases correspondant 
aux particules contenues dans l'unité de volume de l’espace phy- 
sique et d’impulsions p<p, est 4np3/3. En le divisant par (2xh), 
on obtient le nombre de «cellules » pouvant simultanément contenir 
deux protons et deux neutrons. Posant le nombre de protons égal 
au nombre de neutrons, il vient: 


V étant le volume du noyau. Substituant ici (117,5), il vient: 


= (Se) "h= 1,4-1074g.cm-s"?. 
L'énergie correspondante pi/2m, (m, étant la masse du nucléon) 
est de — 30 MeV, et sa vitesse p,/m, = c/4. 


Problèmes 


1. Trouver les opérateurs d'interaction de deux nucléons dans des états 
de valeurs déterminées de S et T. 


Solution. Les opérateurs cherchés Üsr se déduisent de l'expression 
générale (117,1 à 3) compte tenu de (116,3) et (117.4): 


3 3 
Do = Vi Us+ Us Us, 


3 3 
Dom Vi Us—Ui+Tr Us, 


1 La densité n de la concentration des particules dans le volume donné 
est en raison de leur nombre À, l'énergie cinétique de chacune d'elles étant en 


raison de n°/+ [cf. (70,1)]. Par suite, l'énergie cinétique totale est — 44/2. 
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Ouo= Ur Ua Ut Us (Use) 13 Bn)—21, 


Ou=vi+r Us— Ur Us+ (Us—Ui) 13 (Sn)? —2]. 


2. Trouver les conditions de saturation des forces nucléaires en supposant 
les forces tensorielles absentes ; les rayons d'action de tous les autres types 
de force sont supposés identiques. 

Solution. Considérons quelques cas limites (embrassant tous les autres 
cas possibles) pour les états d’un système de À nucléons, et écrivons la condi- 
tion que l'énergie d'interaction d'un couple «moyen» de nucléons dans ce 
système soit positive. 

Admettons que le spin total et le spin isotopique du noyau soient maxima : 
Snoy—=Tnoy= A/2 (toutes les particules dans le système sont des protons de 
spins parallèles). On a alors pour chaque couple de nucléons S=T=1, et il 
vient la condition : 

Uu > 0. (1) 


Soient à présent Taoy— 4/2, Snoy=0. Alors pour chaque couple de 
nucléons T =], et la valeur moyenne de s; est nulle pour un nucléon pris iso- 
lément. Ce dernier point signifie que le nucléon peut avoir avec la même proba- 
bilité s;—=1/2 et s;=— 1/2; dans ces conditions, les probabilités d'un couple 
de nucléons de se trouver dans les états avec S—0 ou S—1 sont respective- 
ment égales à 1/4 et 3/4 (elles sont proportionnelles au nombre 28 + 1 de valeurs 
pone de S,). Donc, la condition que l'énergie moyenne du couple soit posi- 

ive est : 


fl 3 
7 Va ++ Un > 0. (2) 


De la même manière, l'étude de l’état avec Taoy=0, Snoy = 4/2 conduit 
à la condition: 


I 3 
4 Uio Lord Un >0. (3) 


Dans les états avec Tuoy = Snoy=0 la probabilité d'un couple de nucléons 
d’avoir S=T=—1 est 3/4-3/4, celle d'avoir T=—1, S—=0 est 3/4-1/4, etc. D'où 
l'on déduit la condition 


9 3 
Te Vu + Uio+ Un)+ Uoo > 0. (4) 


Soit enfin un système de A/2 protons et 4/2 neutrons, les spins de tous 
les protons étant parallèles entre eux et antiparallèles à ceux des neutrons. Un 
nucléon pris à part a la mème probabilité d’être p ou n, c'est-à-dire d'avoir 
= 1/2 ou t, =—1/2; la probabilité qu’un couple de nucléons ait la valeur 
de T=0 est Î/4. Alors, l’un d'eux est p et l’autre n; aussi aura-t-on S,=—0. 
Cette valeur de S, peut être réalisée avec la même probabilité par des états 
avec S=0 ou S=1. Par conséquent, la probabilité qu’un couple se trouve dans 
l'état avec T—0, S—0 ou T=0, S—1 est la même: 1/4.1/2— 1/8. Telle est 
aussi la probabilité de l'état avec T —1, S=0, et les autres 5/8 reviennent à 
l'état avec T=—S—1. Considérant tout cela, on obtient la condition: 


Vo Uni + Uo)+5 Un > 0. ® 


Les inégalités (1) à (5) constituent le système de conditions de saturation 
des forces nucléaires cherché. 
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$ 118. Modèle en couches 


Maintes propriétés des noyaux se prêtent à une bonne description 
à l’aide du modèle en couches, qui, pour l'essentiel de ses idées, 
est analogue à la description de la structure de la couche électronique 
de l’atome. Dans cette description, chaque nucléon dans le noyau 
est supposé se mouvoir dans le champ self-consistent créé par l’en- 
semble de tous les autres nucléons (en raison du rayon d'action faible 
des forces nucléaires, ce champ s’amortit rapidement en dehors 
du volume délimité par la «surface» du noyau). En conséquence, 
l'état du noyau globalement se décrit par l'énumération des états 
des divers nucléons. 

Le champ self-consistent est à symétrie sphérique, le centre 
de symétrie étant, naturellement, le centre d’inertie du noyau. Mais 
on se heurte à la difficulté suivante. Dans la méthode du champ 
self-consistent, la fonction d'onde du système est construite en tant 
que produit (ou somme de produits convenablement symétrisée) 
des fonctions d'onde des diverses particules. Mais une telle fonction 
n’assure pas l’immobilité du centre d'inertie: bien que la valeur 
moyenne de la vitesse du centre d’inertie calculée à l’aide de cette 
fonction soit nulle, cette même fonction aboutit à des probabilités 
finies des valeurs non nulles de la vitesse!. 

On tourne cette difficulté en éliminant au préalable le mou- 
vement du centre d'inertie lors du calcul de toute grandeur physi- 
que à l’aide des fonctions d'onde + (r,, ..., r,;) de la méthode 
du champ self-consistent. Soit f(r;, p;) une grandeur physique 
quelconque, une fonction des coordonnées et des impulsions des 
nucléons. Calculant alors ses éléments matriciels à l’aide des fonctions 
Ÿ, il faut, sans changer 4 (r,), remplacer les arguments de f comme suit : 


P 
DR, pipi, (118,1) 


où R est le rayon vecteur du centre d’inertie du noyau, À le nombre 
de particules qu’il contient, P l'impulsion du noyau considéré 
comme un tout; la deuxième des substitutions (118,1) correspond 
à la soustraction v;—v;—V, consistant à retrancher des vitesses 
des nucléons la vitesse du centre d'inertie V, à laquelle l’impulsion P 
est liée par P— Am,V (S. Garlenhaus, C. Schwartz, 1957). 

Ainsi, l'opérateur du moment dipolaire du noyau est de ÿ1,, 
la somme portant sur tous les protons dans le noyau. Pour calculer 
ses éléments matriciels dans la méthode du champ self-consistent, 


il faut remplacer cet opérateur par l’opérateur eZ(r,—R). Les 


! Dans le cas des électrons dans l’atome une telle difficulté ne se présentait 
pas, car l’immobilité du centre d'inertie était automatiquement assurée par sa 
coïncidence avec la position du noyau lourd immobile. 
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coordonnées du centre d'inertie du noyau sont définies par 
1 
R=- (Zr+2r) 


(sommation sur tous les protons et les neutrons). Le nombre des 
protons dans le noyau étant Z, l'opérateur du moment dipolaire 
doit être finalement remplacé en accord avec 


eY —e(i-£)Sr-er Dr (118,2) 
p P na 


Les protons entrent ici avec la «charge efficace» e(1—Z/A), et 
les neutrons avec la «echarge»—eZ/A. Notons que l'ordre de 
grandeur relatif des termes correctifs apparaissant lors du calcul 
du moment dipolaire est, comme il résulte de (118,2), — 1. Pour 
ce qui est des corrections lors du calcul des moments multipolaires 
magnétiques et des moments multipolaires électriques suivants, 
on verrait aisément qu'elles sont de l’ordre de grandeur — 1/4. 

A l'approximation non relativiste, l'interaction du nucléon 
avec le champ self-consistent ne dépend pas du spin du nucléon: 
une telle dépendance ne pourrait s'exprimer que par un terme 
proportionnel à sn, n étant le vecteur unité dans la direction du 
rayon vecteur du nucléon r; or ce produit n'est pas un vrai scalaire; 
mais un pseudo-scalaire. 

La dépendance de l'énergie du nucléon vis-à-vis du spin apparaît, 
toutefois, lorsqu'on tient compte des termes relativistes dépendant 
de la vitesse de la particule. Le plus grand d’entre eux est le terme 
proportionnel à la première puissance de la vitesse. À partir des 
trois vecteurs s, n, v on peut former un vrai scalaire: nxvs. Ceci 
re l'opérateur de couplage spin-orbite du nucléon dans le noyau 
a la forme: 


Vu=—q()(nxvs, (118,3) 


p (r) étant une certaine fonction de r (cf. aussi nota de la page 548). 
Comme m,rxv est le moment orbital Âl de la particule, l’expres- 
sion (118,3) peut aussi être recopiée sous la forme 


Va=—f{ris, (118,4) 
avec F=hq/rm,. Soulignons que cette interaction est du premier 
ordre en v/c, alors que le couplage spin-orbite de l’électron dans 
l'atome est un effet de second ordre ($ 72); cette distinction pro- 
vient de ce que les forces nucléaires dépendent du spin déjà à l'appro- 
ximation non relativiste, alors que l'interaction non relativiste des 
électrons (forces coulombiennes) ne dépend pas des spins. 

L'énergie de l’interaction spin-orbite est essentiellement con- 
centrée au voisinage de la surface du noyau, c’est-à-dire que la 
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fonction f(r) décroît quand on s'enfonce dans le noyau. En effet, 
dans la matière nucléaire non limitée, une interaction de cette 
espèce ne pourrait aucunement exister, comme cela résulte déjà 
du fait que, ce système étant homogène, il n’y existe pas de direc- 
tion privilégiée dans laquelle pourrait être dirigé n. 

L'interaction (118,4) entraîne la désintégration du niveau du 
nucléon de moment orbital { en deux niveaux de moments j =/+1/2. 

Puisque 


Is=— pour i=ltz, 
Ib ] (118,5) 

Is=——— pour j=l—— 
[d’après la formule (31,3)], la grandeur de cette désintégration est 
AE = Ei-iys— Etap =FO(1+3). (118,6) 


L'expérience montre que le niveau avec j ={+ 1/2 (vecteurs I et s 
parallèles) est plus profond que le niveau avec j={—1/2; cela 
signifie que la fonction f(r) > 0. 

Le couplage spin-orbite du nucléon dans le noyau est relative- 
ment faible en comparaison de son interaction avec le champ self- 
consistent. Dans le même temps, il se trouve, en général, être grand 
en comparaison de l’énergie d'interaction directe de deux nucléons 
dans le noyau, cette dernière interaction décroissant plus rapide- 
ment lorsque le poids atomique croît. 

Une telle relation entre les énergies des diverses interactions 
a pour résultat que la classification des niveaux nucléaires doit 
s'effectuer suivant le type de couplage jj: les spins et les moments 
orbitaux de chaque nucléon s'ajoutent en moments totaux j = 
=1+s, qui se trouvent être des quantités déterminées, le couplage 
entre 1 et s n'étant pas détruit par l'interaction directe des parti- 
cules entre elles (M. Gôppert-Mayer, 1949 ; O. Haxel, J. H. Jensen, 
H. E. Suess, 1949)'. Les vecteurs j des divers nucléons s'ajoutent 
ensuite en moment total J du noyau (appelé d'ordinaire simple- 
ment spin du noyau, comme si le noyau était une particule élé- 
mentaire). 

Sous ce rapport, la classification des niveaux nucléaires diffère 
essentiellement de celle des niveaux atomiques: dans la couche 
électronique de l’atome, le couplage spin-orbite relativiste est, en 
général, faible en comparaison de l'interaction électrique directe 
et de l'interaction d'échange; aussi la classification des niveaux 
s'effectue ordinairement suivant le type de couplage LS. 

L'état de chaque nucléon dans le noyau est caractérisé par son 
moment j et sa parité. Bien que chacun de ses vecteurs I et s ne 


1 Pour les noyaux légers seuls le couplage est plus proche du type LS. 
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soit pas séparément conservatif, il n’en reste pas moins que la valeur 
absolue du moment orbital du nucléon est déterminée. En effet, 
le moment j peut provenir ou bien de l’état avec {—j—1/2, ou 
bien de l'état avec {/—j+1/2. Pour une valeur donnée de j 
(demi-entière), ces deux états sont de parités différentes (—1){ et 
c'est pourquoi la donnée de j et de la parité détermine aussi le 
nombre quantique L. 

Il est d’usage de numéroter les états de nucléons de mêmes ! 
et j (dans l'ordre d'énergie croissante) par le «nombre quantique 
principal» n parcourant les valeurs entières à partir de 1. Les 
différents états sont notés par les symboles 15,72, 1Piys, IPsya, etc., 
le chiffre précédant la lettre étant le nombre quantique principal, 
les lettres s, p, d, ... indiquant, comme à l'ordinaire, la valeur 
de !, et l'indice la valeur de j. On ne peut avoir simultanément 
plus de 2j+1 neutrons et autant de protons dans un état de 
valeurs données de n, {, j. 

On convient d'écrire les caractéristiques de l'état du noyau 
tout entier (pour la configuration donnée) sous forme de chiffre 
donnant la valeur de J, avec l'indice + ou —, indiquant la 
parité de l’état (cette dernière est déterminée dans le modèle en 
couches par la parité ou l'imparité de la somme algébrique des 
valeurs de / pour tous les nucléons). 

Par suite de l'analyse des données expérimentales sur les pro- 
priétés des noyaux, il apparaît possible d'établir un certain nombre 
de règles concernant la disposition des niveaux nucléaires. 

En premier lieu, il apparaît que l'énergie des niveaux du 
nucléon croît avec le moment orbital [. Cette règle est liée au 
fait qu'avec l'accroissement de / croît l'énergie centrifuge de la 
particule, et donc que son énergie de couplage décroît. 

Puis, pour une valeur donnée de /, le niveau avec j—1+ 1/2 
(c’est-à-dire répondant à des vecteurs 1 et s parallèles) est situé 
plus profondément que le niveau avec j=1—1/2. Cette règle a 
déjà été mentionnée plus haut en relation avec les propriétés du 
couplage spin-orbite du nucléon dans le noyau. 

La règle suivante concerne l'isospin des noyaux. Rappelons 
que la projection T4 de l’isospin est déjà déterminée par le poids 
et le numéro du noyau [cf. (116,1)]. Pour une valeur donnée de 
Ty, la valeur absolue du spin isotopique peut avoir n'importe 
quelles valeurs satisfaisant à l'inégalité T >]T£|. D'ordinaire 
l'état fondamental du noyau a la plus petite de ces valeurs ad- 
missibles de l’isospin, c’est-à-dire que 


Tiens = Tel = 7 (N—2). (118,7 


1! Contrairement à la condition en vigueur pour les niveaux électroniques 
stipulant que n parcourt des valeurs à partir de {+1 
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Cette règle est liée au caractère de l'interaction neutron-proton, au 
fait que dans le système np l'état d'isospin T=0 (état du deuté- 
ron) a une énergie de couplage supérieure à l’état avec T =1 
(voir nota p. 549). 

On et à ‘aussi formuler certaines règles sur les spins des états 
fondamentaux des noyaux. Ces règles déterminent le mode d'’ad- 
dition des moments j des divers nucléons en spin total du noyau. 
Elles sont l'expression de la tendance des protons et des neutrons 
se trouvant dans le noyau dans des états identiques à former des 
couples (pp et nn) avec des moments mutuellement opposés (l'é- 
nergie de couplage de ce genre est de l’ordre de 1 ou 2 MeV). 

Ce phénomène a, par exemple, pour résultat que si le noyau 
contient un nombre pair de protons et un nombre pair de neutrons 
(noyaux pairs-pairs), alors les moments de tous les nucléons se 
PE Sr deux à deux, de sorte que le moment total du noyau 
est nul. 

Si le noyau contient un nombre impair de protons ou de 
neutrons, et si tous les nucléons en sus des nucléons des couches 
complètes se trouvent dans des états identiques, d'ordinaire le moment 
total du noyau coïncide avec le moment d’un des nucléons, comme 
si, à l'issue de la formation de toutes les paires possibles de 
protons et de neutrons, il ne restait qu'un seul nucléon à moment 
non compensé (les moments totaux des couches complètes sont 
automatiquement nuls). 

En ce qui concerne des noyaux impairs-impairs (Z et N im- 
pairs), il n'existe pas une règle tant soit peu générale déterminant 
le spin de l’état fondamental. 

L'examen du mode concret d'occupation des couches dans les 
noyaux exigerait une analyse détaillée des données expérimentales 
existantes et sort du cadre de ce livre. Nous nous bornerons à 
quelques ultimes indications générales. 

Etudiant les propriétés des atomes, nous avons vu que les états 
électroniques dans les atomes pouvaient être divisés en groupes 
tels que l'énergie de couplage de l’électron tombe lors du rem- 
plissage de chacun de ces groupes et du passage au suivant. Une 
situation analogue se présente pour les noyaux, les états nucléo- 
niques se répartissant suivant les groupes: 


1Siys 2 nucléons 
Par lPasa 6 » 

durs» 1dsyss 217 12 » 

lfa/as 2Pars lfs/s 2Pi/s 1So/s 30 » (118,8) 
2dsyss 1Basss hausses days, 3Says 32 » 

2Fapas Lhoyss lasse, 2foyss BPajss Pays 44 » 
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Le nombre total de vacances protoniques ou neutroniques est in- 
diqué pour chaque groupe. Conformément à ces nombres, le rem- 
plissage de l’un quelconque de ces groupes s'achève lorsque le 
nombre total de protons Z ou de neutrons N dans le noyau est 
égal à l’un des nombres suivants: 


2, 8, 20, 50, 82, 126. 


On appelle ces nombres magiques. 

Particulièrement stables sont les noyaux doublement magiques, 
où Z aussi bien que N sont des nombres magiques. En comparai- 
son des noyaux voisins, ils sont doués d'’affinité anomalement 
petite envers un nucléon encore et leurs premiers niveaux excités 
sont anomalement élevés *. 

Les divers états dans chacun des groupes (118,8) sont énumérés 
approximativement dans l’ordre de leur occupation successive dans 
la série des noyaux. Mais, en réalité, des irrégularités considérables 
se présentent au cours de cette occupation. Il est aussi à noter 
que, dans les noyaux lourds (éloignés des noyaux magiques) les 
distances entre divers états peuvent éventuellement être compa- 
rables à l’eénergie d'accouplement »; dans ces conditions, la notion 
elle-même d'états individuels des composantes du couple perd son 
sens dans une large mesure. 

Faisons quelques remarques à propos du calcul du moment 
magnétique du noyau dans le modèle en couches. Parlant du 
moment magnétique du noyau, nous avons naturellement en vue 
le moment magnétique moyen sur le mouvement des particules 
dans le noyau. Ce moment magnétique moyen pu est, évidemment, 
dirigé suivant le spin du noyau J, la seule direction distinguée 
dans le noyau; son opérateur est donc 


U= gd, (118,9) 
mo étant le magnéton nucléaire, et g le facteur gyromagnétique. 
La valeur propre de la projection de ce moment est up, =pgMy. 
D'ordinaire [cf. (111,1)], on entend par moment magnétique p 
du noyau tout simplement la valeur maximum de sa projection, 
à savoir p—pgJ ; ceci posé, 


rETE (118,10) 


1 Les états 1Fys avec leurs 8 vacances sont parfois distingués dans un 
groupe à part conformément au fait que le nombre 28 a en quelque sorte lui 
aussi les propriétés de nombres magiques. 

* Tels sont £Hes, 5 Os, 20Ca%0r *92Pb26 : le noyau ‘He est inapte à s'ap- 
proprier encore un nucléon. 
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Le moment magnétique du noyau est composé par les moments 
magnétiques des nucléons en marge des couches complètes, les 
moments des nucléons dans les couches complètes se neutralisant. 
Chaque nucléon crée dans le noyau un moment magnétique qui est 
constitué par deux parties, qui sont la partie de spin et (dans le 
cas du proton) la partie orbitale; il est donc représenté par la 
somme . x 

gs + gl. 
(Nous omettons ici et dans la suite le facteur pu, étant entendu, 
comme d'usage, que les moments magnétiques sont mesurés dans 
les unités du magnéton nucléaire.) Les facteurs gyromagnétiques 
d'orbite et de spin valent: g,=1, g,—5,585 pour le proton et 
&=0, g:= —3,826 pour le neutron. 

Après médiation sur le mouvement du nucléon dans le noyau, 
son mouvement devient proportionnel à j; l’écrivant sous la forme 
gji, il vient: 


gestes (a+e)i++ (ae) Î—S). 


Multipliant cette égalité de part et d'autre par j=Î+5 et passant 
aux valeurs propres, il vient; 


Le 1 Las 
giG+ Des @+e)iG ++ (ee) (+ D—s(s+ D), 
et posant ici s—1/2, j =l+ 1/2, on trouve: 


g=& + ESS pour j=l+ 1/2. (118,11) 


Tenant compte des valeurs des moments gyromagnétiques indiquées 
ci-dessus, on en déduit pour le moment magnétique du proton 
B, = &ji: 


2,29 \. Lit 
p=(1—< ji pour j—=1—1/2, (8,19 
u)= j +2,29 pour j=l+ 1/2, 
et pour le moment magnétique du neutron: 
u,= ll; pour j=1—1/2 
Fe ; (118,13) 


u,=—1,91 pour j=!+1/2 
(T. Schmidt, 1937). 


Si un seul nucléon reste en marge des couches complètes, les 
formules (118,12) ou (118,13) donnent directement le moment ma- 
gnétique du noyau. Dans le cas de deux nucléons, l'addition de 
leurs moments magnétiques s'effectue aussi élémentairement (voir 
prob. 1). Si l’on a plus de deux nucléons, on devra prendre la 
moyenne du moment magnétique à l’aide de la fonction d'onde 
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du système convenablement formée à partir des fonctions d'onde 
des divers nucléons. Connaissant la configuration nucléonique et 
l'état du noyau tout entier, ceci peut être fait univoquement dans 
les cas où il ne peut correspondre à la configuration donnée qu'un 
seul état du système avec des valeurs données de J et T (voir, 
par exemple, prob. 3); dans le cas contraire, l’état du noyau est 
un mélange de plusieurs états indépendants (avec les mêmes J et 
T) et, en général, les coefficients de la combinaison linéaire défi- 
nissant la fonction d'onde du noyau restent inconnus. 
Indiquons enfin que la présence du couplage spin-orbite des 
nucléons dans le noyau entraîne l'apparition chez les protons dans 
le noyau d’un certain moment magnétique supplémentaire [par 
rapport à (118,9)] (M. Gôppert-Mayer et J. H. Jensen, 1952). 
Le fait est que, l'opérateur d’interaction dépendant explicitement 
de la vitesse de la particule, le passage au cas où l’on a un champ 
extérieur s'effectue en remplaçant l'opérateur d’impulsion comme 


suit : p—p—<+A. Effectuant cette substitution dans (118,3) 


et utilisant l'expression (111,7) du potentiel vecteur, on trouve 
qu'il apparaît dans l’hamiltonien du proton un terme supplémen- 
taire : 


PO (nX AS = (7) SE rX(H x n)-8= f (7) rx (EX N)-H. 


Un tel terme équivaut à l'apparition d'un moment magnétique 
supplémentaire d’opérateur 


Bsuppl = 2 lrxExn) = — ri (r) {$— (Sn) n$. (118,14) 


Problèmes 


1. Déterminer le moment magnétique d'un système de deux nucléons (de 
moment mécanique total J—j;+]j:) en l'exprimant en fonction des moments 
magnétiques pu, et Le de chacun des nucléons. 

i S s. ution. D'une manière analogue à la déduction de la formule (118,11), 
vient : 


BH 1/1, Bb L{Hi_H\G=i) Üitistl) 
F=r(i+h)+s(h 2 )d FUN 


2. Trouver les états possibles d’un système de trois nucléons de moments 
Î1=3/2 (et de mêmes nombres quantiques principaux). 

Solution. Nous procéderons comme au 6 67 lors de la déduction des 
états possibles d’un système d'électrons équivalents. Chaque nucléon peut se 


1 Notons, toutefois, que la précision du schéma € à une particule» du cal- 
cul des moments magnétiques des noyaux n'est pas grande. Les couples de 
valeurs (118,12) et (118,13) sont plutôt des bornes supérieure et inférieure que 
des valeurs exactes des moments. 
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trouver dans un des huit états avec les couples de valeurs suivants des nom- 
(bres (m;, Ty): 
(3/2, 1/2), (1/2, 1/2), (—1/2, 1/2), (—3/2. 1/2), 
(3/2, —1/2), (1/2, —1/2), (—1/2, —1/2), (—3/2, —1/2). 


Faisant des combinaisons de trois états différents, on trouve les couples de 
valeurs suivants (M7, Ty) pour le système de trois nucléons : 


(7/2, 1/2), 2(5/2, 1/2), (3/2, 3/2), 4(3/2, 1,2), (1/2, 3/2), 5(1/2, 1/2) 
(le chiffre devant la parenthèse indique le nombre d'états correspondants ; on 


peut ne pas écrire les états avec des valeurs négatives de M,, T}). Il leur cor- 
respond des états du système avec les valeurs suivantes des nombres (J, T): 


(7/2, 1/2), (5/2, 1/2), (3/2, 3/2), (3/2, 1/2), (1/2, 1/2). 
3. Déterminer le moment magnétique de l'état fondamental de la configu- 
ration de deux neutrons et d’un proton dans les états p,,, (avec les mêmes n) 
compte tenu de l’invariance isotopique 1. 


Solution. L'état fondamental d'une telle configuration a son J =3/2, 
ee rl E la règle mentionnée dans le texte, son isospin est minimum: 

=|Tel=1/2. 

Déferminons la fonction d'onde du système correspondant à la plus grande 
valeur My—3/2. Cette valeur de M, peut être réalisée (compte tenu des exi- 
gences du principe de Pauli pour deux nucléons identiques) par les triplets de 
valeurs de m, correspondant aux nucléons p, n, n: 


(3/2, 3/2, —3/2), (3/2, 1/2, —1/2), (1/2, 3/2, —1/2), (—1/2, 3/2, 1/2). 


Ceci étant, la fonction d'onde cherchée Ÿrre est une combinaison linéaire de 
la forme 
Pa a=a[piattiadn a] +6 [nav ra] + 
+efoiavran]+a[e tr ea] 
le crochet [...] désignant un produit antisymétrique normé (c'est-à-dire un 


déterminant de la forme (61,5)) des fonctions d'onde individuelles val des 


nucléons. 
La fonction (1) doit s’annuler sous l’action des opérateurs 


3 3 
= io et J,= jo 
é=1 és 
(cf. prob. du & 67). Les opérateurs T0 transforment la fonction protonique du 
i-ième nucléon en fonction neutronique (et annulent la fonction neutronique). 


Aussi est-il facile de voir que l'opérateur T - transforme le premier terme dans 
(1) en un déterminant avec deux lignes identiques, c'est-à-dire l’annule, et les 
déterminants représentés par les trois autres termes deviennent identiques ; il 
en résulte la condition 

b+c+d=0. 


! Une telle configuration [outre la couche complète (1s,,,)*] est celle du 
noyau ‘Li. 
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Puis, on a {en vertu de (27,12)] pour un nucléon individuel de moment j=3/2 
et de valeurs différentes de m,: 


4vp°/1=0, fev/?= V 3%", Jap 4/3 2p 1/3, RES 31/1. 


On en déduit facilement que, agissant sur la fonction (1) avec l'opérateur J,, 
on obtient 


Jus ia VS(+b—o [Navi At ral + 
+2ç6—d)[v7/2,vt/1012, 


(le changement du signe de certains termes est dû à l'échange des lignes du 
déterminant). La condition de nullité de cette expression donne 
a+b—c=0, c—d—=0. 


Les relations déduites donnent avec la condition de normalisation de la fonc- 
tion (1): 


Tenant compte que la valeur moyenne de la projection du moment magné- 
tique du proton (ou du neutron) dans un état à m, donné est u,m,/j (ou u,m,/j), 
on trouve que la valeur moyenne du moment du système calculée à l’aide de la 
fonction d'onde (1) est égale à 


— _9 4 1/1 2 
U=br= 5 bp His Up + TE (zut pa )+ 


4 1 
+7 ( — 5e +3 bn )= US +2). 


D'après les formules (118,12), (118,13) on trouve que pour un nucléon dans 
l'état PyysMn= — 1,91, h,=3,79.. En définitive, p —3,08. 

4. Déterminer le moment magnétique d'un noyau où tous les nucléons 
extérieurs aux couches pleines se trouvent dans des états identiques, le nombre 
des protons étant aussi celui des neutrons. 

Solution. Comme pour N=Z la projection de l'isospin Tp=0, les 
éléments matriciels diagonaux n'existent que pour la partie scalaire isotopique 


de l'opérateur 
= >», Enln + D Epp 
n p 


(voir la fin du 6 116). Mettant cette partie en évidence en accord avec la 
formule (116,5), on trouve qu'elle est égale à 


7 En+8s) >, = (en +8). 
np 


Donc, le moment magnétique moyen total du noyau vaut 1/,(g, +8) J. 

5. Calculer le moment magnétique supplémentaire d’un nucléon de moment 
mécanique j en l'exprimant à l'aide de la désintégration spin-orbite (118,6) 
(M. Gôppert-Mayer et J. H. Jensen, 1952). 

Solution. On prend la moyenne de la partie angulaire de l'opérateur 


(118,14) [l'expression entre accolades dans (118,14), que nous noterons 6] d'après 
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la formule déduite au problème du $ 29, ce qui donne: 


ni. CNENTCEETEN 

_—(s PR no an nt 9 
ss (nn sr BITES) (2) 
Par ailleurs, après médiation complète sur le mouvement du nucléon, 


= 


la valeur moyenne de © ne peut être dirigée que suivant j: G=à4j; d'où 


a=(of)/j®. Projetant le vecteur (2) sur j [on tiendra compte que ÿ commute 


avec (Îs)] et passant aux valeurs propres de Is, F2, etc., on obtient, après un 
calcul simple, l'expression suivante pour le moment magnétique supplémentaire 
du nucléon (dans les unités du magnéton nucléaire) : 


3 


(m, est la masse du nucléon, R le rayon du noyau; prenant la moyenne de r°f, 
le facteur r? a été remplacé par R2, vu que f(r) décroît rapidement vers 


l'intérieur du noyau). La valeur moyenne f dans (3) peut être exprimée à l'aide 
de la désintégration spin-orbite en accord avec (118,6). 


$ 119. Noyaux asphériques 


Un système de particules se mouvant dans un champ à symétrie 
sphérique ne saurait avoir de spectre rotatoire des énergies; en 
mécanique quantique, la notion de rotation pour un tel système 
n'a absolument aucun sens. Ceci concerne également le modéle en 
couches du noyau à champ self-consistent à symétrie sphérique que 
nous avons envisagé au paragraphe précédent. 

La division de l'énergie en parties interne et rotatoire en mé:- 
canique quantique n'a pas un sens précis. Elle ne peut avoir qu’un 
caractère approché et n’est possible que dans les cas où, pour telle 
ou telle raison physique, on peut, avec une bonne approximation, 
assimiler le système à un ensemble de particules se mouvant dans 
un champ donné non doué de symétrie sphérique. La structure 
rotatoire des niveaux apparaît alors comme le résultat de la prise 
en considération de la possibilité de la rotation du champ en question 
par rapport à un référentiel fixe. Ce cas s’est présenté lorsque nous 
envisagions des molécules dont les termes électroniques pouvaient 
être déterminés en tant que niveaux d'énergie du système d'électrons 
se mouvant dans le champ donné des noyaux fixes. 

L'expérience prouve que la plupart des noyaux ne possèdent 
effectivement pas de structure rotatoire. Cela signifie que le champ 
self-consistent à symétrie sphérique est une bonne approximation 
pour ces noyaux, c’est-à-dire que, aux fluctuations quantiques près, 
ils sont sphériques. 

Il existe, cependant, une catégorie de noyaux doués de spectre 
énergétique du type rotatoire (tels sont les noyaux de poids atomi- 
ques approximatifs 150 < À < 190 et À > 220). Cette propriété 
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des noyaux signifie que l’approximation du champ self-consistent 
à symétrie sphérique ne saurait d'aucune manière leur convenir. 
On doit, en principe, chercher le champ self-consistent pour ces 
noyaux sans hypothèses préalables, quelles qu'elles soient, sur le 
caractère de sa symétrie, afin que la forme du noyau puisse aussi 
être déterminée d'une manière «self-consistent ». L'expérience prouve 
que le modèle approprié des noyaux de cette catégorie est un champ 
self-consistent possédant un axe de symétrie et un plan de symétrie 
perpendiculaire à cet axe (symétrie de l’ellipsoïde de révolution). 
La notion de noyaux asphériques a été étudiée à fond dans les 
travaux de À. Bohr et B. R. Mottelson (1952-1953). 

Insistons sur le fait que nous avons affaire à deux catégories 
qualitativement différentes de noyaux. L'expression en est, notam- 
ment, que les noyaux sont soit sphériques, soit asphériques, avec 
une «asphéricité» nullement négligeable. 

L'apparition de l’asphéricité est favorisée par la présence dans 
le noyau de couches incomplètes; alors, il est aussi vraisemblable 
que le phénomène d’accouplement des nucléons joue en l’occurrence 
un rôle majeur. Par contre, la saturation des couches favorise la 
sphéricité du noyau. Le noyau doublement magique *#£%Pb est 
caractéristique en ce sens; en raison de la saturation accusée de sa 
configuration nucléonique, ce noyau (ainsi que ses voisins) est 
sphérique, ce qui aboutit à l'apparition d’une discontinuité dans 
la suite des noyaux lourds asphériques. 

Les niveaux d'énergie d’un noyau asphérique se représentent 
par une somme de deux parties: des niveaux du noyau «fixe» et 
de l’énergie de sa rotation comme un tout. Les intervalles de la 
structure rotatoire des niveaux des noyaux pairs-pairs sont alors 
petits en comparaison des distances entre les niveaux du noyau 
«fixe». 

La classification des niveaux d’un noyau asphérique est en beau- 
coup analogue à la classification des niveaux d’une molécule diato- 
mique (constituée par deux atomes identiques), la symétrie du champ 
où évoluent les particules (nucléons ou électrons) étant la même 
dans les deux cas. Ceci nous permettra d'utiliser directement un 
certain nombre de résultats du chap. XI!. 

Arrétons-nous d’abord à la classification des états d’un noyau 
«fixe». Dans un champ à symétrie axiale seule est conservée la 
projection du moment sur l’axe de symétrie. C’est pourquoi chaque 
état du noyau est caractérisé en premier lieu par la grandeur © de 


1 Soulignons qu'il s'agit de l’analogie avec la classification des niveaux de 
la molécule diatomique et non de la toupie symétrique. Pour un système de 
particules en mouvement dans un champ à symétrie axiale, la notion de rotation 
autour de l'axe du champ n'a pas de sens, tout comme n’a pas de sens la notion 
de rotation autour d'un axe quelconque pour un système dans un champ central 
symétrique. 
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la projection de son moment total’, pouvant avoir des valeurs aussi 
bien entières que demi-entières. Suivant le comportement de la 
fonction d'onde dans le changement du signe des coordonnées de tous 
les nucléons (relativement au centre du noyau), les niveaux se 
divisent en niveaux pairs (g) et impairs (u). 

En outre, lorsque Q —0, on distingue encore des états positifs 
et des états négatifs, suivant le comportement de la fonction d'onde 
dans la réflexion dans un plan passant par l’axe du noyau (cf. $ 78). 

Les états fondamentaux des noyaux asphériques pairs-pairs sont 
les états 07 (le chiffre indique la valeur de Q) correspondant à un 
moment nul et à la plus haute symétrie de la fonction d'onde; 
cette circonstance résulte de l’accouplement de tous les neutrons 
et de tous les protons. Mais si le noyau contient ün nombre impair 
de protons ou de neutrons, ou pourra y considérer un état de nucléon 
c<impair » dans le champ self-consistent du «reste» pair-pair du 
noyau. 

Alors la valeur de Q est déterminée par la projection © du 
moment de ce nucléon. De même, dans un noyau impair-impair, 
la valeur de Q est donnée par les projections des moments du 
neutron impair et du proton impair (Q=]|0,+o,|). 

Il convient dans le même temps de souligner qu’on ne saurait 
parler de valeurs déterminées des projections du moment orbital et 
du spin du nucléon. Le fait est que, bien que le couplage spin-orbite 
du nucléon soit faible en comparaison de son énergie d'interaction 
avec le champ self-consistent du reste du noyau, il n’est pas faible 
en comparaison des distances entre niveaux d'énergie voisins du 
nucléon dans ce champ; or, c’est précisément cette condition qu'il 
faudrait pour l'application d'une théorie des perturbations permet- 
tant, avec une bonne approximation, de considérer séparément 
le moment orbital et le spin du nucléon*?. 

Venons-en à la structure rotatoire des niveaux d’un noyau 
asphérique. Les intervalles de cette structure sont petits en compa- 
raison de l'interaction spin-orbite des nucléons dans le noyau ; une 
telle situation correspond au cas a de la théorie des molécules diato- 
miques ($ 83). 

Il est bien entendu que le moment total du noyau tournant J 
se conserve. Pour Q donné, sa grandeur J parcourt les valeurs à 
partir de Q: 


J=R, Q+I, R +92, … (119,1) 


U Par définition Q=>0 (comme pour la positivité du nombre quantique A 
dans les molécules diatomiques). Rappelons que les valeurs négatives de Q dans 
le cas des molécules SR devaient leur apparition au fait que Q était 
défini comme la somme A<+2, Z pouvant être (en fonction des directions rela- 
tives du moment orbital et du spin) aussi bien positif que négatif. 

3 Néanmoins, il est apparu possible de déterminer { dans les noyaux sphériques 
par suite de l'application simultanée de la conservation de la parité et du moment. 
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[cf. (83,2)]. Une restriction supplémentaire des valeurs possibles 
de J s'impose pour les noyaux Q—0: dans les états 07 et 07 le 
nombre J ne parcourt que les valeurs paires, et seulement les va- 
leurs impaires dans les états 07 et 0f (voir $ 86). En particulier, 
dans les niveaux rotatoires du terme fondamental des noyaux 
pairs-pairs (0%) le nombre J parcourt les valeurs 0, 2, 4, ... 
L'énergie rotatoire d’un noyau est donnée par la formule 


En= (J+D, (119,2) 


1 étant le moment d'inertie du noyau (par rapport à un axe perpen- 
diculaire à son axe de symétrie); cette formule correspond à une 
expression analogue de la théorie des molécules diatomiques [le terme 
dépendant de J dans (83,6)]. Au niveau le plus bas correspond 
la plus petite valeur possible de J, savoir J =Q. 

En raison de (119,2), la structure rotatoire des niveaux est 
caractérisée par certaines règles sur les intervalles, indépendantes 
(pour @ donné) des autres caractéristiques du niveau. Ainsi, les 
composantes de la structure rotatoire du terme fondamental d’un 
noyau pair-pair (avec J —2, 4, 6, 8, ...) sont à des distances du 
niveau le plus profond (J =0) dans les rapports: 1:3,3:7:12... 

Toutefois, la formule (119,2) est insuffisante pour les états 
avec Q = 1/2, pouvant se présenter chez les noyaux à nombre impair 
de nucléons. L'énergie reçoit alors une contribution, comparable 
à (119,2), provenant de l’interaction du nucléon impair avec le champ 
centrifuge du noyau tournant. On peut déduire comme suit sa dé- 
pendance de J. 

Comme on le sait de la mécanique (voir 1 $ 39) l'énergie d'une 
particule dans un référentiel tournant contient un terme supplé- 
mentaire égal au produit de la vitesse angulaire de la rotation par 
le moment cinétique de la particule. Le terme correspondant dans 
l'hamiltonien du noyau peut être mis sous la forme 2bKo, b étant 
une certaine constante, K le moment de rotation du reste du noyau 
(du noyau privé du dernier nucléon), et & le moment du nucléon; 
ce dernier doit être compris ici d’une manière purement formelle 
(en réalité, le vecteur moment du nucléon dans le champ axial du 
noyau n'existe pas), comme un opérateur analogue à l'opérateur 
du spin 1/2 donnant les transitions entre les états de valeurs de la 
projection du moment —+1/2, en accord avec la valeur Q = 1/21. 


1 La particularité du cas Q= 1/2 réside précisément dans l'existence des 
éléments matriciels de la perturbation de l'énergie pour les transitions entre 
états se distinguant seulement par le signe de la projection du moment, et con- 
cernant donc une même énergie. Ceci fait apparaître un déplacement de l'éner- 
gie déjà au premier ordre de la théorie des perturbations. 

Le phénomène envisagé est analogue au dédoublement A des niveaux d'une 
molécule diatomique avec Q — 1/2 ($ 88). 


$119] NOYAUX ASPHÉRIQUES 567 
Comme K—J—0, les valeurs propres de cet opérateur sont : 
DK o = b [4 G+D—K(K+1)—F]. 


Ajoutant à cette dernière pour la commodité la constante b/2 indé- 
pendante de J, on trouve que cette quantité est égale à +b (J + 1,2) 
pour J=K+1/2. 

Cette expression peut s’écrire sous la forme (—1)/-1/3b(J + 1/2), 
si l’on tient compte que le moment ÆX du reste (qui est un noyau 
pair-pair) est un nombre pair. On obtient ainsi finalement l’expres- 
sion suivante de l'énergie rotatoire d’un noyau avec Q — 1/2: 


En I (+ 04-0364 12) (193 


(A. Bohr, B. R. Mottelson, 1953). Notons que si la constante b est 
positive et suffisamment grande, le niveau avec J —3/2 peut se 
retrouver au-dessous du niveau avec J — 1/2, c'est-à-dire que l'ordre 
normal des niveaux rotatoires, le niveau le plus bas correspondant 
à la plus petite valeur possible de J, peut être altéré. 

Le moment d'inertie d’un noyau asphérique ne saurait être 
calculé en tant que moment d'inertie d'un corps solide de forme 
donnée. Un tel calcul ne serait possible que si les nucléons évoluant 
dans le champ self-consistent du noyau pouvaient être considérés 
comme n’interagissant pas directement. Mais en réalité le phéno- 
mène d’accouplement aboutit à la diminution du moment d'inertie 
en comparaison de la valeur correspondant au solide. 

Le moment magnétique d’un noyau asphérique est constitué 
par le moment magnétique du noyau «fixe» et par le moment 
résultant de la rotation du noyau. Le premier est dirigé (après mé- 
diation sur le mouvement des nucléons dans le noyau) suivant 
l’axe du noyau; désignant la grandeur de ce moment par pu’ et le 
vecteur unité porté par l’axe du noyau par n, nous l’écrirons sous 
la forme p’n. Quant au moment magnétique dû à la rotation, il est 
dirigé (après la même médiation) suivant le vecteur J—Qn, mo- 
ment mécanique total du noyau moins le moment des nucléons 
dans le «noyau fixe»t. Ainsi, 


p=pn+g,(J—Qn). (119,4) 


Ici g, est le facteur gyromagnétique de la rotation du noyau. Les 
protons étant seuls à contribuer au moment magnétique lors de la 
rotation, on a 
lo 
&= TT (119,5) 


1 Une telle transcription ne convient que pour Q # 1/2 (voir prob. 2). 
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1, et 1, étant la partie neutronique et la partie protonique du 
moment d'inertie du noyau (pour un système de protons seuls on 
aurait simplement g,= 1). Le rapport (119,5) ne coïncide pas, en 
général, avec le rapport Z/A du nombre de protons à la masse 
totale du noyau. 

La moyenne du moment magnétique sur la rotation du noyau 
est dirigée suivant le vecteur conservatif J: 


nb i(p—Qg)n+gi. 


Comme d'habitude, nous multiplierons cette égalité de part et 


d'autre par À et passerons aux valeurs propres. Dans l'état fonda- 
mental du noyau Q —J, et on trouve finalement : 


= (+8) (119,6) 


Problèmes 


1. Exprimer le moment quadrupolaire Q d'un noyau tournant en fonction 
du moment quadrupolaire QQ, par rapport à un référentiel attaché au noyau 
(A. Bohr, 1951). 


Solution. L'opérateur du tenseur moment quadrupolaire du noyau tour- 
nant s'exprime au moven de Q, par 


3 1 
Qi = 3 Q (rs F3 5) ; 


ceci est un tenseur symétrique, de trace nulle, formé avec les composantes du 
vecteur unité n porté par l'axe du noyau, avec Q,,=— Q5. On prend la moyenne 
sur l'état rotatoire du noyau d'une manière analogue à la solution du problème 
du $ 29 (avec la seule différence que n;J/;=@ et non 0)et aboutit à une expres- 
sion de la forme (75,2) avec 

3Q1—J(J+1) 

(23+3)(7+1) 


Pour l'état fondamental du noyau avec Q—J on obtient : 


: (2/—1)J 
=dar5e+0 
Lorsque J croît, le rapport Q/Q, tend vers 1, mais assez lentement. 
2. Déterminer le moment magnétique dans l'état fondamental du noyau 
avec Q = 1/2. 
Solution. Dans ce cas. l'opérateur du moment magnétique peut s'écrire 
à l'aide de l'opérateur © introduit dans le texte sous la forme : 


B—p'o+g,k, R—=I—0. 
Puis on continue le calcul comme dans le texte. Si à l'état fondamental du noyau 


correspond la valeur J—1/2 (alors que K=—/—1/2=—0), on obtient =. 
Mason dans l'état fondamental J/—3/2 (alors que K—J+1/2—2), on a 


Q=@% 
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3. Déterminer l'énergie de quelques-uns des premiers niveaux de la structure 
rotatoire de l'état fondamental d’un noyau pair-pair ayant la symétrie de l'ellip- 
soïde à trois axes. 

Solution. A l'état fondamental du noyau pair-pair correspond la fonction 
d'onde la plus symétrique du noyau cfixe», c'est-à-dire une fonction dont la 
symétrie correspond à la représentation À du groupe D,. Aussi a-t-on en tout 
J/2+1 (pour J pair) ou (/—1)/2 (pour J impair) niveaux distincts pour une 
valeur donnée de J. Pour ÿ—2, ils sont déterminés par la formule (7) déduite 
dans les problèmes du $ 103, et par la formule (8) pour J =3. 


$ 120. Déplacement isotopique 


Les propriétés spécifiques du noyau (masse finie, dimensions, 
spin) qui le distinguent du centre ponctuel fixe du champ coulom- 
bien exercent une certaine influence sur les niveaux électroniques 
de l'énergie de l’atome. 

Un des effets de ce genre est ce qu’on appelle déplacement 
isotopique des niveaux, qui est la variation de l'énergie du niveau 
au passage d’un isotope d'un élément à un autre. Mais, en fait, ce 
n'est pas tant la variation de l’énergie d’un niveau que celle de la 
différence de deux niveaux, observée sous forme de raie spectrale, 
qui présente de l'intérêt. Dès lors, on considérera pratiquement 
non pas l'énergie de toute la couche électronique de l'atome, mais 
seule sa partie qui est liée à l’électron participant à la transition 
spectrale envisagée. 

Dans les atomes légers la principale source du déplacement 
isotopique est l’effet de finitude de la masse du noyau. La prise 
en considération du mouvement du noyau fait apparaître dans 
l'hamiltonien de l’atome le terme 


(F4) 


M étant la masse du noyau, et les p, les impulsions des électrons. 
Ceci étant, le déplacement isotopique dû à l’effet en question se 
trouve comme la valeur moyenne 


calculée d’après la fonction d'onde de l’état donné de l’atome 
(M,, M, sont les masses des noyaux des isotopes). 


1 Dans le système du centre d'inertie de l'atome la somme des impulsions 


du noyau et des électrons est nulle : Paoy+ D pi=0. Il en résulte pour leur 
énergie cinétique totale 


2 
ar Em (De) +or Dot 
4 € 
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Dans les atomes lourds, la principale contribution au déplace- 
ment isotopique provient de ce que le noyau est étendu. Cet effet 
n'est pratiquement notable que pour les niveaux d’un électron 
périphérique dans l'état s, car la fonction d'onde de l’état s (à l'en- 
contre des fonctions d'onde des états avec /Æ0) ne s'annule pas 
lorsque r — 0, ce qui fait que la probabilité de présence de l’électron 
dans le «volume du noyau» est relativement grande. Calculons 
le déplacement isotopique pour ce cas. 

Soit p(r) le potentiel électrostatique réel du champ du noyau, 
contrairement au potentiel Ze/r du champ coulombien de la charge 
ponctuelle Ze. Alors la variation de l'énergie de l’électron en compa- 
raison de sa valeur dans le champ purement coulombien Ze/r est 
donnée par l'intégrale 


AE=—e( (o—#)+ (r)d, (120,2) 


p(r) étant la fonction d'onde de l'électron (dans l’état s cette 
fonction est à symétrie sphérique et réelle). Bien que l'intégration 
s'étende formellement à tout l'espace, en réalité, la différence 
œ—Ze/r sous le signe somme n’est non nulle que dans le volume 
du noyau. Par ailleurs, la fonction d’onde de l'état s tend, lorsque 
r—-0, vers une limite constante (voir $ 32), virtuellement atteinte 
au sortir du noyau. En conséquence, on peut sortir #* de sous le 
signe d'intégration et le remplacer par sa valeur au point r —0 
calculée pour le champ coulombien de la charge ponctuelle. 

Pour la transformation ultérieure de l'intégrale, nous utilise- 
rons l'identité Ar:—6 et nous recopierons (120,2) sous la forme 


1 Ze 
AE=— + e$t ©) [(r—Æ) Art.dV = 
1 Ze 
(transformant l'intégrale de volume, on a tenu compte du fait 
que l'intégrale sur la surface à l'infini qui apparaît est nulle). 


Or A = —Anô (r), et r*ô(r)—0 pour tous les r. On sait aussi 


que, d'après l'équation électrostatique de Poisson, Ap=—4xp, 
où p est en l'occurrence la densité de la distribution de la charge 
électrique dans le noyau. Il vient finalement : 


AE = 4 (0) es, (120,3) 
1 Le calcul qui suit, qui ne tient pas compte des effets relativistes dans le 


mouvement de l'électron au voisinage du noyau, n'est valable que sous la 
condition Ze/hc € 1. 
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où 


est le carré moyen du rayon protonique du noyau (pour une distri- 
bution homogène des protons dans le noyau, on aurait r?—3R!/5, 
R étant le rayon géométrique du noyau). Le déplacement isoto- 
pique du niveau est déterminé par la différence des expressions 
(120,3) pour les deux isotopes. 

Nous avons évalué au $ 71 la quantité 1p(0) et établi qu'elle 
dépend du numéro atomique (supposé grand) comme V/Z. Il en ré- 
sulte que la valeur de la désintégration (120,3) est proportion- 
nelle à R2Z1. 


$ 121. Structure hyperfine des niveaux atomiques 


Un autre effet atomique dû aux propriétés spécifiques du noyau 
est la désintégration des niveaux atomiques de l'énergie par suite 
de l’interaction des électrons avec le spin du noyau. On l'appelle 
structure hyperfine des niveaux. Cette interaction étant faible, les 
intervalles de ladite structure sont très petits, voire même en com- 
paraison des intervalles de la structure fine. Aussi la structure 
hyperfine doit être examinée séparément pour chacune des com- 
posantes de la structure fine. 

Selon l'usage en spectroscopie atomique, nous désignerons dans 
ce paragraphe le spin du noyau par i, conservant la notation J 
du moment total de la couche électronique de l'atome. Nous dési- 
gnerons le moment total de l'atome (y compris le noyau) par F— 
= J+i. Chaque composante de la structure hyperfine est caracté- 
risée par une valeur déterminée de ce moment. En vertu des 
règles générales d’addition des moments, le nombre quantique F 
prend les valeurs: 


F=J+i, J+i—1,..., |[J—il, (121,1) 


de sorte qu'en tout chaque niveau correspondant à J donné se 
scinde en 2i+1 (si i<J) ou en 2J+1 (si i > J) composantes. 

Les distances moyennes 7 des électrons dans l’atome étant 
grandes en comparaison du rayon R du noyau, le principal rôle 
dans la désintégration hyperfine incombe à l'interaction des élec- 
trons avec les moments multipolaires du noyau les plus bas. Tels 
sont les moments magnétique dipolaire et électrique quadrupolaire 
(le moment dipolaire moyen est nul, voir $ 75). 

Le moment magnétique du noyau a pour ordre de grandeur 
Unoy 7 ERUnoy/C, OÙ Vnoy représente les vitesses des nucléons dans le 
noyau. Son énergie d'interaction avec le moment magnétique de 
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l'électron (ua — eñi/mc) est de l'ordre de grandeur 


Hnoylei 


2h 
er. (121,2) 


F 

Le moment quadrupolaire du noyau Q —eR*; l'énergie d'in- 
teraction du champ qu'il crée avec la charge de l'électron est de 
l'ordre de grandeur 

2 
See: (121,3) 

Comparant (121,2) et (121,3), on voit que l'interaction magnétique 
(et donc la désintégrätion des niveaux qu’elle provoque) est 
(Unoy/€) (h/mcR) — 15 fois plus grande que l'interaction quadrupo- 
laire; il est vrai que le rapport v,,,/c est relativement petit, mais, 
en revanche, %/mcR est grand. 

L'opérateur d'interaction magnétique des électrons avec le noyau 
a la forme 


Vu =) (121,4) 
[comme pour l'interaction spin-orbite des électrons (72,4)]. La 


dépendance par rapport à F de la désintégration des niveaux 
qu'elle provoque est donc donnée par 


SF(F+1) (121,5) 


[ef. (72,5)]. 

L'opérateur d'interaction quadrupolaire des électrons et du 
noyau se construit avec l'opérateur Q;, du tenseur du moment 
quadrupolaire de noyau et les composantes du vecteur Ï moment 
des électrons. Il est proportionnel au scalaire Q,,f,J, formé avec 
ces opérateurs, c’est-à-dire a la forme 


D fR+ BÈ EG + D 6ù] fils (121,6) 


il a été tenu compte ici du fait que Q;, s'exprime en fonction de 
l'opérateur du spin du noyau par une formule de la forme (75,2). 
Calculant les valeurs propres de l'opérateur (121,6) (en tous points 
comme lors du calcul du prob. 1, $ 84), on trouve que l'expression 
de la désintégration quadrupolaire hyperfine des niveaux en fonc- 
tion du nombre quantique F est: 


DPF + IP +R F(F+1)[1—27 (9 +1) — 2 (+ 1)]. (121,7) 


L'effet de désintégration magnétique hyperfine est particulière- 
ment notable pour les niveaux liés à un électron périphérique dans 
l’état s, la probabilité de présence d’un tel électron au voisinage 
du noyau étant relativement grande. 
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Calculons la désintégration hyperfine pour un atome contenant 
un électron périphérique dans l'état s (E. Fermi, 1930). Cet électron 
est décrit par la fonction d'onde à symétrie sphérique w(r) de 
son mouvement dans le champ self-consistent des autres électrons 
et du noyau. 

Nous chercherons l'opérateur d'interaction de l’électron et du 
noyau en tant qu'opérateur d'énergie—uH du moment magnéti- 
que du noyau = ui/i dans le champ magnétique créé (à l'ori- 
gine) par l’électron. Conformément à une formule connue en électro- 
dynamique, ce champ est 

c _1(nxi 
a=2[ dv, (121,8) 


r3 


j étant l'opérateur de la densité du courant créé par le spin élec- 
tronique en mouvement, et r=nr, le rayon vecteur mené du centre 
à l'élément dV.? On a d’après (115,4): 


Î=—Quc rot (pr5)=—2Qp,c On xs 


(u, est le magnéton de Bohr). Ecrivant dV =r?dr do et intégrant, 
on trouve : 


2 av - En - 
A=—2n, [dr [nx (mx 814024 (005 3 
Finalement, on a pour l’opérateur d'interaction : 
5 - à _ 167 22 
V;,=— pH = En pu,Ÿ?(0)is. (121,9) 


Si le moment total de l'atome J—S=—1/2, la désintégration 
hyperfine entraîne l'apparition d’un doublet (F =i + 1/2); confor- 
mément à (121,5) et (121,9), on trouve pour la distance entre les 
deux niveaux du doublet : 


Etain — Etes = pps (2i+ 1) +? (0). (121,10) 


La valeur de (0) étant proportionnelle à WZ (cf. $ 71), la 
grandeur de cette désintégration est en raison du numéro atomique. 


Problèmes 


1. Calculer la désintégration hyperfine (due à l'interaction magnétique) pour 
un atome avec, en marge des couches complètes, un électron de moment orbital 
l (E. Fermi, 1930). 


1 Le calcul qui suit impil ue la condition Ze?/hc< 1 (voir nota p. 570). 

? Ci. II $ 43, formule (43,7): notons que dans cette dernière le vecteur R 
Se dirigé en sens inverse— depuis dV vers le centre (point d'observation du 
champ). 
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Solution. Le potentiel vecteur et le champ magnétique créé par le 
moment magnétique p du noyau sont : 


A=E 2 Le ja — 9 (un) n 
r r 


(div A=0). A l’aide de ces expressions, nous écrirons l'opérateur d'interaction 
sous la forme 


Lel a5+ Le ñs =? a (Î+3(Sn)n—s$]. 


Quand on en prend la moyenne sur un état de valeur donnée de j, l'expression 
entre crochets s'oriente suivant j. Aussi peut-on écrire : 


Pay = 20e (6 D 1+ 800) 50 7: 


La valeur moyenne nnx a été calculée au prob. 2 du $ 29. En l'utilisant et 
passant aux valeurs propres, il vient : 


Quu 21(1+1)sj—6()(D 1 r-> 
T7 (D [u FT G-DE+3) ] TE DÉ 


d'où, après un calcul simple, on trouve finalement : 


 JU+D) 


où F—j+i, et j—1+1/2 On prend la moyenne de r-? relativement à la 
partie radiale de la fonction d'onde de l’électron. 

2. Déterminer l'effet Zeeman des composantes de la structure hyperfine 
d'un niveau atomique (S. À. Goudsmit, R. F. Bacher, 1930). 

Solution. Dans la formule (113,4) (nous supposons le champ si faible 
qu la désintégration qu'il provoque est petite en comparaison des intervalles 
e la structure hyperfine) la moyenne se prendra à présent non seulement sui- 
vant l'état électronique, mais encore suivant les directions du spin nucléaire. 
La première moyenne donne AE = u,g;J.H avec l'ancien g; (113,7). La deuxième 
moyenne donne, d'une manière analogue à (113,5), 


De la sorte, on trouve en définitive : 


ae part gr EEE GENE D 


$ 122. Structure hyperfine des niveaux moléculaires 


La structure hyperfine des niveaux d'énergie d’une molécule 
est de nature analogue à celle des niveaux atomiques. 

Pour la grande majorité des molécules le spin électronique total 
est nul. Le facteur fondamental de la désintégration hyperfine est 
pour ces molécules l’interaction quadrupolaire des noyaux avec les 
électrons. Alors, certes, seuls participent à l’interaction ceux des 
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noyaux dont le spin i est différent de O0 ou de 1/2, sinon leur moment 
quadrupolaire serait nul. 

Le mouvement des noyaux dans la molécule étant relativement 
lent, on prendra la moyenne de l'opérateur d'interaction quadru- 
polaire relativement à l’état de la molécule en deux fois: on prendra 
d’abord la moyenne relativement à l’état électronique en supposant 
les noyaux fixes, puis relativement à la rotation de la molécule. 

Considérons d’abord une molécule diatomique. À l'issue de la 
première moyenne, l'interaction de chaque noyau avec les électrons 
s'exprime par un opérateur proportionnel au scalaire Q n;n, formé 
à partir de l'opérateur du tenseur de moment quadrupolaire du 
noyau et du vecteur unité n de la direction de l’axe de la molécule, 
seule grandeur déterminant l'orientation de la molécule par rapport 
à la direction du spin du noyau. Tenant compte que Q,,=0, on 
peut mettre cet opérateur sous la forme: 


25 1 
bi, (rm 6x) : (122,1) 


pour une valeur donnée de la projection i; du spin du noyau sur 
l’axe de la molécule, cette quantité est égale à b us n] $ 
À l'issue de la moyenne de l'opérateur (122,1) sur la rotation 


de la molécule, il se trouve exprimé en fonction de l'opérateur K 
du moment de rotation conservatif. La moyenne du produit nn, 
se prend à l’aide de la formule déduite au problème du $ 29 (avec le 
vecteur K au lieu de 1) et il vient finalement 


CS 


— marie [Re + Raki— 5 Gnk (K+ D]. (122,2) 


Les valeurs propres de cet opérateur se trouvent de la même ma- 
nière que pour l'opérateur (121,6). 

Dans le cas d’une molécule polyatomique, au lieu de (122,1), 
on obtient, en général, un opérateur de la forme 


binirins (122,3) 
où b,;, est un tenseur de trace nulle constituant une certaine carac- 
téristique de l'état électronique de la molécule. À l'issue de la 
moyenne sur la rotation de la molécule, il se trouve exprimé en 


fonction du moment de rotation total de 14 molécule J par la for- 
mule : 


Ex =b PERRES (+1) 6e , (122,4) 
Le coefficient b peut, en principe, être exprimé en fonction des 


composantes du tenseur b;, relativement aux axes d'inertie princi- 
paux de la molécule E, n, £; ces axes étant solidaires de la molé- 
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cule, les composantes by;, ... sont pour la molécule une caracté- 
ristique inaffectée par la moyenne. Considérons à cet effet le sca- 


laire b,,J;J,. Le calcul à l’aide de (122,4) donne: 
bndilx=bJ (1 +1) [5u+05—1] (122,5) 
(le calcul est analogue à celui fait au problème du $ 29). Par ail- 


leurs, développant le produit tensoriel dans le système E, n, &, 
il vient: 


bird] à = bee JE + bnnd à + Der JE. (122,6) 
On a tenu compte ici du fait que les valeurs moyennes des pro- 
duits J&/r, ... sont nullest. Les moyennes des carrés JE, ... se 


calculent, en principe, d’après les fonctions d'onde des états rota- 


toires correspondants de la toupie. Notamment, on a simplement 
pour une toupie symétrique : 


Te, Hs UU+D-F]. 


Si les spins des noyaux sont égaux à 1/2, l'interaction quadru- 
polaire est inexistante. L'une des principales causes de la désinté- 
gration hyperfine est alors l'interaction magnétique directe des 
moments magnétiques nucléaires. L'opérateur d’interaction de deux 
moments magnétiques u, = p,l,/i,, m, =i./i, est donné par la formule 


Gr (hi —3 (in) (in)]. 


Pour le calcul de l'énergie de désintégration, il faut prendre la 
moyenne de cet opérateur sur l’état de la molécule de la manière 
décrite plus haut. 

Lorsque la molécule contient des atomes lourds, avec l’interac- 
tion directe des moments nucléaires, leur interaction indirecte par 
l’intermédiaire de la couche électronique concourt dans une mesure 
comparable à la désintégration hyperfine. Formellement, cette in- 
teraction est un effet de deuxième approximation de la théorie des 
perturbations relativement à l’interaction du spin nucléaire et des 
électrons. A l’aide des résultats du $ 121, on trouve facilement que 
le rapport de la grandeur de cet effet à l'effet d'interaction directe 
des moments nucléaires est de l'ordre de (Ze*/hc)*; pour les Z 
grands, ce rapport est comparable à l'unité. 


1 En effet, dans la représentation où la matrice de l'une des composantes 
(soit Jz) de J est diagonale, les matrices des produits Jet, Jn/r ne contien- 
nent d'éléments qu'avec variation du nombre quantique & d'une unité ; les fonc- 
tions d'onde des états stationnaires d'une toupie asymétrique contiennent des 
fonctions y, avec des valeurs de À différant d'un nombre pair (cf. $ 103). 
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Enfin, l'interaction du moment nucléaire avec la rotation de la 
molécule apporte une certaine contribution à la désintégration hy- 
perfine des niveaux moléculaires. Dans sa rotation, la molécule, 
en tant que système de charges mobiles, crée un champ magnétique ; 
ce champ peut être calculé à l’aide des formules d'électrodynamique 
connues en fonction de la densité de courant j—p@xr, p étant 
la densité des charges (des électrons et des noyaux) dans la molécule 
fixe, et Q la vitesse angulaire de sa rotation. La grandeur de la 
désintégration des niveaux s'obtient en tant qu'énergie du moment 
magnétique du noyau dans ce champ, les composantes de la vitesse 
angulaire de la molécule devant être exprimées en fonction des com- 
posantes de son moment (cf. $ 103). 


CHAPITRE XVII 
COLLISIONS ÉLASTIQUES 


$ 123. Théorie générale de la diffusion 


En mécanique classique, les collisions de deux particules sont 
complètement déterminées par leurs vitesses et leur paramètre 
d'impact (qui est la distance à laquelle elles passeraient l’une à 
côté de l’autre en l'absence d'interaction). En mécanique quanti- 
que, tout autre est la position du problème, car au cours d’un 
mouvement de vitesses déterminées la notion de trajectoire, et celle 
de paramètre d’impact avec, perd son sens. La seule fin de la théorie 
est ici de calculer la probabilité qu’à l'issue de la collision les par- 
ticules dévient (on dit qu'elles diffusent) de tel ou tel angle. Nous 
avons en vue ici des collisions élastiques sans transmutations des 
particules ou (si ces particules sont complexes) sans changement 
de leur état interne. 

Le problème de la collision élastique se ramène, comme tout 
problème de deux corps, au problème de la diffusion d’une particule 
de masse réduite dans le champ U (r) d'un centre de force fixe!. 
A cet effet, on passe à un système de coordonnées dans lequel le 
centre d’inertie des deux particules est au repos. Nous désignerons 
par 6 l’angle de diffusion dans ce système. Il est lié par des for- 
mules simples aux angles 6, et ®, de déviation des deux particules 
dans un système « du laboratoire » où l’une des particules (la seconde) 
était au repos avant la collision: 


___ msin® _LA— 

EU Em cod = 2: (123,1) 
m;, M, étant les masses des particules (voir 1 $ 17). Notamment, 
si les masses des deux particules sont identiques (m, =m.), il vient 


1 Nous négligeons l'interaction spin-orbite des particules (si elles sont douées 
de sine Supposant le champ central symétrique, nous excluons aussi par là 
Ress e l'examen les processus tels que la diffusion des électrons par les mo- 
écules. 
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simplement : 


=, 0"; (123,2) 


on a alors #,+ 8,— 17/2, c'est-à-dire que les particules rebondissent 
sous un angle droit. 

Dans la suite, nous utiliserons partout dans ce chapitre (sauf 
mention contraire) un système de coordonnées lié au centre d’iner- 
tie et m sera la masse réduite des particules en collision. 

Une particule libre se mouvant dans le sens positif de l’axe 
des z est décrite par une onde plane que nous écrirons sous la forme 
p—=ex, c'est-à-dire que nous choisissons la normalisation de sorte 
que la densité de courant dans l’onde soit égale à la vitesse de la 
particule v. Les particules diffusées sont décrites loin du centre par 
une onde sphérique divergente de la forme f(6)e#tr/r, f(8) étant 
une certaine fonction de l'angle de diffusion 6 (de l'angle entre 
l'axe des z et la direction de la particule diffusée) ; cette fonction 
est dite amplitude de diffusion. De la sorte, la fonction d'onde 
exacte, qui est solution de l'équation de Schrôdinger avec l'énergie 
potentielle U (r), doit avoir aux grandes distances la forme asympto- 
tique 


pæ efrz + O oûxr, (123,3) 


La probabilité pour que la particule diffusée traverse dans l'unité 
de temps l'élément de surface dS —r’do (do étant l'élément d'angle 
solide) est égale à ur-*|f["dS =u|ffdot. Son quotient par la 
densité de courant dans l'onde incidente est 


do=|f(0)|" do. (123,4) 


Cette quantité, qui a les dimensions d’une aire, est appelée section 
efficace (ou simplement secfion) de la diffusion dans l'angle solide 
do. Si l’on pose do = 2xsin 6 d6, on obtient la section 


do = 2n sin 6] f (6) "48 (123,5) 


pour la diffusion dans l'intervalle des angles compris entre 8 et 
6 + d6. 

La solution de l'équation de Schrôdinger qui décrit la diffusion 
dans un champ central U (r) doit être, de toute évidence, à sy- 
métrie axiale autour de l’axe des z, qui est la direction des par- 
ticules incidentes. Toute solution de ce genre peut être représentée 


1 Dans ce raisonnement, on suppose implicitement que le faisceau de par- 
ticules incident est limité par un diaphragme large (pour éviter les effets de 
diffraction) mais fini, comme cela a lieu dans les expériences réelles sur la dif- 
fusion. Pour cette raison, il n’y a pas interférence des deux termes de l'expres- 
sion (122,3) : le carré | W|? est pris en des points où l'onde incidente est absente. 


37° 
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par la superposition de fonctions d'onde du spectre continu, qui 
correspondent au mouvement dans le champ donné de particules 


douées d’une énergie Â’k/2m et de moments orbitaux à diverses 
valeurs de ! et à projections nulles sur l'axe des z (ces fonctions 
sont indépendantes de l’azimut y autour de l'axe des z, c’est-à-dire 
qu'elles sont à symétrie axiale). De cette façon, la fonction d'onde 
cherchée a la forme 


p= 2 A4P,(cos 8) R,s(r), (123,6) 
les À, étant des constantes, et les R,,(r), des fonctions radiales 
vérifiant Nos 


r? dr 


Les coefficients da doivent être pris de telle façon que la fonc- 
tion (123,6) ait aux grandes distances la forme asymptotique (123,3). 
Montrons qu’il faut pour cela poser 


” Al + l'ifexp (i6,), (123,8) 
les 6, étant les déphasages des fonctions R,, Par là, on aura aussi 


résolu le problème de l'expression de l’amplitude de diffusion en 
fonction de ces phases. 


La forme asymptotique des fonctions R,, est donnée par (33,20): 
Ru ® Zsin (er 7 +6 )= 
= {(— Dexp [i (kr + 8,)]—itexp [—i (kr +6,]}. 


Substituant cette expression, ainsi que (123,8), dans (123,6) on obtient 
l'expression asymptotique de la fonction d'onde sous la forme 


vx DA +1) P,(cos 6) [(— 1) +1 er + Sietr], (123,9) 
1=0 
où l’on a posé 
S,= exp (2i6,). (123,10) 
Par ailleurs, la décomposition de l'onde plane (34,2) est après 
la même transformation 
eZ Gr À Ù (2 + 1) P, (cos 4) [(—1){*1e7 ik" Herr]. 


On voit que dans 3 différence ÿ—e'* tous les termes qui contien- 
nent les facteurs e-/#’ disparaissent, comme cela devait être. En 
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ce qui concerne le coefficient de e‘*’/r dans cette différence, à savoir 
l'amplitude de diffusion, on trouve: 


FO = D (2 +1) [S,—1] Ps (cos 0). (123,11) 
1=0 


Cette formule résout le problème de l'expression de l’amplitude 
de diffusion en fonction des phases ô, (H. Faxen, J. Holtsmark, 1927). 

Intégrant do sur tous les angles, nous obtenons la section de 
diffusion totale o, qui est le rapport de la probabilité totale de 
diffusion de la particule (dans l'unité de temps) à la densité du 
courant de probabilité dans l'onde incidente. Substituant (123,11) 
dans l'intégrale 


EL 
o = 92n | |f (8)[° sin 646 
0 


et se rappelant que les polynômes de Legendre avec des / distincts 
sont orthogonaux, et que 


EL 

Ÿ P(cos 6) sin 6d8= À, 

0 

on obtient l'expression suivante de la section totale: 


o=Y (A+ 1)sin’6.. (123,12) 
1=0 


Chacun des termes de cette somme est une section partielle o, 
pour la diffusion de particules de moment orbital donné {. Notons 
que la plus grande valeur possible de cette section est : 


Oimax = (2 + 1). (123,13) 


! La question de la déduction de la forme du potentiel de diffusion d'après 
les phases 6,, supposées connues, présente un intérêt majeur. Elle a été résolue 
par Î. Guel}and, B. Lévitan et V. Martchenko. 11 suffit en principe pour déter- 
miner U (r) de connaître 8, (k) en tant que fonction du vecteur d'onde dans tout 
le domaine de k=—O à k= ©, ainsi que les coefficients a, dans les expressions 
asymptoliiques (pour r —+ co) 


Ro © ae "#"/r (Xn= V2mlE,l /h) 


des fonctions d'onde des états correspondant aux niveaux discrets (négatifs) 
d'énergie E,, s'il en existe. Le problème de la détermination de U(r) d'après 
ces données se réduit à la résolution d'une certaine équation intégrale linéaire. 
On trouvera un exposé systématique de cette question dans le livre de V. de 
Alfaro et T. Regge. Potential Scattering. Amsterdam, 1965. 
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En la comparant avec la formule (34,5), l’on voit que le nombre 
de particules diffusées avec le moment { peut être 4 fois plus grand 
que le nombre de telles particules dans le flux incident. C'est là 
un effet purement quantique dû à l’interférence de particules dif- 
fusées et non diffusées. 

Il nous sera également commode dans ce qui suit d'utiliser les 
amplitudes de diffusion partielles f,, que nous définirons en tant 
que coefficients de la décomposition 


f (8) = 2 (21+ 1)f,P, (cos 8). (123, 14) 
En vertu de Re leur lien avec les phases 6, est donné par 
l 0] 
= _ (S; — = (et — D), (123,15) 
et les sections partielles sont 
o,=4rx(21+1)|f,/f. (123,16) 


$ 124. Etude de la formule générale 


Les formules déduites s'appliquent, en principe, à la diffusion 
dans n'importe quel champ U (r) s'évanouissant à l'infini. L'étude 
de ces formules se ramène à celle des propriétés des phases 6, 
qu’elles contiennent. 

Pour évaluer l’ordre de grandeur des phases 6, avec des / grands, 
servons-nous du fait que le mouvement est quasi classique pour 
ces { (cf. $ 49). C'est pourquoi la phase de la fonction d'onde est 
déterminée par l'intégrale 


C TES 2mU 
Ve EG, 42, 


r, étant racine de l’expression sous le radical (r > 7, est la région 
du mouvement classiquement accessible). Retranchant d'ici la phase 


V + 1/2)? 
i ga CE 4 42 


de la fonction d'onde du mouvement libre et faisant r —+o, on 
obtient, par définition, 8,. Pour les / grands, r, est aussi grand; 
en conséquence, U (r) est petit dans tout le domaine d'intégration, 
et on obtient approximativement 


no — ——_— EN (124,1) 


D p: AE ke ER 
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En ce qui concerne son ordre de grandeur, cette intégrale (si elle 
converge) est égale à: ne 
m ro) lo 
Gr (124,2) 
L'ordre de grandeur de r, est r, — l/k. 

Si U (r) s’annule à l'infini comme r-", n > 1, l'intégrale (124,1) 
converge et les phases 6, sont finies. Par contre, si n < 1, l'intégrale 
diverge et les phases sont infinies. Ceci concerne / quelconque, puis- 
que la convergence ou la divergence de l'intégrale (124,1) dépend 
du comportement de U(r) pour les r grands, et que, aux grandes 
distances [où le champ U (r) est déjà faible] le mouvement radial 
est quasi classique quel que soit {. Il sera dit plus bas comment 
doivent être comprises les formules (123,11 et 12) pour les 6, infinies. 

Considérons d’abord la convergence de la série (123,12) repré- 
sentant la section totale de la diffusion. Pour les grands { les 
phases 6,1, comme il résulte de (124,1), si l'on tient compte 
du fait que U(r) décroît plus vite que 1/r. On peut donc poser 
sin 6, & 6}, de sorte que la somme des termes éloignés de la 
série (123,12) sera de l'ordre de Z 16. En raison d’un critère de 

» 


comparaison avec une intégrale pour la convergence de séries, on 
œ 


déduit que la série envisagée converge si l’intégrale | 16} di converge. 
Substituant ici (124,2) et remplaçant ! par kr,, on obtient l'intégrale 


l U?(r.)ridrs. 


Si Ur) décroît à l'infini comme r-" avec n > 2, cette intégrale 
converge et la section totale est finie. Mais si le champ U(r) 
décroit comme 1/r° ou moins vite encore, alors la section totale 
est infinie. Physiquement, ceci est dû au fait que, lorsque le champ 
décroît lentement avec la distance, la probabilité de diffusion 
d’angles petits devient très grande. Rappelons à ce sujet qu'en 
mécanique classique, dans tout champ ne s’annulant que pour r —+ 00, 
une particule passant à une distance de paramètre d'impact p arbitraire- 
ment grand, mais fini, n’en dévie pas moins d'un certain angle, 
petit mais non nul, c'est pourquoi la section de diffusion totale 
est infinie quelle que soit la loi de décroissance de U(r}. En 
mécanique quantique ce raisonnement n'est plus applicable déjà 
parce qu'on ne saurait parler de diffusion d’un certain angle qu'à 
la seule condition que cet angle soit grand en comparaison de 
l'incertitude dans la direction du mouvement de la particule. Si le 


1 Ceci se traduit par la divergence de l'intégrale [2xp dp, déterminant en 
mécanique classique la section totale. 
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paramètre d'impact est connu à Ap près, il en résulte une incerti- 
tude %/A p sur la composante transversale de l'impulsion, c'est-à-dire 
une incertitude — Â/mvAp sur l'angle. 

Vu le rôle majeur joué par la diffusion d’angles petits lorsque 
U (r) décroît lentement, la question se pose naturellement de savoir 
si l'amplitude de la diffusion f(8) ne divergera pas lorsque 8=— 0, 
même si U(r) décroît plus vite que 1/r°. Posant dans (123,11) 
6—0, on obtient pour les termes éloignés de la somme une expres- 
sion proportionnelle à Ÿ /6,. Raisonnant comme dans le cas précé- 


» I 
dent, nous sommes conduits dans la recherche du critère de finitude 
de la somme à l'intégrale 


QU (ro) r3 dros 


qui diverge déjà lorsque U(r)ar-", n<3. Ainsi, l'amplitude 
de diffusion devient infinie lorsque 86—0 dans des champs décrois- 
sant comme 1/r° ou plus lentement encore. 

Enfin, arrêtons-nous au cas où la phase 6, elle-même est infinie, 
ce qui a lieu lorsque U(r)enr-", n<1. Ilest a priori évident des 
résultats déduits ci-dessus que, pour une telle décroissance lente du 
champ, la section totale ainsi que l'amplitude de diffusion seront 
infinies lorsque 8—0. Mais subsiste la question du calcul de f(6) 
pour 60. Notons d’abord qu'on a la formule! 


2, (21+ 1) P,(cos 8) = 46 (1 —cos 8). (124,3) 
En d’autres termes, cette somme est nulle pour tous les 6-0. 
Aussi peut-on dans l'expression (123,11) de l'amplitude de diffusion 
pour 6-0 omettre l’unité dans les crochets de chaque terme de la 
somme, et il reste 


FO= 37 2 E1+ 1) P, (cos 8)eiti. (124,4) 


Si l'on multiplie le second membre de l'égalité par le facteur 
constant exp (—2i 6,) la section ne s’en trouve pas affectée, étant 
déterminée par le carré du module |f(8)[*, et la phase de la fonc- 
tion complexe f(8) ne varie que d’une constante inessentielle. 
Par ailleurs, dans la différence 6,—6, des expressions (124,1) 


1 Cette formule est le développement de la fonction 6 suivant les polynômes 
de Legendre; elle se vérifie directement en multipliant les deux membres par 
œ 


sin 6P, (cos 0) et intégrant sur d0. On pose alors que l'intégrale \ à (x) dx de la 
0 


fonction paire 6(x) est égale à 1/2. 
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l'intégrale de U(r) divergente se réduit, et il reste une quantité 
finie. De la sorte, pour calculer l'amplitude de diffusion dans le cas 
envisagé on peut se servir de la formule 


FO = 77 | + QI+ 1) P, (cos 6)et! %,—60 , (124,5) 


$ 125. Condition d’unitarité de la diffusion 


L’amplitude de diffusion dans un champ arbitraire (non forcé- 
ment central) satisfait à certaines relations qui résultent d’exigences 
physiques très générales. 

La forme asymptotique de la fonction d'onde aux grandes distan- 
ces lorsqu'on a diffusion élastique dans un champ arbitraire est 


pa dim + f(n, n')eûr. (125,1) 


Cette forme d'écriture se distingue de (123,3) sous le rapport que 
l'amplitude de diffusion dépend ici des directions des deux vecteurs 
unités du faisceau incident de particules (n) et du faisceau diffusé (n'), 
et non uniquement de l'angle qu'ils forment. 

Toute combinaison linéaire de fonctions de la forme (125,1) 
avec différentes incidences n représente aussi un certain processus 
de diffusion possible. Multipliant les fonctions (125,1) par des coef- 
ficients arbitraires F(n) et intégrant sur toutes les directions den 
(avec pour élément d'angle solide do), nous écrirons une telle combi- 
naison linéaire sous forme d'intégrale : 


{ 


[Fr (n) ertron do + Îr (n) F{n, n’)do. (125,2) 


La distance r étant arbitrairement grande, le facteur exp (£kr nn’) 
dans la première intégrale est une fonction rapidement oscillante 
de la direction du vecteur variable n. C’est pourquoi la valeur de 
l'intégrale est déterminée pour l'essentiel par les régions voisines 
de celles des valeurs de n pour lesquelles l’exposant a un extremum 
(n=+n’). Dans chacune des régions le facteur F(n) = F(+n') 
peut être sorti de sous le signe somme, l'intégration donnant alors: 


_ +2 fn, n°) F(n) do. 


e-ikr 
kr 


QniF (—n') —2niF (n°) 


1 Pour calculer l'intégrale, nous déplacerons le chemin d'intégration par 
rapport à la variable = cos 0 (8 étant l'angle entre n ct n°) dans le plan de la 
variable complexe u en le bombant vers le haut et le gardant à ses extrémités 
u= + 1. Alors, lorsqu'on s'éloigne de chacune de ces extrémités, la fonction e{#’# 
s’amortit rapidement. 
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Recopions cette expression sous forme opératorielle compacte (nous 
omettrons le facteur commun 2xi/k): 


OT F(—n)— EF (n°), (125,3) 
avec : : 
$— 1 +if, (125,4) 
et f étant l'opérateur intégral 
ÎF (n°) = ff n’)F(n)do. (125,5) 


L'opérateur S est dit opérateur (ou matrice) de diffusion, ou simple- 
ment matrice S; il a été introduit par W. Heisenberg (1943). 

Le premier terme dans (125,3) est une onde convergeant vers 
le centre, et le second une onde qui en diverge. La conservation 
du nombre de particules pendant la diffusion élastique s'exprime 
par l'égalité des flux totaux de particules dans les ondes convergente 
et divergente. Autrement dit, ces deux ondes doivent avoir la même 
normalisation. Il faut pour cela que l’opérateur de diffusion soit 
unitaire ($ 12), à savoir, 


$S$+=1, (125,6) 
ou, substituant (125,4) et effectuant la multiplication: 
Î—Î* =2ikff*. (125,7) 


Enfin, eu égard à la définition (125,5), nous recopierons finalement 
la condition d'unilarité de la diffusion sous la forme 


F(n, n°)—f° (n°, n) = \ F(n, n°)f°(n', n°)do”. (125,8) 


Lorsque n=n l’intégrale du second membre n'est rien d’autre 
que la section totale 


o= (|f{n, n°)[do”. 


En ce qui concerne la différence dans le premier membre, elle se 
réduit dans le cas donné à la partie imaginaire de l'amplitude 
f(n,n). De la sorte, nous obtenons la relation générale suivante 
entre la section totale de la diffusion élastique et la partie imagi- 
naire de l’amplitude de diffusion d’un angle nul: 


Imf(n, n)=-£.0 (125,9) 
(théorème optique de la diffusion). 


On peut obtenir encore une propriété générale de l'amplitude de 
diffusion en partant de l'exigence de symétrie par inversion du temps. 
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En mécanique quantique, cette symétrie se traduit par le fait que, 
si une fonction décrit un état possible quelconque, alors sa conjuguée 
complexe %* répond aussi à un état possible ($ 18). Dès lors, la 
fonction d'onde 

 pe(— nt) SF (n'), 
complexe conjuguée (125,3) décrit aussi un processus de diffusion 
possible. Introduisons une nouvelle fonction arbitraire définie par 


—$*Fe(n')=®O(—n’). Eu égard à l’unitarité de &, il vient: 
F*{n')=— $%-1©(—n")=—$@(—n'); 


introduisant l'opérateur d’inversion des coordonnées P, qui change 
le signe des vecteurs n et n°’, nous écrirons: 


Fe(—n')=PF°(n)=—PÊSPO (n’). 


Ainsi, on obtient la fonction d'onde inversée dans le temps sous 
la forme 
e-tkr 


r 


®(—n'}—% PSPE (n'). 


Elle doit, en fait, coïncider avec la fonction d'onde initiale (125,3). 
La comparaison prouve qu’on doit avoir à cet effet la condition 

PSP=8, (125,10) 
alors les deux fonctions ne diffèrent que par la notation de la 
fonction arbitraire. 

On obtient la relation correspondante pour l'amplitude de 
diffusion en passant de l'égalité opératorielle (125,10) à l'égalité 
matricielle. La transposition interchange les vecteurs initial et final 
n et n’, et l'inversion change leur signe. On a par conséquent : 


S(n,n’)=S(—n’, —n), (125,11) 
ou, ce qui revient au même, 
fn, n)=f(—n, —n). (125,12) 


Cette relation (dite fhéorème de réciprocité) traduit un résultat natu- 
rel: la coïncidence des amplitudes de deux processus de diffusion 
qui sont les inverses l’un de l’autre par rapport au temps. L'in- 
version du temps intervertit les états initial et final et inverse les 
directions du mouvement des particules dans ces états. 

Dans le cas de la diffusion dans un champ central les relations 
générales établies se simplifient. Alors, l'amplitude f(n, n°) ne 
dépend que de l'angle 6 entre n et n’, et l'égalité (125,12) devient 
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une identité. La condition d’unitarité (125,8) prend la forme 
k PR 
Imf(6)= 3 | FC F(p')de, (125,13) 


v, y’ étant les angles entre n, n°’ et une certaine direction n” de 
l'espace. Si l’on représente f (8) par le développement (123,14), nous 
aidant du théorème d'addition des fonctions sphériques (c,8), on 
déduit de (125,13) la relation suivante pour les amplitudes partielles : 


Imf,=k|f,f. (125,14) 


Cette formule se déduit aussi directement de l’expression (123,15), 
d’après laquelle |2ikf,+1[*=1. Dans le cas de la diffusion dans 
ja champ central, le théorème optique (125,9) lui aussi se déduit 
acilement des formules (123,11-12). 

Recopiant (125,14) sous la forme Im (1/f,)=—k, on voit que 
l'amplitude f, doit avoir la forme 


1 
=: (125,15) 
où g,=£8,(X) est une quantité réelle; elle est liée avec la phase 6, 
par la relation 

a =Rctgô.. (125,16) 


Par la suite, nous aurons souvent à nous servir d’une telle repré- 
sentation de l'amplitude. 

Suivons— pour la diffusion dans un champ central—le lien 
entre la notion d'opérateur de diffusion introduite plus haut el les 
grandeurs figurant dans la théorie exposée au $ 123. 

Le moment orbital se conservant dans un champ central, l'opéra- 
teur de diffusion commute avec l'opérateur de moment. En d’autres 
termes, la matrice S est diagonale dans la représentation /. Alors, 
en vertu de l'unitarité de $, ses valeurs propres doivent être de 
module 1, c'est-à-dire qu'elles sont de la forme exp (2:6,) avec des 
quantités 6, réelles. 11 est facile de voir que ces quantités coïnci- 
dent avec les déphasages des fonctions d'onde, de sorte que les 
valeurs propres de la matrice S coïncident avec les quantités S, 
(123,10) introduites au $ 123. Quant aux valeurs propres de l'opé- 
rateur f—(S—1)/2ik, elles coïncident respectivement avec les 
amplitudes partielles (123,15). En effet, si pour fonction F({n) 
on prend P,(cos8) [alors F(—n)= P,(— cos 6) =(—1) so 
la fonction d'onde (125,3) devra coïncider avec la solution de 
l'équation de Schrôdinger représentée par un terme isolé dans la 
somme (123,9); c'est dire précisément que 


8P, (cos 6) =S,P, (cos 8). 
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Pour une onde plane progressant le long de l'axe des z, la fonc- 
tion F(n) dans (125,2) est la 6-fonction F —48(1—cos8), 8 étant 
l'angle entre n et l’axe des z, la fonction 6 est définie ici comme 
on l'a indiqué dans le nota p. 584, son coefficient étant choisi de 
sorte que, par substitution dans le second membre de la défini- 
tion (125,5), on obtienne tout simplement f(8) (où 8 est à présent 
l'angle entre n° et l'axe des z). Mettant la fonction à sous la 
forme (124,3) 


F=46(1—cos8)= À (21+ 1) P, (cos®) (125,17) 
1=0 


et lui appliquant l'opérateur f, on obtient, comme il se doit, l'am- 
plitude de diffusion sous la forme (123,14). 

Faisons enfin la remarque suivante. Mathématiquement, la 
condition d'’unitarité (125,8) prouve que toute fonction donnée 
à l'avance f(n, n°’) ne saurait être une amplitude de diffusion dans 
un champ. En particulier, toute fonction f (8) ne saurait être une 
amplitude de diffusion dans un champ central. En raison de (125,13), 
une relation déterminée entre ses pe réelle et imaginaire doit 
être réalisée. Ecrivant f(6)=]f|e*, pour un module |f| donné 
pour tous les angles, la relation (125,13) donne une équation inté- 
grale, d'où l'on peut, en principe, déterminer la phase inconnue 
a (6). En d’autres termes, connaissant la section de la diffusion 
(le carré |f|*) pour tous les angles, on peut, en principe, déduire 
également l'amplitude. Mais cette déduction n'est pas tout à fait 
univoque et admet pour arbitraire la substitution 


(6) — — f° (8), (125,18) 


laissant invariante l’équation (125,13) et, certes, ne changeant pas 
la section |f|? (la transformation (125,18) équivaut au changement 
simultané du signe de toutes les phases 6, dans (123,11)). Mais 
cette non-univocité se lève si l’on considère l'amplitude de diffu- 
sion non seulement en fonction de l'angle, mais aussi de l’énergie. 
Nous verrons plus loin ($ 128 et 129) que les propriétés analytiques 
de l'amplitude en tant que fonction de l'énergie ne sont pas inva- 
riantes dans la transformation (125,18). 


$ 126. Formule de Born 


La section de diffusion peut être calculée sous la forme générale 
dans le cas très important où. le champ diffusant peut être consi- 
déré comme une perturbation'. On a montré au $ 45 que cela est 


! Dans la théorie générale développée au $ 123, cette approximation cor- 
respond au cas où toutes les phases 8, sont petites ; il faut en outre que ces phases 
uissent être calculées à l’aide de l'équation de Se dans laquelle 
‘énergie potentielle est considérée comme une perturbation (cf. prob. 4). 
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possible si l’une ou l’autre des conditions suivantes est réalisée : 


IUI<Ë (126,1) 
ou 
LUI <= À ka, (126,2) 


a étant le rayon d’action du champ U (r), et U son ordre de grandeur 
dans la région principale de son existence. Lorsque la première 
condition est satisfaite, l’approximation envisagée s'applique pour 
toutes les vitesses. De la deuxième condition découle qu'elle s’appli- 
que certainement dans le cas de particules suffisamment rapides. 

Conformément au $ 45, nous chercherons la fonction d'onde 
sous la forme #=—4#+4ÿt, où #°=efk" correspond à une parti- 
cule incidente de vecteur d'onde k=p/A#. On déduit de la for- 
mule (45,3): 

dV' 


DU (X, y, 2)=— [ue g', 2er. (126,3) 


Prenant l'origine au centre diffusant, nous mènerons le rayon vecteur 
R, de l’origine au point d'observation de ft? et nous désignerons 
par n° le vecteur unité de R,. Soit r’ le rayon vecteur de l'élément 
de volume dV'; on a R=—R,—r’. Aux grandes distances du centre 
R,Ÿ r', de sorte que 


R=|R—r|&R,—r'n. 
Substituant ceci dans (126,3), on obtient l'expression asymptotique 
suivante de #ÿt': 


go &— 7  ueeu-we a 
Qnht Ro 

(k’—kn’ étant le vecteur d'onde de la particule après la diffusion). 

Comparant avec la définition de l'amplitude de diffusion dans 

(123,3), on obtient son expression 


ee #0: -Îqr 
Î | ue ar dV, (126,4) 
où nous avons changé les variables d'intégration et introduit le 
vecteur 
q—=k"—k (126,5) 
de valeur absolue 
qg=2%sin®, (126,6) 


6 étant l'angle entre k et k”, c’est-à-dire l’angle de diffusion. 
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Enfin, élevant au carré le module de l'amplitude de diffusion, 
on obtient la formule suivante pour la section de diffusion dans 
l'élément d'angle solide do: 


do= ' Ue-tar dV | do. (126,7) 


mi 
Anths 


On voit que la diffusion avec variation de l'impulsion de ñq 
est déterminée par le carré du module de la composante de Fourier 
correspondante du champ U. La formule (126,7) a été déduite la 
première fois par M. Born (1926); une telle approximation dans 
la théorie des collisions est dite approximation de Born. 

Indiquons qu'on a, à cette approximation, la relation 


F(k, k”)=f°(k", k) (126,8) 


entre les amplitudes des processus de diffusion direct et inverse 
(au pied de la lettre), c'est-à-dire de processus se distinguant l’un 
de l'autre par la permutation des impulsions initiale et finale, sans 
changement de leurs signes, comme lors de l’inversion du temps. 
Ainsi donc, dans la diffusion apparaît une nouvelle propriété de 
symétrie [outre le théorème de réciprocité (125,12)]. Cette propriété 
est intimement liée à la petitesse des amplitudes de diffusion d:.ns 
la théorie des perturbations et résulte directement de la condition 
d'unitarité (125,8), si l'on y néglige l'intégrale, qui porte sur le 
carré de f 1. 

La formule (126,7) peut aussi être déduite d’une autre manière 
(mais alors la phase de l'amplitude de diffusion reste indéterminée). 
À savoir, nous pouvons partir de la formule générale (43,1) stipu- 
lant que la probabilité de transition entre états du spectre continu 
est donnée par la formule 


2 
doy= Un PÔ(E,—E;)dv,. 


En l'occurrence, il nous faut appliquer cette formule à la tran- 
sition de l'état de particule incidente libre d’impulsion p vers l'état 
de particule d'impulsion p” diffusée dans l'angle solide do’. On 
prend pour intervalle d'états dv, l'expression dp'/(2xh}°. Substituant 
pour la différence des énergies finale et initiale E,—E;=(p"*—p")/2m, 
on obtient : 

@p' 
Gr) 


Les fonctions d'onde des particules incidente et diffusée sont 
des ondes planes. Puisqu'en qualité d'intervalle d’états dv, nous 


4 ’ 
do" = + LU Fr ô (p°?—p?) 


(126,9) 


! Il en résulte clairement que cette propriété disparaît dès qu’on passe 
à la deuxième approximation de la théorie des perturbations. On s'en assurera 
directement au $ 130 en rapport avec la formule (130,13). 
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avons pris l'élément de l'espace des p/2x#. la fonction d'onde finale 
doit être normalisée à la fonction 6 de p/2x1# : 


by = eP'rih, (126,10) 

La fonction d'onde initiale, elle, sera normalisée à la densité de flux 
unité : 

= VÆ er, (126,11) 


Alors l'expression (126,9) aura les dimensions d'une aire et repré- 
sente la section de diffusion différentielle. 

La présence de la fonction & dans la formule (126,9) signifie que 
p'=p, c'est-à-dire que la valeur absolue de l’impulsion ne change 
pas, comme cela doit être pour la diffusion élastique. On peut exclure 
la fonction &ô en passant en coordonnées sphériques dans l’espace 


des impulsions |c'est-à-dire en remplaçant d‘p’ par p'?dp° do’ = 


: + p'd(p"?) do et intégrant sur d(p'?). L'intégration revient à 


remplacer la valeur absolue de p” par p dans l'expression sous le 
signe somme, et on obtient : 


do =" | [we Utd |' do’. 


Substituant dans cette dernière les fonctions (126.10-11) nous 
retrouvons encore une fois la formule (126,7). 

Sous la forme (126,7), cette formule s'applique à la diffusion 
dans un champ U (x y, 2) fonction des coordonnées en combinaison 
arbitraire, et non seulement fonction de r. Mais dans le cas d'un 
champ central U (r), elle peut être encore transformée. 

Dans l'intégrale 


QU(re-tsr av 


nous nous servirons des coordonnées sphériques spatiales r, Ô, œ 
d'axe polaire confondu avec q (nous désignons l'angle polaire par à 
à la différence de l'angle de diffusion 8). On peut intégrer sur 8 
et ®, ce qui donne: 


œ2r nr œ 
[ À U (peter cu 0 72 sin © 49 do dr = an | U (r) AE > dr. 
0 0 0 0 


Substituant cette expression dans (126,4), on obtient la formule 
suivante pour l'amplitude de diffusion dans un champ central 
symétrique : 


eg fuose Enr dr (126,12) 
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Lorsque 6—0 (c'est-à-dire si g=0), cette intégrale diverge si 
U (r) décroît à l'infini comme 1/r° ou plus lentement (en vertu 
des résultats généraux du $ 124). 

Notons le fait suivant digne d'intérêt. L'impulsion p de la 
particule et l'angle de diffusion 8 entrent dans (126,12) seulement 
par l'intermédiaire de g. De la sorte, à l’approximation de Born, la 
section de diffusion ne dépend de p et @ que par la combinaison 
psin(+ : 

Retournant au cas général des champs arbitraires U(x, y, 2), 
considérons les cas limites des vitesses petites (ka<£ 1) et grandes 
(ka > 1). 

Aux petites vitesses, on peut poser e-‘4& 1 dans l'intégrale 
(126,4), de sorte que l'amplitude de diffusion 


m 
pe — 7% | U dv, (126,13) 
et si U—UL'(r), alors 
f= + U (r)r’dr. (126,14) 


La diffusion est ici isotrope par rapport aux directions et ne dépend 
pas de la vitesse, ce qui s'accorde avec les résultats généraux du 
$ 132. 
Dans l’autre cas limite où les vitesses sont grandes, la diffusion 
accuse une anisotropie très forte et est dirigée en avant dans un 
cône aigu d'angle A6 — 1/ka. En effet, en dehors de ce cône g 
est grand, e-'4' est une fonction rapidement oscillante et l'intégrale 
de son produit par la fonction lentement variable U est voisine 
de zéro. 

La loi de décroissance de la section pour les grandes valeurs 
de q n'est pas universelle et dépend de la forme concrète du champ. 
Si le champ U (r) présente une singularité pour r = 0 ou pour toute 
autre valeur réelle de r, le rôle déterminant dans l'intégrale 
(126,12) est alors joué par le voisinage de ce point et la section 
décroît comme une puissance. Il en est de même dans le cas où 
la fonction U(r), n'ayant pas de singularité, n’est pas paire, le 
rôle essentiel revenant au voisinage de r —0. Mais si U (r) est une 
fonction paire de r, on peut étendre formellement l'intégration aux 
valeurs négatives de r, c’est-à-dire intégrer sur tout l’axe réel, 
puis [si U(r) n'a pas de points singuliers sur l'axe réel], on pourra 
déplacer le chemin d'intégration dans le plan complexe jusqu'au 
point singulier complexe le plus proche. Alors, pour les grands q 
l'intégrale décroît suivant une loi exponentielle. Mais il faut avoir 
en.vue que, pour le calcul de cette quantité exponentiellement 
petite, l’approximation de Born ne convient plus en général (voir 
également $ 131). 


38-50 
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Bien que la grandeur de la section de diffusion différentielle 
dans le cône A6 — 1/ka ne dépende pas pour l’essentiel de la vitesse, 
grâce à la diminution de l'angle d'ouverture du cône, la section 


de diffusion totale (si ( do converge) décroît aux grandes énergies. 
A savoir, la section totale décroît avec l’angle solide découpé par 
le cône proportionnellement à (A6)? — 1/k*aï, c'est-à-dire est inver- 
sement proportionnelle à l'énergie. 

Dans maintes applications physiques de la théorie des collisions 
figure en tant que caractéristique de la diffusion l'intégräle 


o1 = À (1—cos 8) do, (126,15) 


souvent appelée section de transport. 11 résulte de considérations 
analogues à celles mentionnées ci-dessus qu’aux grandes vitesses 
cette quantité est en raison inverse du carré de l'énergie. 


Problèmes 


1. Déterminer à l'approximation de Born la section de diffusion du puits 
de potentiel sphérique: U= —U, pour r < a, U=0 pour r > a. 
Solution. Le calcul de l'intégrale dans (126,12) donne 


ae ( MUod? \ 3 (sin ga — ga cos ga)? 
do = 4a —— Gas do. 
pots sur tous les angles [qu'il est commode de faire en passant à la 
ble 


variable g—2k sin(0/2) et remplaçant do par 2xq dg/k°] donne la section de 
diffusion totale: 


2x / mUoaï\2 1 1 en 4ka __sin?2ka 
R3 ( ) (2ka)? T (2ka)°  (2ka) 
Dans les cas limites cette formule donne: 
_ 1610? / mU a? \? - 
o= 9 (5) , ka]; 
Qn / mU,a? \s 
5 a) , ka > 1. 


O= 


2. La même chose dans le champ U=Ue""/%. 


Solution. Il est commode de faire le calcul d’après la formule (126,7), 
choisissant la direction q pour direction de l'un des axes de coordonnées. On 
obtient finalement : 


et la section totale 
_ EL mU,a?\3 _2k3at 
ne Je 


Les conditions d’application de ces formules sont données par les inégalités 
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(126,1 et 2) avec U, au lieu de U. En outre, la formule de do ne s'applique 
pas si l’exposant de l'exponentielle est grand 1. 


3. Même problème dans le champ U ete, 


Solution. Le calcul de l'intégrale dans (126,12) donne: 


"ama \3 do 
do=4at ( n) Get 
La section totale 


ama \3 1 
o=— l6xa? (+) ART 


La condition dÉpplEauen de ces formules se déduit de (126,1 et 2) avec «/a 
au lieu de U: amajh1 € 1 ou a/hu 1. 

4. Déterminer les phases 6, pour la diffusion dans un champ central symé- 
trique dans le cas correspondant à l'approximation de Born. 

Solution. Pour la fonction d'onde radiale x—rRkR du mouvement dans 
le champ U(r) et pour la fonction y{® du mouvement libre on a les équations 
{cf. (32,10)] : 

e L(I+1) 2m 
X +[#- + 2 v| x=0, 


ge [100] se 0 


Multipliant la première équation par 7°, la seconde par #, retranchant membre 
à membre et intégrant sur dr (compte tenu de la condition à la limite y=—0 
pour r=0) il vient: 

r 


L'ODX Cr)—X (7) XO (7) = FT [ FRE 
0 


Assimilant U à une perturbation, on peut poser dans le second membre de 
l'égalité y & 49. Lorsque 7 —+ , dans le premier membre de l'égalité on se 
sert des expressions asymptotiques (33,12), (33,20); dans l'intégrale elle-même 
on substitue l'expression exacte (33,10). On obtient finalement : 


sin à, & = 2 [ U (r) Ti 12 (kr)]° r dr. 
0 


On aurait pu aussi bien obtenir cette formule en développant directement 
l'amplitude de Born de la diffusion (126,4) en polvnômes de Legendre, en accord 
avec (123,11) (pour les 6, petits). 
5. Déterminer à l'approximation de Born la section totale de diffusion dans 
le champ U=a/(r?+a3)"?, avec n > 2, pour des particules rapides (ka 1). 
Solution. On verra que, dans le présent cas, ce sont les amplitudes 
partielles à grandes valeurs { du moment qui jouent le rôle fondamental dans 


1 Il est facile de s'assurer de l'inapplication de la théorie des perturbations 
dans ce cas en calculant l’amplitude de diffusion à la deuxième approximation 
(vide infra (130,13)): bien que le facteur préexponentiel y soit petit en compa- 
raison du coefficient dans le terme de première approximation, l'exposant de la 
puissance négative se trouve être deux fois plus petit. 


38° 
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la diffusion. Aussi la section doit-elle être calculée d'après la formule (123,11), 
où la sommation sur { est remplacée par une intégration; à l'approximation de 
Born, tous les 6, << 1, de sorte que 


oz | 216i dl. (1) 


Les phases 6, avec des ! grands se calculent d'après (124 1): 


œ 
= am f dr 
ï h: à (rap? (Re re) 


La substitution r?+a3=—(a?+ [2/k?)/£ ramène l'intégrale à une intégrale connue 
d'Euler et donne: 


1 n—1 
makn-® r(s)r( 2 ) 
Be = — 


QR? (a2k2 + 12ÿr— 11/2 l'(n/2) ° (2) 


L'intégrale (1) est déterminée par le domaine des {— ak 1, ce qui justifie 
l'hypothèse faite. Le calcul de l'intégrale donne: 


n—1] 2 
sl mes À 3) 
__n—2L T(n/2) kh'an-? ] 

En vertu de (126,2), la condition d'application de l'approximation de Born est 
donnée dans le présent cas par l'inégalité ma/h?kar-1< 1. Notons la dépen- 
dance a — k-?, qui correspond aux assertions générales faites dans le texte. 
6. Trouver, à l’approximation de Born, l'amplitude de diffusion dans le 
cas bidimensionnel (le champ U=U(x, z); le flux de particules est incident 

dans la direction de l'axe des 2). 


Solution. Utilisant la remarque faite p. 189 et l’expression asymptotique 
connue de la fonction de Hankel 


HV (a) = V 2 ef M4) Quand u —+ œ 


on trouve pour la correction à la fonction d'onde aux grandes distances RQ de 
l'axe du champ (axe des y) l'expression 


1(8) æR 
pu & —— € °, 
VRo 
avec pour l'amplitude de diffusion 


I) Kat [utpre- a 


ht V2n 
(p=(x, z) est le rayon vecteur bidimensionnel; d'p=ax dz, 6 est l’angle de 
diffusion dans le plan xz). Dans le cas bidimensionnel l'amplitude de diffusion 


a la dimension de la racine d’une longueur, et la section de diffusion do=| fà |d8. 
celle d’une longueur. 
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$ 127. Cas quasi classique 


Nous allons suivre le passage à la limite de la théorie quanto- 
mécanique de la diffusion à la théorie classique. 

Excluant de l'examen l'angle de diffusion 68=0, on peut écrire 
l'amplitude de diffusion donnée par la théorie précise sous la 
forme (124,4): 


F@)= À (21+ 1) P, (cos 6) °°. (127,1) 
1=0 


On sait que les fonctions d'onde quasi classiques sont caractérisées 
par des phases grandes. Aussi est-il naturel de supposer a priori 
qu’au passage à la limite dans la théorie de la diffusion correspon- 
dent des phases 6, grandes. La valeur de la somme (127,1) est 
déterminée pour l'essentiel par les termes avec de grands {. On 
peut donc remplacer P,(cos6) par l'expression asymptotique (49,7), 
que nous écrirons sous la forme : 


Pa(cos 8) &—-7— {exp [: (e +7)8+:5]- 


— exp [—i(i+3)o-i5]} 


Substituant cette expression dans (127,1), il vient : 


OS ae fn 1)0 5 
—exp {i [26.+(1+5)e+4]}). (127,9) 


Les facteurs exponentiels considérés comme des fonctions de 
sont des fonctions rapidement oscillantes (puisque leurs phases sont 
grandes). Ceci étant, la plupart des termes de la somme (127,2) se 
réduisent mutuellement. La somme sera essentiellement déterminée 
par la région des valeurs de { autour de la valeur rendant l’un des 
exposants extrémum, à savoir autour de la racine de l'équation 


224 0—0. (127,3) 


Il y a là un grand nombre de termes de la série pour lesquels les 
facteurs exponentiels conservent des valeurs presque constantes (les 
exposants varient lentement autour de leur point d’extremum) et 
qui ne peuvent donc se réduire mutuellement. 

Les phases 6, peuvent s'’écrire dans le cas quasi classique (voir 
$ 124) comme la limite vers laquelle tend, lorsque r —+00, la diffé- 
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rence de la phase 


1 r ————……——……—…— —…"…—…"…"—…——— 
AT ( V 2m LE—U (n]— CHE dr 


re 


de la fonction d'onde quasi classique dans le champ U(r) et de la 
phase de la fonction d'onde du mouvement libre qui vaut kr—xl/2 
(voir $ 33). De la sorte, 


= | Ë V'2m(E— y ER _ +] dr+ 


+ (+S) Er (127,4) 


Cette expression doit être substituée dans l'équation (127,3). Déter- 
minant la dérivée de l’intégrale, il faudra avoir en vue que la 
limite d'intégration r, dépend aussi de /; mais le terme qui en 
résulte kdr,/dl est réduit par la dérivée du terme—kr, dans 6.. 
La quantité #({+ 1/2) est le moment cinétique de la particule. Il 
peut s'écrire en mécanique classique sous la forme mpu, p étant 
le paramètre d'impact, et vu la vitesse de la particule à l'infini. 
ae fois cette substitution faite, l'équation (127,3) s'écrit fina- 
ement : 


rs SLR (127,5) 


Dans un champ répulsif cette équation n'a de racine (en p) que 
si 6 dans le second membre est affecté du signe moins, et dans 
un champ attractif du signe plus. 

L'équation (127,5) coïncide exactement avec l’équation classique 
déterminant l'angle de diffusion en fonction du paramètre d'impact 
(voir I $ 18). Il est aussi facile de s'assurer qu'on retrouve pour 
la section aussi l’expression classique. 

A cet effet, développons l'exposant de l’exponentielle dans 
(127,2) suivant les puissances de l’=1—1{,(8), où {,(8) est déter- 
minée par les équations (127,3-5). Pour fixer les idées, nous 
envisagerons le premier terme dans (127,2) et, en conséquence, 
nous prendrons le signe inférieur dans (127,3) (cas de l'attraction). 
Notant que d’après (127,3) 

d'ôe 


| 1 d8 
di? l=le 


2 dh 
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Nous remplaçons à présent la sommation sur { dans (127,2) par 
une intégration sur dl’ au voisinage du point {’=0. Considérant 
alors {’ comme une variable complexe, faisons passer le chemin 
d'intégration au voisinage du point indiqué le long de la direction 
de la chute la plus rapide de l’exposant de l’exponentielle, c'est-à-dire 
sous l’angle de x/4 ou —x/4 par rapport à l'axe réelle, selon le 
signe de d8/di,. En d’autres termes, on pose [’=Eexp(+ix/4) et 
on intègre sur les valeurs réelles de E ; étant donnée la convergence 
rapide de l’intégrale, on peut l’étendre de —œ à œ: 


fus 
Il vient finalement : 
ro=+(85| 1)" exp {i [.—(u+5)e-#]}. (127,6) 
D'où: 


\ai/z 


#)a-(e1#) 


dt 


do =|f{#-2x sin 6 d8 = 27 ++ | Le 


de, (127,7) 


et introduisant le paramètre d’impact p—/{/,./k, nous sommes con- 
duits à la formule classique do = 2xp dp.! . 

De cette façon, la condition de classicisme de la diffusion pour 
un angle donné 6 est que la valeur de { pour laquelle (127,3) a 
lieu soit grande, et que la quantité 6, soit elle aussi grande pour 
cette valeur de /. Cette condition a un sens simple. Pour qu'on 
puisse parler de diffusion classique d'un angle 6 pour un para- 
mètre d'impact p, il faut que les incertitudes quantomécaniques 
sur l'un et l'autre soient relativement petites: Ap <£p, A8< 8. L'in- 
certitude sur l’angle de diffusion est de l’ordre de A8 Ap/p, p 
étant l'impulsion de la particule, et Ap l'incertitude sur sa com- 
posante transverse. Comme Ap — #/Ap hp. on a A8 pp, et 
aussi en tout cas 


ñ 
EE (127,8) 


Remplaçant le moment cinétique mpv par Âl, il vient OI, ce 
qui coïncide avec la condition 6,51 [car, comme il résulte de 
(127,3), 8, — 18]. 


1! Le lien entre 6 et p (donné par la formule (127,5)) peut s'avérer multi- 
forme ; alors, il correspond à une valeur de 6 plus d'une valeur de p. Dans un 
tel cas, l'amplitude f(8) est donnée par la somme d'expressions (127,6) avec 
les valeurs correspondantes de {,. Aux points d’extrémum de 8(p) la dérivée 
dp/d8, et donc avec elle la section différentielle classique dao/do, devient infinie; 
au voisinage de cet angle l'approximation classique est, bien entendu, insuffisante 
(cf. problème 2). Dé 
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L'angle de déviation classique de la particule peut être évalué 
en tant que rapport de l'accroissement transverse de l'impulsion 
Ap pendant la «durée de la collision» t—p/v et de l'impulsion 
initiale mv. La force agissant dans le champ U(r) sur une parti- 
cule‘# la distance p étant F—— dU (p)/dp, on a Ap = Fp, si 
bien que 60—pF/mv°. Cette évaluation n'est vraie que si l’angle 8 1, 
mais elle peut être prolongée, pour ce qui est de son ordre de 
grandeur, jusqu’à 6 — 1. Substituant cette expression dans (127,8), 
on Su la condition de quasi-classicisme de la diffusion sous 
la forme 


Fp° > hr. (127,9) 


Cette inégalité doit être vraie pour tous les p pour lesquels on a 
encore |U (p)}|<E. 

Si le champ U (r) décroît plus vite que 1/r, la condition (127,9) 
cesse en tout cas d’être satisfaite pour les p suffisamment grands. 
Mais aux grands p correspondent des 8 petits, ainsi, une diffusion 
d’angles suffisamment petits n'est certainement pas classique. Mais 
si le champ décroît plus lentement que 1/r, alors la diffusion d’an- 
gles petits sera classique; la diffusion d’angles ‘grands sera-t-elle 
classique alors ? Ceci dépend de l'allure du champ sur des distances 

tites. 

F Pour un champ coulombien U—a/r la condition (127,9) est 
vérifiée si « > Av. Cette condition est l'inverse de celle permettant 
de considérer le champ coulombien comme une perturbation. Nous 
verrons d’ailleurs que, pour des raisons fortuites, la théorie quanti- 
que de la diffusion dans un champ coulombien conduit à un résultat 
coïncidant dans tous les cas avec le résultat classique. 


Problèmes 


1. Trouver la section totale de la diffusion quasi classique dans un champ 
ayant aux distances suffisamment grandes la forme U—a/r" avec n > 2. 
Solution. Ayant en vue que le rôle principal est joué en les phases d; 
avec des { grands, nous les calculerons d'après la formule (124,1): 
© 1 n—] 
6 2" | a __ mw"(r)() t) 
: he ) re VE 1trt Qht{n-1 r (n/2) 
Uk 


{pour le calcul de l'intégrale, cf. problème 5 $ 126). Remplaçant dans (123,12). 
la sommation par une intégration. on écrit : 


œ 
o- \ 21 sin? 8, di. 
0 


Après substitution 8, = u et intégration par parties sur du, l'intégrale se ramène 
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à la fonction l. On obtient finalement 
2 


n Ë (= ]” LR 
— . [x /n—3" n—3 2 œ\n-1 
ce sin [RO] rs) (à) Le 
(pour n=3, il vient en levant l’indétermination o=92na/hv). 


La condition d'application de ce résultat consiste avant tout dans le fait 
que pour Ô, — 1 on ait {5 1; ceci donne l'inégalité 


makn-2/h5 1. 


Une autre condition encore résulte de l'exigence que le champ U(r) ait la forme 
envisagée déjà aux distances 


r = Uk = (mah?k)/r- 1) 


({ est défini par la relation 8, — 1) qui jouent un rôle fondamental dans l'in- 
tégrale (1). Si cette forme n'est réalisée qu'aux distances r ÿ> a (a représentant 
les dimensions caractéristiques du champ), ceci donne lieu à la condition 


ma/htkan-15 1, 


laquelle établit la borne supérieure des vitesses permises. Rappelons que dans 
ce cas, aux vitesses suffisamment grandes (sous la condition majh?kan-1 < 1), 
on a la dépendance a — k-? (cf. problème 5 $ 126). 

2. Trouver la distribution angulaire de la diffusion au voisinage du point 
SAS he june classique de diffusion 6(p) en fonction du paramètre 

‘impact p=l/k. 

ation L'existence d'un extrémum de 6(/) pour un certain {—1, 

signifie, d’après (127,3), que la phase Ô, au voisinage de ce point a la forme 


204 © 21 + Bol” ++ rs, 


où 60—=06({0), l’=1—1lQ (pour fixer les idées, on a choisi de nouveau le cas 
du signe inférieur dans (127,3)); la constante & < 0 ou & > 0, selon que la fonc- 
tion 0 ({) est maximum ou minimum. Pour l'amplitude de diffusion on obtient 
au lieu de (127,6): 


oI=+ (re) Î ep{i(re+$r)}ar, 


où 0°—6—06,. Exprimant l'intégrale d'après la fonction d'Airy conformément 
à (b, 3), on trouve en définitive pour la section de diffusion ! 
do= lo. os ( 2 )æ 
a 


av 


La section différentielle, da/d8’, s'amortit vers l'intérieur du domaine de 
diffusion classiquement inaccessible (0°>0 pour æ& < 0 ou 8° <0 pour «& > 0), 
et de l’autre côté du point 6°—=0 elle subit des oscillations entre zéro et 
l'amplitude progressivement décroissante. Sa valeur maximum est atteinte pour 
8‘a7 1/3=— 1,02, où D2— 0,90. 

3. Trouver la distribution angulaire de la diffusion quasi classique dans 
des angles petits, si l'angle classique de déviation 6 s'annule pour une valeur 
finie de p={lo/k. 


1 Ce type de diffusion se rencontre en théorie de l'arc-en-ciel. 
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Solution. Le quasi-classicisme supposé de la diffusion signifie dans le 
cas envisagé que {1 et 04, © 1. Alors, dans la diffusion sont essentielles les 
valeurs de { voisines de {,. Pour les petits {’={—1{,, on a 


ue + 


(alors, d'après (127,3)0—0 lorsque {’—0). Cette expression doit être substituée 
dans (127,1), et P;(cos 0) peut s'écrire sous la forme (49,6). On remplace de 
nouveau la sommation sur { par une intégration sur d!’ autour du point {’—01!: 


= x exp (2504) Jo (18) exp (iBl'2)dl'. 


L'intégrale est déterminée par le domaine des !’ — 81/2. Pour les angles 


80€ VB on peut sortir la fonction J,(/8) de sous le signe d'intégration et la 
remplacer par {—1/,. L'intégrale qui subsiste se calcule comme on l'a expliqué 
dans le texte. On trouve finalement pour la section ?: 


Li 
d= Se JE (L8) do. 
Un résultat analogue s'obtient pour la section de diffusion d’angles voisins 
de x, si l'angle classique de diffusion devient égal à x pour une certaine valeur 
finie (non nulle) de p. 


$ 128. Propriétés analytiques de l'amplitude de diffusion 


Un certain nombre de propriétés importantes de l’amplitude de 
diffusion peuvent être déduites en faisant son étude en tant que 
fonction de l'énergie de la particule diffusée E considérée formelle- 
ment comme une variable complexe. 

Envisageons le mouvement d’une particule dans un champ 
U(r) s’annulant suffisamment vite à l’infini (la vitesse de décrois- 
sance sera précisée ci-dessous). Pour simplifier le raisonnement qui 
suit, nous supposerons d'abord que le moment orbital de la particule 
1=0. Ecrivons la forme asymptotique de la fonction d’onde (de 
la solution de l'équation de Schrôdinger avec /=0 pour une valeur 
donnée arbitraire de E) comme suit : 


x= rp= A(E)exp —r)+ B(E)exp Cr). (128,1) 


et considérons E comme une variable complexe ; nous prendrons alors 


la détermination positive de Y — E lorsque les E sont réelles néga- 
tives. La fonction d'onde est supposée normalisée par une condition 
quelconque, par exemple par la condition (0) = 1. 


1 À strictement parler, on devra ajouter à cette amplitude un terme cor- 
respondant à la contribution des paramètres d'impact p —+ à la diffusion 
d'angles petits. Toutefois, cette contribution est d'ordinaire petite par rapport 
à celle décrite. 

3 Ce type de diffusion est appelé halo, en rapport avec certains phéno- 
mènes météorologiques, dans la théorie desquels il est rencontré. 
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Sur la partie négative de l'axe réel (£ < 0) les exponentielles 
dans (128,1) sont réelles ; l’une d'elles décroît et l’autre croît lorsque 
r—o. De la condition de réalité de y résulte que les fonctions 
A(E) et B(E) sont réelles pour E <0; par voie de conséquence, 
il en résulte que ces fonctions ont des valeurs complexes conjuguées 
en deux points arbitraires symétriques par rapport à l'axe réel: 


A(E*)= A°(E), B(E*)= B*(E). (128,2) 
Passant du demi-axe réel négatif au demi-axe positif par le demi- 


plan supérieur, nous obtenons l'expression asymptotique de la fonc- 
tion d'onde pour E > 0 sous la forme 


x= A(E)ei+ B(E)e-i, k=Y ae . (128,3) 


Si le passage s'effectue par le demi-plan inférieur, on obtient 

x= À* (E)e-ikr + B* (E) ex. 
Comme % doit être une fonction uniforme de E, cela signifie que 

A(E)=B*(E) pour E>0 (128,4) 
(cette relation résulte aussi directement de la réalité de x pour 
E > 0). Mais, la racine V —E dans (128,1) étant multiforme, il 
en est de même des coefficients A(E) et B(E). Pour uniformiser, 
nous couperons le plan complexe suivant le demi-axe positif. Après 
cette coupure W—E devient uniforme et assure l'uniformité de la 
détermination de A(£E) et de B(E). Alors, sur les bords supérieur 
et inférieur de la coupure ces fonctions prennent des valeurs conju- 
guées [dans l'expression (128,3) A(E) et B(E) sont prises sur le 
bord supérieur de la coupure]. 


Nous appellerons le plan complexe ainsi coupé feuillet physi- 
que de surface de Riemann. En vertu de notre convention, on a sur 


tout ce feuillet 
ReVÿ—E > O0. (128,5) 


Notamment, sur le bord supérieur de la coupure la quantité V—E 
ainsi définie devient —iVE:. 

Dans (128,3) les facteurs et” et e-ik, et donc les deux termes 
de x, sont du même ordre de grandeur ; l’expression asymptotique de 


1 Dans toute la suite de ce paragraphe nous étudions les propriétés de 
l'amplitude de diffusion sur le feuillet physique. Mais nous aurons ultérieure- 
ment à envisager dans plusieurs cas un second feuillet de Riemann non physique 


(cf. $ 134). Sur ce feuillet 
Re V—E<0. (128,5a) 


On passe du demi-axe positif dans le feuillet non physique directement en bas 
en traversant la coupure. 
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la forme (128,3) est, en conséquence, toujours légitime. Sur tout le 
reste du feuillet physique le premier terme dans (128,1) s'amortit 
exponentiellement, et le second croît lorsque r —+00 [en raison de 
(128,5)]. C'est pourquoi les deux termes dans (128,1) sont de divers 
ordres de grandeur, et cette expression, en tant que forme asymp- 
totique de la fonction d’onde, peut être illégitime (le petit terme 
qu’elle contient peut, vis-à-vis du grand terme, être abusivement 
précis). Pour que l'expression (128,1) soit légitime, le rapport du 
petit terme au grand ne doit pas être inférieur à l’ordre de grandeur 
relatif de l'énergie potentielle (U/E) négligée dans l'équation de 
Schrôdinger lors du passage dans la région asymptotique. Autrement 
dit, le champ U(r) doit satisfaire à la condition: 
U(r) décroît, lorsque r —+ 00, plus vite que 


exp (—* UE, ReV—E). (128,6) 


Cette condition étant observée, l'expression asymptotique de la 
forme (128,1) est légitime sur tout le feuillet physique. Etant solu- 
tion d’une équation avec des coefficients finis, elle ne peut avoir de 
singularités en E. C'est dire que les fonctions À (E) et B(E) sont 
régulières sur tout le feuillet physique, excepté le point E =0; 
ce dernier, d’où part la coupure, est un point de branchement de 
ces fonctions. 

Aux états liés de la particule dans le champ U(r) correspondent 
des fonctions d'onde s’annulant lorsque r — 0. Cela signifie que 
le second terme de (128,1) ne doit pas figurer, c'est-à-dire qu’aux 
niveaux d'énergie discrets correspondent des zéros de B(E). L'équa- 
tion de Schrôdinger n'ayant que des valeurs propres réelles, tous 
les zéros de B(E) sur le feuillet physique sont réels (et situés sur 
le demi-axe négatif). 

Les fonctions A(E) et B(E) pour E > 0 sont directement liées 
à l'amplitude de diffusion dans le champ U (r). En effet, comparant 
(128,3) avec l'expression asymptotique de x écrite sous la forme 
(33,20), 


x = const [ef (er+6. 6-4 tRr+0], (128,7) 
l'on voit que 
F2 = ertô. (E, (128,8) 


Pour ce qui est de l’amplitude de diffusion de moment / —0, on a, 
en vertu de (123,15), 


i ñ A : 
Leg )e (5+ 1): (128,9) 


A et B sont prises sur le bord supérieur de la coupure. 
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Considérant maintenant l'amplitude de diffusion comme fonc- 
tion de E sur tout le feuillet physique, l'on voit que les niveaux 
d’énergie discrets sont ses pôles simples. Si le champ U (r) satisfait 
à la condition (128,6), en vertu de ce qui a été dit plus haut, 
l'amplitude de diffusion n’a pas d’autres points singuliers. 

Calculons le résidu de l’amplitude de diffusion relativement 
à son pôle dans un niveau d'énergie discret quelconque E = E, < 0. 
Ecrivons à cet effet les équations vérifiées par la fonction % et sa 
dérivée par rapport à l'énergie : 

2m dy \” 2m 04 2m 
Multipliant la première par Oy/0E, la seconde par %, retranchant 
l’une de l’autre et intégrant sur dr, il vient: 


r dx \"__2m fe 
VE —1(5#) Sr fr dr. (128,10) 
0 


Appliquons cette relation pour E =E, et r — 00. L'intégrale du 
second membre devient l'unité lorsque 7 —+o si la fonction d'onde 


de l’état lié est normalisée par la condition usuelle | y*dr — 1. 
On substitue dans le premier membre à y son expression (128,1), 
compte tenu du fait que, au voisinage du point E = E, : 
AD AE) As BE R(E+IE DE. SBE+IE D. 
On obtient finalement : 
= AÂ Var 


On trouve à l’aide de ces expressions qu’au voisinage de E—E, 
le terme principal dans l’amplitude de diffusion (coïncidant avec 
l'amplitude pour {=0) a la forme: 

__ h2A3 1 
De la sorte, le résidu de l’amplitude de diffusion dans un niveau 
discret est déterminé par le coefficient À, dans l'expression asympto- 


tique 
x= À, exp (- Er, (128,12) 
de la fonction d’onde normalisée de l’état stationnaire correspondant. 


1 Excepté le point E=0 qui est singulier, vu la singularité des fonctions 
A(E) et B(E) indiquée ci-dessus. Mais l'amplitude de diffusion reste finie 
lorsque E —+0 (cf. $ 132). Pour être lacanique, nous ne referons plus cette 
réserve par la suite. 
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Retournant à l'étude des propriétés analytiques de l'amplitude 
de diffusion, considérons les cas où la condition (128,6) n’est pas 
remplie. Dans de tels champs, seul le terme croissant de (128,1) 
est partie correcte de la forme asymptotique de la solution de l'équa- 
tion de Schrôdinger sur tout le feuillet physique. En conséquence, 
on peut, comme avant, affirmer que la fonction B(E) n'a pas de 
singularités. 

La fonction À (E), elle, ne peut être définie dans ces conditions 
dans le plan complexe que comme prolongement analytique de la 
fonction représentant le coefficient dans l'expression asymptotique 
de + sur le demi-axe positif où les deux termes de y sont légitimes. 
Mais un tel prolongement donne en général des résultats différents 
selon qu'il part du bord supérieur ou du bord inférieur de la coupure. 
Pour uniformiser, nous conviendrons de déterminer .1(£) dans les 
demi-plans supérieur et inférieur en tant que prolongements analy- 
tiques issus respectivement des bords supérieur et inférieur du demi- 
axe positif: alors la coupure doit être, en général, prolongée sur 
tout l'axe réel. La fonction ainsi définie jouit comme avant de la 
propriété A(E*)= A*(E), mais, en général, elle n’est réelle ni sur 
le demi-axe positif, ni sur le demi-axe négatif. Elle peut aussi avoir, 
en principe, des singularités. 

Montrons qu'il existe, néanmoins, une catégorie de champs pour 
lesquels la fonction À (E) ne possède pas de singularités à l’intérieur 
du feuillet physique, bien que la condition (128,6) ne soit pas remplie. 

Pour cela, nous considérerons x comme une fonction de la varia- 
ble complexe r pour la valeur donnée (complexe) de l'énergie E. 
I!suffira alors de se borner aux valeurs de E dans le demi-plan supé- 
rieur, les valeurs de la fonction À (E) dans les deux demi-plans étant 
conjuguées. Pour les valeurs de r telles que Er? est un nombre réel 
positif, les deux termes dans la fonction d'onde (128,1) sont du 
même ordre, c’est-à-dire que nous sommes revenus à la situation qui 
se présente pour E > 0 et les r réels, lorsque les deux termes dans 
l'expression asymptotique de x sont légitimes quel que soit le champ 
U (r) s'annulant à l'infini. Aussi peut-on affirmer que A(E) ne 
peut avoir de points singuliers pour les valeurs de E pour lesquelles 
U (r)} —0 lorsque r —+o le long du rayon où Er > 0. Lorsque E 
parcourt toutes les valeurs dans le demi-plan supérieur, la condition 
Er* > 0 distingue le quadrant inférieur droit du plan de la variable 
complexe r. De la sorte, nous sommes conduits à la conclusion que 
A (E) n’a pas non plus de singularités à l’intérieur du feuillet phy- 
sique lorsque U (r) satisfait à la condition (L. Landau, 1961)!: 


U (r} —0 lorsque r —+o dans le demi-plan de droite. (128,13) 


t'U(r) étant réelle sur l'axe réel, on a U(r°)=U"* (r); c'est pourquoi 
l'observation de la condition (128,13) dans le quadrant inférieur droit signifie 
automatiquement son observation dans tout le demi-plan droit. 
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Les conditions (128,6) et (128,13) embrassent une catégorie très 
large de champs. Aussi peut-on dire que l’amplitude de diffusion 
n'a pas, en règle générale, de singularités dans les deux demi-plans. 
Sur le demi-axe négatif lui-même (faisant partie du feuillet physique 
en l'absence de coupure suivant ce demi-axe) l'amplitude de dif- 
fusion a des pôles correspondant aux énergies des états liés; en 
présence de coupure, on peut y avoir encore d’autres singularités. 

C'est le cas, notamment, des champs de la forme 


U = const -r"e-r/a (128,14) 


(avec n arbitraire). Sur le segment O<— E < h°/8ma° du demi-axe 
négatif la condition (128,6) est remplie, de sorte qu'on n'a pas 
à couper suivant ce segment, et l’amplitude de diffusion n’y a que 
des pôles correspondant aux états liés. Le reste du demi-axe négatif 
peut contenir également des pôles superflus et d'autres singularités 
(S. T. Ma, 1946). Leur apparition est due à ce que la fonction 
(128,14) cesse de tendre vers zéro lorsque r —+ suivant un rayon 
le long duquel Er? > 0 dès que l’image de E (jusque-là dans le 
demi-plan supérieur) traverse le demi-axe négatif (le rayon en 
question passant alors à gauche de l’axe imaginaire du plan com- 
plexe r). 

Puis, considérons les propriétés analytiques de l'amplitude de 
diffusion lorsque |E|—+o. Lorsque E—+ le long de l’axe 
réel, l'approximation de Born joue et l'amplitude de diffusion tend 
vers zéro. En vertu de ce qui précède, une telle situation se présente 
aussi lorsque E tend vers l'infini dans le plan complexe le long 
d’une droite quelconque arg E=const, si l’on considère alors des 
valeurs complexes de r telles que Er? > 0. Si U —+0 lorsque r — oo 


le long de la droite, arg r=—-argE, et si U (r) n'a aucune sin- 


gularité sur cette droite, la condition d'application de l'approxi- 
mation de Born est remplie et l'amplitude de diffusion tend comme 
auparavant vers zéro. Lorsque arg E parcourt toutes les valeurs 
de O0 à x, arg r parcourt les valeurs de 0 à—x/2. 

En définitive, on conclut que l'amplitude de diffusion tend vers 
zéro à l'infini dans toutes les directions du plan E si la fonction 
U (r) n’a pas de singularités dans le demi-plan droit r et s’annule 
à l'infini. 

Bien que nous envisagions ci-dessus une diffusion de moment 
1—0, en réalité tous les résultats exposés subsistent pour les ampli- 
tudes partielles de diffusion de moment non nul arbitraire. La seule 
différence dans les déductions est qu'il faudrait écrire au lieu des 
facteurs ett#” dans les expressions asymptotiques de x les fonctions 
d'onde radiales exactes du mouvement libre (33,16)*. 


1 On ne peut se servir de la forme limite (33,17) de ces fonctions que pour 
E > 0; dans le reste du plan E, où les deux termes dans x sont d'ordres de 
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Quelques modifications doivent être apportées aux formules 
(128,9) et (128,11) lorsque /Æ 0. On a à présent au lieu de (128,7): 


U=rTR;= const-{exp [i (er—5+ ôi)] — 


— exp [—i(er-5+6)] (128,15) 

et on obtient pour l'amplitude partielle f, [définie par (123,15)] : 
nie r A 

LR [—n +]. (128,16) 


Le terme principal dans l'amplitude de diffusion au voisinage du 
niveau E —E, de moment / est donné, au lieu de (128,11), par la 
formule 
FR QI + 1) fiPalcos 0) =(—1) 43 PAL (2141) P, (cos 8) 
fe mt F. 2m E+]|El £ | 
(128,17) 


$ 129. Relation de dispersion 


Nous avons étudié au paragraphe précédent les propriétés analy- 
tiques des amplitudes partielles de diffusion avec des / donnés. 
Nous avons vu que ces propriétés se compliquaient par la possibilité 
d'apparition de singularités «superflues » et d’irrégularité à l'infini. 
L'amplitude totale elle aussi, considérée comme fonction de l’éner- 
gie pour des valeurs données de l’angle de diffusion, possède évi- 
demment de telles propriétés. Mais fait exception l'amplitude de 
diffusion d’un angle nul. Comme nous allons le montrer, ses pro- 
priétés analytiques sont bien plus simples. 

Ecrivant l'équation de Schrôdinger pour la fonction d'onde de 
la particule diffusée sous la forme: 


Ab + Rp = EE +, (129,1) 


nous la considérerons formellement comme une équation d’onde 
avec second membre, c’est-à-dire comme une équation de potentiels 
retardés connue en électrodynamique. 

La solution de cette équation décrivant le «rayonnement » dans 
une certaine direction k’ à de grandes distances R, du centre a, 
comme on le sait, la forme suivante (voir II $ 66): 


(Ro 
Vase — 7 ge | A ver rdV. (129,2) 


grandeur différents, l’utilisation de ces valeurs limites introduirait dans x une 
erreur en général plus grande que celle faite en négligeant U dans l'équation 
de Schrôdinger. 
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Dans le cas donné cette expression représente la fonction d’onde de 
la particule diffusée, et le coefficient de etRe/R, est l’amplitude de 
diffusion f(6, E). Notamment, posant k’—k(k étant le vecteur 
d'onde de la particule incidente), on obtient l'amplitude de diffu- 
sion de l’angle 0: 


FO, E)=— f Unpe- its dV (129,3) 


(l'axe des z est confondu avec k). Certes, cette expression n'a qu’un 
sens formel, puisqu'on retrouve sous le signe somme la fonction 
inconnue. Mais elle permet de tirer certaines conclusions sur les pro- 
priétés analytiques de f (0, E) en tant que fonction de l'énergie E.1 

La fonction sous le signe somme est constituée pour les r grands 
par deux parties: d'une onde incidente et d’une onde divergente. 
Cette dernière est en raison de e!*”, de sorte que la partie correspon- 
dante de l'intégrale contient sous le signe somme l'expression eft (21. 
Par ailleurs, quand on passe dans le plan complexe (du bord su- 
périeur de la coupure suivant le demi-axe positif) ik est remplacé 
par—V—2mE/h, avec sur tout le feuillet physique ReV—E > 0. 
Comme r>2, on a Refik(r—2)] < 0, et l'intégrale converge pour 
tout E complexe. En ce qui concerne l’onde incidente dans %, pro- 

rtionnelle à e‘*, dans la partie correspondante de l'intégrale les 
acteurs exponentiels se réduisent, de sorte que cette partie converge 
également. 

La fonction ÿ dans l'intégrale (129,3) est univoquement détermi: 
née pour tout E complexe en tant que solution de l’équation de 
Schrodinger contenant, outre l’onde plane, seulement une partie qui 
(lorsque r —+ oo) s’amortit. Il s'ensuit que l'intégrale convergente 
tout entière (129,2) est univoquement déterminée, de sorte que ses 
singularités ne peuvent apparaître que si + devient infinie. Il en 
est ainsi dans les spectres d’énergie discrets *. 

Il est tout aussi facile de voir que f(0, E) reste finie lorsque 
|E|—+00. Pour les grands |E|, on peut négliger dans l'équation 


1 Il est bien entendu que le champ U(r) décroîft, lorsque 7 —+ ©, assez 
vite pour que f(0, E) (pour E > 0) existe (voir $ 124). 

3 Pour éviter tout malentendu, soulignons qu'il s’agit en l’occurrence de la 
fonction d'onde totale du système # normalisée par la condition d'égalité 
à l'unité du coefficient de l'onde plane dans son expression asymptotique 
{cf. (123,3). Dans le paragraphe précédent, nous considérions les parties (1) 
de la fonction d'onde répondant à des valeurs déterminées de {, et les 4, étaient 
pee arbitrairement normalisées. Si l’on développe la fonction d'onde totale w 
en fonctions w,. Ces dernières entreront dans ÿ avec des coefficients proportion- 
nels à 1/B,; ainsi, la fonction (128,3) avec { =0 doit entrer dans vŸ sous la forme 

te [CA+B) el” — 91B sin kr). 
C'est pourquoi devient infinie aux zéros des fonctions B;(E), c'est-à-dire dans 
les niveaux d'énergie discrets. 
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de Schrôdinger (129,1) le terme contenant U, de sorte que seule 
l'onde plane subsiste dans 4 :  — e/#. Finalement, l'intégrale (129,2) 
devient 

2nh3 


ce qui coïncide, comme il se doit, avec l’amplitude de Born (126,4) 
de diffusion d'angle 0(g=0): notons-la f, (0). 


© 


FO, c)=— 2 [ U dv, 


Fig. 46 


Ainsi donc, nous sommes conduits à cette conclusion que l’ampli- 
tude de diffusion d’angle 0 est régulière sur tout le feuillet physique 
(y compris l'infini), sauf aux pôles obligatoires sur le demi-axe 
négatif aux niveaux d'énergie discrets1. 

Considérons l'intégrale 


1 (ÉO. E)—Ie jp 
CE) Ver e mt (129,4) 


prise le long du contour de la fig. 46; ce contour est constitué par 
le cercle à l'infini et un lacet excluant le demi-axe positif. L'inté- 
grale sur le cercle est nulle, étant donné que f(0, oœ)—f,=0. 
L'intégration sur les deux bords du lacet donne 


1 (Im. E) jpr. 
ee md 


on a pris en considération ici que, d’après la définition adoptée au 
$ 128, l'amplitude physique de diffusion se donne pour les E réels 
positifs sur le bord supérieur de la coupure, et elle a des valeurs 
conjuguées sur le bord inférieur. 

ar ailleurs, le théorème de Cauchy stipule que (129,4) est égale 
à la somme de f(0, E)—f, et des résidus R, de la fonction à intégrer 
à tous les pôles E’=E, de f(0, E”)/(E‘—-E), les E, étant les ni- 
veaux d'énergie discrets; ces résidus sont donnés par la formule 


1 L'idée de la démonstration exposée appartient à L. Faddéeu (1958). 
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(128,17) et ont pour valeurs 


R,= d=—(— 1)» (21, + 1) 2e W'Ain (199,5) 


F E,—E: 


({, est le moment de l’état d'énergie E,). 
On a ainsi 


FO, E)=fa+ Fear LÉ . (129.6) 


C'est la relation de dispersion déterminant f(0, E) en tout point du 
feuillet physique d'après les valeurs de sa partie imaginaire pour 
E > 0(D. Ÿ. Wong, 1957; N. N. Khuri, 1957). 
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Lorsque le point E tend vers le bord supérieur de la coupure, 
l'intégrale le long de l’axe réel dans (129,6) doit être prise en contour- 
nant le pôle E=E par le bas; si l'on contourne sur une demi- 
circonférence infiniment petite (fig. 47); la partie correspondante de 
l'intégrale donne dans le second membre de l'équation (129, 6) 
{Imf(0, E), et le reste de l'intégrale de 0 à œ doit être compris 
comme la partie principale. On obtient finalement la formule : 


Re[O. Del LUE CEE dE +È ES. (29,17 


qui donne pour E > 0 la partie réelle de l'amplitude de diffusion 
d'angle O d’après sa partie imaginaire (l’intégrale barrée désigne, 
comme d'usage, la partie principale). Rappelons que, en vertu de 
(125,9), cette dernière est liée à la section de diffusion totale. 


$ 130. Amplitude de diffusion en représentation 
des impulsions 


La notion d'amplitude de diffusion ne contient que les directions 
des impulsions initiale et finale de la particule diffusée. Dès lors, 
on est tout naturellement conduit à cette notion en formulant le 
problème de la diffusion en représentation des impulsions, où la 
question de la distribution spatiale de touté l’image du processus 
ne se pose pas. Nous allons montrer comment on opère. 
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En premier lieu, nous allons écrire l’équation de Schrôdinger 
initiale 
2 à 
— À ag (+ [0 (N—E] bn =0, (130,1) 
en représentation des impulsions en passant des fonctions d’onde 


de coordonnées aux fonctions d'onde d’impulsions, c'est-à-dire aux 
composantes de Fourier 


a(q)=  v(re-trdv. (130,2) 
Inversement : 
p= (ape ts. (130,3) 


Multiplions l'équation (130,1) par e-‘* et intégrons-la sur dV. 
On obtient dans le premier terme après une double intégration par 
parties : 


f e—tar Av (r) dV = \ d (r) Ae-te dV = — q'a(q). 


Nous écrirons dans le second terme, en y substituant 4 (r) sous 
la forme (130,3) 
dq 


fu (r) (r)e- {ar dV =(( U (r)e-(a(q'}es"dV Qnÿ 
, », Bq' 
=[Ua—-a20)E: 
où U(q) est la composante de Fourier du champ U (r):: 
U (a = SU (net dv. 
De cette façon, l'équation de Schrôdinger devient en représen- 
tation des impulsions : 
(ES —E)a@+[u age) =0. (130,4 


Notons que cette équation est intégrale, et non différentielle. 
Représentons la fonction d'onde décrivant la diffusion des parti- 
cules à impulsion Âk sous la forme 


di (r) = ef y (r), (130,5) 


xx (r) étant une fonction ayant asymptotiquement (quand r —+ co) 
la forme d’une onde sphérique divergente. Elle a pour composante 


de Fourier 
ax (q) = (2x) ô (4 —k) + xx (4) (130,6) 


1 Pour la commodité des notations, nous écrivons q sous forme d’argument 
de la composante de Fourier, au lieu de l'écrire en indice. 
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et la substitution dans (130,4) donne pour yx (q) l'équation suivante 1: 
2 ‘ 
À (ES — 9") (a) = U (a—k) + [ U (a— gx (a) ES. (130,7) 


Il y a intérêt à transformer cette équation en introduisant au 
lieu de y (q) une autre fonction inconnue définie par l'égalité 


2m F(k, 
du (QD = 5. (130,8) 


Ainsi s'élimine la singularité pour g*=k* dans les coefficients de 
l'équation (130,7), qui prend la forme: 


=—U(a—k—27 (var, a) êe 
Fe, = 0 (an ECO PE. (130,9) 
Le terme i0 (qui signifie limite de iô quand ô— +0) a été intro- 
duit dans la définition (130,8) pour donner un sens déterminé à 
l'intégrale (130,9): il établit le procédé de contournement du pôle 
g'*=k(cf. $ 43). Nous allons montrer qu’un tel procédé de con- 
tournement correspond précisément à la forme asymptotique de la 
fonction 
9m F(k, qe dq 
Xx = g5— RO (2x) (130,10) 


A cet effet, nous écrirons d’g = g'dgdo, et nous effectuerons, 
en premier lieu, une intégration sur do, — sur les directions de q 
par rapport à r. Une intégration de ce genre a déjà été faite lors 
de la transformation du premier terme dans (125,2); elle conduit 
(dans le domaine des grands r) à l'expression 

_ 2mOu( F(kqn')e®—F(k, —gn')e-# gd’ 
DOS Er) g—=RI— 10 (2x 


(où n’=r/r), ou bien 


im (EF (ke, gn°) e‘9r gdgq 
Qn2h?r g—k3—i0 
© 


x (N=— 


L'expression sous le signe d’intégration a des pôles aux points 
g=Rk<+i0 et g——k—;i0, qui sont contournés lors de l’intégration 
(dans le plan de la variable complexe qg) respectivement par le 
bas et par le haut (fig. 48 a). Déplaçons quelque peu le chemin 
d'intégration dans le demi-plan supérieur en le remplaçant par 
une ligne droite parallèle à l’axe réel et par une boucle fermée 


1 D'après les propriétés de la fonction 6, le produit (g*—%?)ü(q—k), 
multiplié par une fonction arbitraire f () me singularité pour q=k) et intégré 
sur dg, donne zéro. En ce sens. le produit (g®— k&?) 6 (q—k) == 0. 
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embrassant le pôle g=k (fig. 48 b). L'intégrale sur la droite s'an- 
nule lorsque r —+ oo (étant donné qu'on a sous le signe d'’intégra- 
tion le facteur exp (—rImg), et l'intégrale sur la boucle fermée 
est déterminée par le résidu de l’expression sous le signe d'inté- 
gration au pôle g9—=k (multiplié par 2x); on trouve en définitive: 


kr 
x (= T F (En, En’) (130,11) 
(n est le vecteur unité dans la direction de k). Nous avons ainsi 
@ ———?—— 
a) ë) 
Fig. 48 


obtenu la forme asymptotique exigée de la fonction d'onde, et 
l'amplitude de diffusion est : 


f(n, n°) = F(kn, kn’). (130,12) 


De la sorte, l'amplitude de diffusion est déterminée par la valeur, 
ST RE de la fonction F(k, q) vérifiant l'équation intégrale 
130,9). 

Lorsque la théorie des perturbations s'applique, l’équation (130,9) 
se résout facilement par itérations successives. En première be 
mation, omettant complètement le terme intégral, on obtient 
F(k, qd=—U(q, —k). A l'approximation suivante, on substitue 
dans le terme intégral F (k, q) de la première approximation; pour 
l'amplitude de diffusion (130,12) on trouve alors (en changeant 
quelque peu les notations des variables) : 


nm : 2m (U(k'—k)U(k"—k) PK” 
avec k—Æ#%n, k’—kn’. Le premier terme coïncide avec la for- 
mule (126,4) de la première approximation de Born, et le second 
ns l'apport de la seconde approximation à l'amplitude de dif- 
usion ?. 

L'expression (130,13) montre la circonstance mentionnée au $ 126 
que dès la seconde approximation l'amplitude de diffusion perd la 
propriété de symétrie (126,8). De prime abord, il peut sembler que 


1 Ce résultat s'obtient aussi facilement, bien entendu, sans passer en re. 
présentation des impulsions : le fait que la formule de seconde approximation se 
distingue de la formule de celle de la première approximation par le remplacement de 
U En par l'expression entre accolades dans (130,13) est évident si l'on com- 
pare les formules (43,1) et (43,6). 
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le terme intégral dans (130,13) soit aussi symétrique vis-à-vis de 
l'échange des états initial et final. En réalité, toutefois, une telle 
symétrie est absente du fait que le contour d'intégration (le sens 
du contournement du pôle) change quand on passe à l'expression 
complexe conjuguée. 


$ 131. Diffusion aux grandes énergies 


Si l'énergie potentielle n'est pas petite devant Â’/maî (a étant, 
comme d'ordinaire, le rayon d'action du champ), la situation peut 
se présenter où l'énergie des particules diffusées est si grande que 


UE À (Roy, (131,1 
alors que dans le même temps 
3 
01» ko= À, (131,2) 


il est alors, évidemment, sous-entendu que 
ka 1. (131,3) 


Dans un tel cas nous avons affaire à la diffusion de particules rapi- 
des, à laquelle, cependant l'approximation de Born ne s'applique 
pas (aucune des conditions (126, 1 et 2) n’est remplie). 

Pour étudier ce cas, on peut se servir de l'expression de la fonc- 
tion d'onde sous la forme (49,9) : 


pe F(r), Fo=em(-E [u&), (131,4) 


pour l'application de laquelle la condition |U]<£E suffit. Il a été 
noté au $ 45 que cette expression ne vaut que pour z2<< ka’; aussi 
ne peut-on directement la prolonger jusqu'aux distances où l’expres- 
sion asymptotique (123,3) est déjà légitime. Or, ceci n’est nulle- 
ment nécessaire: pour calculer l'amplitude de diffusion, il suffit 
de connaître la fonction d'onde aux distances z pour lesquelles 
a z ka’; alors, l'intégrale dans F(r) peut être étendue jusqu'à 
l'infini : 

Ÿ=efs S(p), (131,5) 
où l'on a posé 


S(p)=exp[26(p)], 6(6)=—7 | Ude (131,6) 


(p est le rayon vecteur dans le plan xy). 
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La diffusion de particules rapides se fait principalement dans 
des angles petits, lesquels seront précisément envisagés. Alors, 
la variation de l'impulsion #q est relativement petite (g<£), si 
bien que q peut être considéré comme étant perpendiculaire au 
vecteur d'onde k de la particule incidente, c'est-à-dire comme étant 
contenu dans le plan xy. L’onde diffusée s’obtient en retranchant 
de (131,5) l'onde incidente e’*: (la fonction (131,4) quand z = — oo). 
Pour ce qui est de l'amplitude de diffusion avec pour vecteur d'onde 
k’=k+q, elle est proportionnelle à la composante correspondante 
pe Fourier de l’onde diffusée ? : 


fon À [S(p)— 1] e-t2 d'p 


(d'p = dx dy). Le coefficient de proportionnalité dans cette expres- 
sion peut ensuite s’obtenir en comparant avec le cas limite de l’ap- 
proximation de Born (cf. plus bas). 

On peut aussi faire le calcul suivant un autre procédé, qui donne 
d'emblée une expression bien déterminée. À cet effet, nous utilise- 
rons la formule (129,2) où nous substituerons l’expression de 1 don- 
née par (131,4). Si l'on note alors que, en vertu de (45,8), 

2m 1, 0F 
F UF =2ik & é 
on obtient pour l'amplitude de diffusion (coefficient de e*?./R,): 
k (OF k 
F= ge SP dx dy de = 2 Ÿ[F (= 00)—F (2 = —c0)] e-(& dx dy. 


Substituant l’expression de F, on obtient finalement *: 
= + À [S(P)—1] 6-12 dp. (131,7) 


Si l'énergie est si grande que 8 —|U]|a/hv< 1, l'approximation 
de Aon APONAUE En effet, décomposant S—1= 2iô, on déduit 
e (131,7) 


= en — —1qp 
5] Ue dp dz, 
ce qui est conforme à (126,4). 


1 Un tel procédé pour déterminer l'amplitude de diffusion est analogue à la 
méthode appliquée dans l'étude de la diffraction de Fraunhofer (cf. Î] Su 
Notons que ce sont précisément les effets de diffraction qui rendent impossible 
l'utilisation de la formule (131,4) pour z > kaî. 

2 Dans le cas bidimensionnel, l'amplitude de diffusion dans le champ U (x, z) 
est déterminée par une formule analogue : 


f= Va) ([S(x)—1}e-{9x dx. (131,7) 


Le carré 1 F1 48 est la section de diffusion rapportée à l'unité de longueur le 
long de l'axe des y (6 est l'angle de diffusion dans le plan xz). 
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Utilisant le théorème optique (125,9), on peut déduire de (131,7) 
la section totale. L'amplitude de diffusion d’un angle nul est la 
valeur de f pour q=0. Aussi trouve-t-on 


o=[2Re(1—S)dp = ( 4sin* 6 (p)d'p. (131,8) 


L'expression sous le signe d'intégration peut être considérée comme 
la section de diffusion pour des particules dont le paramètre d’im- 
pact est compris dans l'intervalle d'p (cf. (123,12)):. 

La formule (131,7) n'implique pas la symétrie centrale du champ. 
Il est instructif de voir comment pour un champ central symétri- 
que cette formule peut être directement déduite de la formule géné- 
rale exacte (123,11). 

Dans les conditions (131, 1-3) le rôle fondamental dans la dif- 
fusion est joué par les amplitudes partielles avec des moments / 
grands. Ceci étant, la condition de quasi-classicisme pour les fonc- 
tions d'ondes est remplie, ce qui permet d'utiliser pour 6, la for- 
mule (124,1). En y posant r,&l/k, r?=2+ B/k*, on obtient 


om vod on fyyrTFE 
RG) prete SUV ) de, 


ce qui coïncide avec la valeur de la fonction &6(p) (131,6) pour 
p=l/k.* Puis, dans le domaine des petits angles (8<£ 1), les poly- 
nômes de Legendre avec des { grands peuvent être mis sous la 
forme (49,6): 


2x 


P,(cos 8) = J, (64) “af cos ® dy. 


Substituant cette expression dans la formule (123,11) et passant 
dans celle-ci de la sommation (sur les grands {) à l'intégration, on 


1 I] sera donné au 6 152 une généralisation des formules (131, 7-8) au cas 
de la diffusion par un système de particules. 

3 La fonction quasi classique 2ñ8(p) est la variation de l'action liée au 
champ U lorsque la particule passe le long d’une trajectoire classique. Pour 
une particule rapide cette trajectoire peut être considérée comme étant rectiligne, 
et alors 26 (p) coïncide avec la différence des intégrales d’action classiques : 


Î veu a | ex | U d. 


En ce sens, la fonction 26 (p) joue ici un rôle analogue à l'eikonale en optique 
géométrique. De ce fait, l’approximation envisagée en théorie de la diffusion 
est souvent appelée approximation d'eikonale. Soulignons, toutefois, que l'ampli- 
tude de diffusion ne se réduit nullement à son expression quasi classique, puis- 
qu'en général les conditions Œ 51, 8, > 1 ne sont pas remplies. 
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obtient : 
1 2n 41 
F=+(Qre-etenedp.1dt = À (fee dp, (131,9) 
0 


où q et p sont des vecteurs à deux dimensions de valeurs abso- 
lues g=k0, p=1/R. Enfin, substituant ici f, sous la forme (123,15) 
avec ô,—6({/k), nous retrouvons la formule (131,7). 

Notons de même que, pour la diffusion dans un champ central 
symétrique, la formule (131,7), après intégration sur l’angle polaire q 
dans le plan xy (d'p =p dp dq), prend la forme: 


f=— ik ( {exp [26 (p)]—1}J.(gp)pdp. (131,10) 


Il a déjà été indiqué au $ 126 que l'approximation de Born ne 
s'applique pas à la diffusion de particules rapides d’angles grands 
si la section est alors exponentiellement petite. La méthode exposée 
ici ne convient pas non plus dans ces conditions. En réalité, nous 
avons affaire dans de tels cas à une situation quasi classique où la 
théorie des perturbations est inapplicable. 

En accord avec les règles générales de l’approximation quasi 
classique (comp. $&$ 52, 53), l’exposant dans la loi exponentielle 
de décroissance des sections de diffusion peut être déterminé en con- 
sidérant des «trajectoires complexes» dans la région du mouvement 
classiquement inaccessible ?. 

Dans le problème classique de la diffusion la dépendance entre 
l’angle de déviation 6 de la particule dans le champ U (r) et le para- 
mètre d'impact p est donnée par la formule 


Re ( DE (131,11) 
le rt 1 


où r,, qui est la distance minimum au centre, est racine de l'équation 


1-8 =0 (131,12) 


[cf. (127,5)]. Le cas qui nous intéresse correspond à la région des 
angles dont ne pourrait dévier une particule classique. Ceci étant, 
à ces angles correspondent des solutions complexes p (8) de l'équation 
(131,11) (avec des valeurs correspondantes complexes de r,). On cal- 


1 Pour l'étude de la question du facteur Pier ponentel dans cette loi, cf. 
A. Patachinski, V. Pokrovski, 1. Khalatnikov, J Ph. E. T., 45, 989, 1963 

* La méthode exposée s'applique non seulement lorsque les E sont grands, 
mais aussi dans tous les cas de diffusion exponentiellement petite. 
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cule l’action au moyen de la fonction p (8) ainsi trouvée et du moment 
orbital classique mp : 


S(8)= mo | p (8) 48 (131,13) 


(v étant la vitesse de la particule à l'infini). L’amplitude de diffu- 
sion est 
Fwexp (—+1mse)). (131,14) 

L'équation (131,12) a, en général, plus d’une racine complexe. On 
prendra pour r, dans (131,11) celle pour laquelle la partie imaginaire 
positive Im S est minimum. En outre, si la fonction U(r) possède 
des points singuliers complexes, ils appartiendront aussi aux valeurs 
compétitives de r, 

Le rôle prééminent dans l'intégrale (131,11) revient à la région 
des r —r,. En outre, on peut, dans le cas des grandes énergies E, 
omettre le terme U/E sous le radical; l’intégration donne alors: 


p=r cos. (131,15) 


Si r, est un point singulier de la fonction U(r), il ne dépend 
que des propriétés du champ, mais non de p ou E. Calculant S 
SR RSR à (131,13), on trouve alors que l'amplitude de la 
diffusion 


ñ 


Mais si force est de prendre pour r, une racine de l’équa- 
tion (131,12), alors la forme de l'exposant dépend des propriétés 
concrètes du champ. Ainsi, pour la fonction 

U=Ue-tvre) 


(n'ayant pas de points singuliers à distance finie) on déduit de 
l'équation 


F exp (— 2 sin 7imn). (131,16) 


CORRE PORN OP ES D 
F=l-rÆsins 
la valeur 
: ô 
r, & ia V'ifgsins). (131,17) 


Sa dépendance de 8 étant faible, on peut considérer 7, constant lors 
de l'intégration (131,13), et on obtient pour l'amplitude de diffu- 
sion la formule (131,16) avec r, défini par (131,17). 


1 Rappelons (cf. $ 126) que si U(r) possède une singularité lorsque 7 est 
réel, la décroissance de la section n'est pas exponentielle. 
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Problèmes 


1. Déterminer la section totale de diffusion par un puits de potentiel carré 
sphérique de rayon a et de profondeur U,, sous la condition (131,1): 


U 2k3/m. 
dir tion. Nous avons: 


[1 
\ U dz=—2U, V aï—pt 


En vertu de (131,6), l'amplitude de diffusion vers l'avant (a==0) est: 


FO)=— Î { exp (ee Van) 1 } 2 pige 
Î 


8 Ns 


où v=— Ua/ho est le « paramètre de Born ». À l’aide du théorème optique (125.9), 
on déduit de là la section totale: 


2v v 2v 


Dans le cas limite (de Born) vo cette expression donne o=2raîvi, ce 
qui est conforme au problème 1 $ 126. Dans le cas limite inverse, vÿ 1, 
on a simplement o=2xa*, c'est-à-dire la section géométrique double. Ce 
dernier résultat a un sens simple. Pour v% 1, toutes les particules de para- 
mètre d'impact p < a sont diffusées, c'est-à-dire qu'elles quittent le faisceau 
incident. En ce sens, le puits se comporte comme une sphère « absorbante ». 
Alors, en vertu du principe de Babinet (cf. 11, fin du $ 61), le section totale 
est égale au double de la section d'e absorption ». 

2. Même problème dans le champ U=U, exp (— r'/a?). 

Solution. Nous avons dans ce cas 


1 sin2v cos 2v k 


U dz=a Wa U,exp(— pat). 


Substituant dans (131,7) et faisant dans l’intégrale un changement de variable 
évident, on obtient pour l'amplitude de diffusion d'un angle nul : 


vVr 


1o=— À els) #. 
0 


Ici on a de nouveau ve=U,a/hv. D'où la section totale: 
vVr 
0 = 2rat (cou) À. 
0 
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Pour v<&1 l'expression sous le signe d'intégration se réduit à u/2, et la 
section est o—xa%vi/2, ce qui est conforme au résultat du probe 2 $ 126 
(pour kaÿ> 1). Pour vÿ 1 on écrit l'expression sous le signe d'intégration sous 
la forme (1—e cosu)/u avec un petit paramètre À, que l'on fait tendre 
ensuite vers zéro. On trouve alors en intégrant par parties 


vVx œ 


\ (1— cos u) À &in(v Fa Vase udu=in(v Wn)+cC 
0 


(C est la constante d'’Euler). De la sorte, 
o=2nain(v Ware) pour v> 1. 


8. Déterminer la section de diffusion d'angies petits d'électrons dans un 
champ magnétique concentré dans un domaine cylindrique de rayon a (À. Aha- 
ronov, D. his 1959). 

Solution. Supposons le champ magnétique dirigé le long de l'axe des ÿ, 
confondu avec l’axe du domaine cylindrique, et prenons la direction de l'inci- 
dence des électrons pour axe des z. Alors, l’image tout entière de la diffusion 
ne dépend pas de la coordonnée y, et on envisage dans ce qui suit un problème 
à deux dimensions dans le plan xz. 

( = ris du domaine cylindrique H—0, mais le potentiel vecteur est non 
nul et vau 


© 


étant l'angle polaire dans le plan x2, ® le flux du champ magnétique; en 
effet, intégrant sur l’aire d'un cercle (de rayon r > a) dans ce plan, il vient: 


Qu] an 
faaa=faa-se — 


Le potentiel (1) change la phase de la fonction d'onde (de l'onde plane) des 
électrons ; en vertu de (111,9), on a: 


v=elksexp (ae) (2) 


Cette expression, toutefois, ne “applique pas dans un domaine étroit (de lar- 
ur — a) le long du demi-axe 2 > 0, étant donné que le mouvement des par- 
icules qui ont franchi le domaine du champ est perturbé par celui-ci. 1 
explique la multiformité apparente de la fonction (2) lorsqu'on contourne l'ori- 
ine des coordonnées (l’angle œ s'accroît de 2x). En réalité, au voisinage du 
emi-axe z > 0 on a une coupure (de largeur finie) liée à l’inapplicabilité de 
(2); de part et d'autre de la coupure q a des valeurs qui diffèrent de 2x, par 
exemple F x. 
our la diftusion d'angles 8 petits et avec un faible transfert d'impulsion 
Le kO qél 6€ 1) les distances x— 1/9 a sont essentielles, et on peut 
aire abstraction de la largeur de la coupure. Envisageant le domaine de l'espace 
25 |x|, on peut aussi faire abstraction dans ce domaine de la dépendance de 
% par rapport à x de part et d'autre de l'axe des z; on a alors!: 


exp (—ie®/2hc). x>0, 
v=eE (x, FR { exp(leD/2hc). x < 0. dé 


©. 


1 La formule (3) (ainsi que (131,4) dans le texte) cesse de s'appliquer aux z 
trop grands, alors que les effets de diffraction jouent. 
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L'amplitude «bidimensionnelle » de diffusion se calcule d’après la formule 
(131,7a}. On obtient alors pour g£0: 


= Ve {e (- ke) fearee), 


L'intégrale se calcule en y introduisant le facteur e-Àï et en passant ensuite à 
la limite À —+0. On trouve finalement : 


1 2R on © 
mi — — 2 sin — 
TV a": 
D'où la section de diffusion : 


do=|fld= sin À, (4) 


Pour e®/hc< 1 on déduit de 1à l'expression 
dm 0 
Qnkhre 
qui correspond au cas où la théorie des perturbations s°h lique. 
Remarquons la dépendance périodique de la section ( Pod paper au champ 
magnétique, et notons la divergence de la section totale (liée à 6 —+ 0), bien 


que le champ soit concentré dans un domaine fini de l'espace ; l’une et l’autre 
sont des effets spécifiquement quantiques. 


$ 132. Diffusion de particules lentes 


Considérons les propriétés de la section élastique dans le cas 
limite où les vitesses des particules diffusées sont petites. À sa- 
voir, la vitesse est supposée si petite que la longueur d'onde de 
la particule est grande en comparaison du rayon d'action a du champ 
U(r) (c'est-à-dire que ka & 1), son énergie étant petite en compa- 
raison de la valeur du champ dans ce rayon. Pour résoudre ce pro- 
blème, il faut établir la loi limite de la dépendance des phases 6, par 
rapport au vecteur d'onde & de valeurs petites. 

Lorsque ra, dans l'équation exacte de Schrôdinger (123,7) 
on ne peut négliger que le terme en k*: 


Ri+E REED R, = EU (DR (132,1) 


: a &r & 1/k, on peut aussi omettre le terme contenant U (r), et 
il reste 


Ri+2R— CE R,=0. (132,2) 
1 Rappelons que cette formule (pour q # 0) peut aussi s’obtenir (comme on 


l'a expliqué dans le texte) sans utiliser l'équation de Schrôdinger dans un champ 
de potentiel. 
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La solution générale de cette équation est : 
Ri= Gr + (132,3) 


ri+1° 
Les valeurs des constantes c, et c, peuvent, en principe, être déter- 
minées seulement en résolvant l’équation (132,1) de fonction con- 
crète U(r); bien entendu, elles varient avec /. 
A des distances encore plus grandes, r — 1/k, on peut omettre 
dans l’équation de Schrôdinger le terme contenant U(r), mais non 
k3, de sorte que: 


Ri+ERi+ [e—C]Rr, =0, (132,4) 


qui est l'équation du mouvement libre. La solution de cette équation 


(voir $ 33): 
ere tn@ÆDN sf d \'sinkr 
Re ÉRER re (ue) SE 


d 1 cos kr 


+0 EE) SE (132,5) 


Les coefficients constants ont été choisis ici de sorte que pour kr &1 
cette solution se réduise à (132,3); on raccorde ainsi la solution 
(132,3) dans la région kr & 1 avec la solution (132,5) dans la région 
kr = 1. 

Enfin, lorsque kr 5 1, la solution (132,5) prend la forme asymp- 
totique ($ 33): 


La@i+nn. al Cak! xl 
RES En Sin (ar —+)+rpmes (ar 7). 


Cette somme peut être mise sous la forme 
R,# const-+ sin (ar + 6) ! (132,6) 
où la phase 6, est donnée par 


C: 
AE pen DEEE 3 TRS (132,7) 


(k étant petit, toutes les phases 6, se trouvent être petites). 
Conformément à (123,15), les amplitudes de diffusion partielles 
sont : 


1 
IT GE (*4—1) si , 
et l'on conclut que, dans le cas limite des petites énergies, 
fs kAt. (132,8) 


De la sorte, toutes les amplitudes partielles avec {0 sont 
petites par rapport à l'amplitude de diffusion avec {=0 (ou, comme 
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on qu de là diffusion s). Les négligeant, on obtient pour l'amplitude 
totale 
FOrf= 8 = 0, (132,9) 


C1 


de sorte que do = ado, et la section totale 
o = 4nai. (132,10) 


Lorsque les vitesses sont petites, la diffusion est isotrope dans 
toutes les directions, et sa section ne dépend pas de l'énergie des 
articules1. La quantité constante & est appelée longueur de la dif- 
usion ; elle peut être aussi bien positive que négative. 

Dans le raisonnement développé, il était tacitement supposé 
que le champ U(r) décroissait aux grandes distances (r © a) suffi- 
samment vite pour que les omissions fussent légitimes. Il est facile 
de voir quelle doit être précisément la vitesse de décroissance requise 
de U(r). Pour les r grands, le second terme dans la fonction R, 
(132,3) est petit vis-à-vis du premier. Mais pour qu'on puisse néan- 
moins le garder, les petits termes —c,/r!*1r? conservés dans l’équa- 
tion (132,2) doivent être encore grands vis-à-vis du terme UR,- 
=Uc;r! omis lors du passage de (132,1) à (132,2). Il en résulte que 
U(r) doit décroître plus vite que 1/r***+ pour que la loi (132,8) 
pour l'amplitude partielle f, soit vraie. En particulier, le calcul 
de f,, et donc le résultat (132,9) concernant la diffusion isotrope 
indépendante de l’énergle, n'est valable que si U(r) décroît aux 
grandes distances plus vite que 1/r3. 

Si le champ U (r) décroît exponentiellement aux grandes distan- 
ces, on peut faire certaines déductions sur le caractère des termes 
ultérieurs du développement des amplitudes f, en puissances de À. 
Nous avons vu alors au $ 128 que l'amplitude f,, considérée comme 
fonction de la variable complexe E, est réelle pour les valeurs réelles 
négatives de E.* Il en est donc de même de la fonction g,(E) 
dans l'expression (125,15) 

[ 
f ET &i—ik 


(lorsque E < 0, ik est réel). Par ailleurs, g,(E) est, de par sa défi- 
nition même, réelle pour E > 0. De la sorte, la fonction g,(E) 


1 Lorsque des électrons sont diffusés par des atomes, le rôle de longueur 
a à laquelle doit être comparé 1/4 (condition ka << 1) incombe au rayon atomi- 
que, me Le plusieurs rayons bohriens dans Île cas des atomes complexes 
(plusieurs h?/me?). Vu la grandeur de ce rayon, la constance de la section n'a 
virtuellement lieu dans ce cas que jusqu’à des énergies de l’ordre d’une fraction 
d'électron-volt. Pour des énergies supérieures des électrons, la section dépend 
fortement de l'énergie (effet Ramsauer). 

? Pour les E petits, la condition (128,6) est remplie déjà lorsque U décroît 
comme e7"/2, 
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est réelle pour tous les E réels, et se développe donc en puissan- 
ces entières de E, c'est-à-dire suivant les puissances paires de k. 
En ce qui concerne l’amplitude f,(k) elle-même, on peut donc dire 
qu'elle se développe suivant les puissances entières de {k; tous 
les termes avec des puissances paires de À sont réels, ceux avec 
des puissances impaires étant imaginaires. En vertu de (132,8), le 
développement de f,(k) commence par le terme —6,/k k*!; en 
conséquence, le développement de g,(k) commence par un terme 
proportionnel à k-34. 

Lorsque le champ décroft aux grandes distances suivant la loi 
UÆfr”" avec n<3, le résultat (132,9) sur la constance de 
l'amplitude n'est pas, comme on l’a déjà dit, légitime. 

Considérons la situation qui se présente pour diverses valeurs 
de n. Pour n< 1, pour des vitesses suffisamment petites, on a pra- 
tiquement pour toutes les valeurs du paramètre d'impact p la con- 


dition 
PIU E)15 Ro (132,11) 


et la diffusion est donc décrite par les formules classiques [com- 
parer avec la condition (127,9)]. 

Pour 1 <n< 2, l'inégalité (132,11) est vérifiée dans une grande 
région des p non très grands ; en conséquence, la diffusion d'angles 
non trop petits est classique. Dans le même temps, il existe une ré- 
gion des valeurs de p pour lesquelles 


PLU (p)| Ko, (132,12) 
c'est-à-dire que la condition d'application de la théorie des pertur- 
bations est remplie [comparer avec (126,2)]. 

Pour n > 2, on a aux grandes distances l'inégalité 


Iui<Ë, (132, 13) 


et, en conséquence, la contribution à la diffusion due à l'interaction 
à ces distances peut être calculée à l'aide de la théorie des per- 
turbations (alors qu’aux distances moindres la condition d’appli- 
cation de la théorie des perturbations peut ne pas être remplie):. 
Soit r, une valeur de r telle que, pour r > r,, soit vérifiée l’iné- 
galité (132,13), alors qu'’aussi r,  1/k. En vertu de (126,12), la 
contribution à l’amplitude de diffusion de la région des r Sr, 
est donnée par l’intégrale: 


c 1 si 2m ° sin 
Te mare bg ( ÉÉG  (132,14) 
re qe 

1 La diffusion aux petites vitesses n'est alors nulle part quasi classique, 
vu TES SM est incompatible avec la condition simultanément 
ex p : 
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Pour 2 <n<3, cette intégrale converge à sa limite inférieure, 
et on peut aux petites vitesses (kr, & 1) remplacer cette limite par 
zéro, l'intégrale est alors proportionnelle à g="%-", c'est-à-dire, 
à une puissance négative de la vitesse. Par conséquent, cette con- 
tribution à l’amplitude prédomine ici, de sorte que 


fog-u-m, 2 <n<3. (132,15) 


Ainsi est déterminée la dépendance de la section de diffusion par 
rapport à la vitesse des particules et à l’angle de diffusion. 

Pour n=3, l'intégrale (132,14) présente une divergence loga- 
rithmique à sa limite inférieure. Mais elle est encore partie princi- 
pale de l’amplitude de diffusion, de sorte que 


fon, n=3. (132, 16) 


Pour n > 3, la contribution de la région r S r, décroît lorsque 
k——0, et la diffusion est déterminée par l’amplitude constante 
(132,9). Mais, bien qu’elle soit relativement faible, la contribution 
(132,14) à l'amplitude de diffusion présente ici encore un certain 
intérêt en raison de son «anomalie». La situation «normale», 
U (r) décroissant suffisamment vite, est le développement de f(k) 
en puissances entières de k, tous les termes réels du développement 
étant proportionnels aux puissances paires de À. Par ailleurs, inté- 
grant (132,14) plusieurs fois de suite par parties (réduisant l’expo- 
sant de £ au dénominateur), nous en séparons la partie contenant 
les puissances paires de k, et il reste une intégrale convergente 
lorsque gr, —0 proportionnelle à k®-*, qui n’est pas, en général, 
une puissance paire . 


Problèmes 


1. Déterminer la section de la diffusion de particules lentes par un puits 
de potentiel carré sphérique de profondeur U, et de rayon a. 

Solution. Le vecteur d'onde de la particule est supposé vérifier les con- 
ditions ka<<1 et k<<x, où x— Ÿ 2mU,/h. Seule la phase 6, nous intéresse. 
Aussi poserons-nous { =0 dans l'équation (132,1), ce qui donne pour la fonction 
x=rRo(r) l'équation 4°+x?x=0 pour r < a. La solution de cette équation 
S'annufant pour r=0 (x/r doit être fini pour r=0) est: 

x = À sin xr (r < a). 


Lorsque r > a, la fonction % satisfait à l'équation x°+k?y=0 [équation (132,4) 
avec {=0], d'où 
x=Bsin(kr+6)  (r > a). 
La condition de continuité de 4’/x pour r =a donne: 
k 
xctganx=k# ctg(ka+6.) = Fa+ô 
1 Si nest un entier impair (n—=2p+1), alors n—3—2p—2 est pair. Mais 


1à encore l'intégrale (132,14) a une partie « anomale », et elle contribue à l'am- 
plitude de diffusion proportionnellement à g#?-31nq. 
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d'où l'on détermine 8. On obtient finalement pour l’amplitude de diffusion! 


PAL Lt 
= + 


Lorsque xa< 1 (savoir U, <h/ma}, cette formule donne o= 4 nt (xa)*, en 


accord avec le résultat de l’approximation de Born (cf. prob. 1, $ 126). 
. La même chose pour la diffusion sur un eressaut de potentiel » carré 
sphérique de hauteur Us. 
Solution. Elle se déduit de la solution du problème précédent en rem- 
laçant U, par —U, (on devra alors remplacer x par ix). 
‘amplitude de diffusion : 
Le 
=— ; 
Dans le cas limite xaÿ> 1, on a: 
Ff=—a o=4Anai. 


Ce résultat correspond à la diffusion par une sphère impénétrable de rayon a; 
indiquons FES la mécanique classique donnerait un résultat quatre fois plus 
petit (o= rai). 

3. Déterminer la section de la diffusion de particules de faible énergie dans 
un champ U=a/r, a >0, nr > 3. 

Solution. L'équation (132,1) avec {=0 est: 


_.s X — _ Vim 
LP nd = — 
Par les substitutions . 
7-3 
1=9® Vr, (T5) 


elle prend fa forme 


d'® , 1 dy l 
mtra l'Fn-mal90 
‘équation de Bessel, d'ordre 1/(n—2), à variable imaginaire ix (fonction 


ui est | 
de Bessel modifiée). La solution s’annulant pour r —0 (c'est-à-dire pour x= œ) 
est, à un facteur constant près : 


_=2 
= oi z 
Nr ME RD 


n—2 
A l'aide des formules connues : 
l 


HE x 


Len), (2)— 3, (2); 
J,()# FE (z 1), 


1 Cette formule cesse de s'appliquer si la largeur et la profondeur du puits 
sont telles que xa est voisin d’un multiple impair de x/2. Pour de telles valeurs 
de xa, il y a parmi les niveaux sue négatifs du pete discret un niveau 
voisin de zéro (voir prob. 1, $ 33), et la diffusion est décrite par des formules 
qui seront déduites au paragraphe suivant. 
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on obtient pour la fonction y aux grandes distances (y << r <& 1/4) une expres- 
sion de la forme x%=const-(c;r+c2), et d’après le rapport c,/c, on obtient 
l'amplitude de diffusion : 


(2,716) 


4. Déterminer l'amplitude de diffusion de particules | lentes dans un champ 
décroissant aux grandes distances suivant la loi U=fr-r, 2<n<3 
Solution. Le terme principal dans l'amplitude de diffusion est donné 
pe l'expression (132,14), où l’on peut prendre zéro pour limite inférieure de 
‘intégrale. Le calcul de cette dernière donne : 


TR 9, 2<n<3, (1) 
D(a—1) cos 
et pour n=3 
2mf, const 
f=— Fr PE ; (2) 


Développant (1) en polynômes de Legendre, on peut obtenir les amplitudes 
de diffusion partielles fdét éfinies par (123,14)]: 


= Vans Vus (ee) @ 


ue n >3,, la même lormule {D détermine la partie canomale» de 
l'amplitude de diffusion. Dans les amplitudes partielles la quantité (3) est tou- 
jours fondamentale pour les valeurs de { telles que 2 > n—3: su lieu de 
(132. #) Fe a alors !, e kn=13, 


Déterminer Dee diffusion de particules lentes dans le champ 
var d exp et 
olutfon. Après le de rent de variable 


xm 9" "/%, x = WimUJh, 
l'équation (132,1) pour ls Eee a prend la forme: 


+ yo 
La solution générale de cette équation est 


x = AJ, (x) + BNo (x), 


Jo et Ne étant les fonctions de Bessel de première et de seconde espèce. La 
condition y—=0 pour r==0 donne 


A/JB=— N,(2xa)/J, (2xa). 
Au domaine a 1/R correspondent les xl (alors, certes, il est sous- 
entendu que Ep ANT 1); ici < 


185 4+B 2m A+ in xay— Er. 
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où y—eC=—1,78... (C est la constante d'Euler). Cette expression correspond 
à la formule (132,3), et d’après les valeurs de c, et c ainsi obtenues, on trouve 
l'amplitude de diffusion : 


l=—6 (S+ In en = [ve Era) À In (xay) J, (va) . 


Dans le cas limite MA f=2axt (ce qui est conforme à la formule de 
l'approximation de Born (126,14). Pour xaÿ> 1, on a f——24 In (xay). 
6. Déterminer à la deuxième approximation de la théorie des perturbations 
JAmpIItuse Vs diffusion dans le cas limite des petites énergies (/. Poméran- 
Solution. Lorsque & + 0, l'intégrale dans le second terme de la formu- 
le (130.13) prend la forme 


U _ LU . 
-| _— Lo = || [uauenae-n LA dv dV'= 
U (r)U (r°’) " 
= 20 (( 00 F] dV dv; 


nous nous sommes servis ici de la formule 


ex Œ-r) 4n ER _ 1 
RS (2a)  |r—r 
(voir Ii $ 51). 
De la sorte, l'amplitude de diffusion 


m m \3 U (r)U (r°) F 
Eire 
Dans le cas d’un champ central, cette formule donne : 


2m L 8m Ro nent 
pe 5 [una + FT f U (r)U (r'}rdr-r'dr’. 
r>7 
Le second terme dans la formule (1) est toujours positif (comme il résulte 
évidemment de l'expression initiaie de l'intégrale dans l'espace k). 11 en découle 
que dans un champ répulsif (U > 0) la première approximation de Born donne 
toujours un résultat par excès, et dans un champ d'attraction (U < 0) un résul- 
tat par défaut pour la section de diffusion pour des énergies petites 
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Un examen particulier est à consacrer à la diffusion de parti- 
cules lentes (ka< 1) dans un champ attractif lorsqu'il y a dans 
le spectre discret des niveaux d'énergie négatifs un état s d'énergie 
petite par rapport au champ ÜU dans les limites de son rayon 
d'action a; nous noterons ce niveau par e (e < 0). Etant une quantité 
petite, l'énergie E de la particule diffusée est voisine du niveau e, 
ce qu'on traduit en disant qu'elle se trouve en quasi-résonance 
avec lui. Ceci a pour résultat, comme nous le verrons, d'augmenter 
considérablement la section de la diffusion. 
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En théorie de la diffusion, on peut tenir compte de la présence 
d’un niveau peu profond par une méthode formelle basée sur les 
remarques suivantes. 

Dans l'équation de Schrôdinger exacte pour la fonction 4=rR, (r) 
(quand {= 0), 


x + [EU (n] x=0 


dans le domaine «intérieur» du champ (<a), on peut négliger 
dans le domaine des r — a l'énergie E devant U: 


An ru U(r}x=0, ra. (133,1) 


Au contraire, «hors» de cette région (r Ÿ>a), on peut négliger U: 
+ Ex =0, rÿa. (133,2) 


La solution de l'équation (133,2) devrait se raccorder pour un cer- 
tain r, (tel que 1/5 r, ÿ> a) avec la solution de l'équation (133,1) 
satisfaisant à la condition à la limite y(0)=0; la condition de 
raccordement consiste en la continuité du rapport x’/x, ne dépendant 
pas du facteur de normalisation de la fonction d'onde. 
Toutefois, au lieu de considérer le mouvement dans la région 
r = a, nous imposerons à la solution dans la région extérieure une 
condition à la limite appropriée à x’/x pour les petits 7; puisque 
la solution extérieure varie lentement lorsque r—-0, on peut for- 
mellement rapporter cette condition au point r = 0. L’équation (133,1) 
dans la région ra ne contient pas E; ceci étant, la condition à 
la limite qui la remplace ne doit pas non plus dépendre de l’é- 
nergie de la particule. En d'autres termes, elle doit être de la forme 
x AE 
SlLuaee# (133,3) 
x étant une constante. Mais x ne dépendant pas de E, cette même 
condition (133,3) doit aussi bien concerner l'équation de Schrôdinger 
pour l'énergie négative petite E——/|e|, c’est-à-dire qu’elle con- 
cernera la fonction d’onde de l’état stationnaire correspondant de la 
particule. Lorsque E=—1|e], (133,2) donne: 


1= 4 exp(— HE 1) (133,4) 


(A, est une constante) et, substituant cette fonction dans (133,3), 
on voit que x est une quantité positive égale à 


V2mle| 
rs 


x — (133,5) 


$ 133) DIFFUSION RÉSONNANTE AUX PETITES ÊNERGIES 631 


Appliquons à présent la condition à la limite (133,3) à la fonc- 
tion d'onde du mouvement libre: 


x = const - sin (kr + 6,), 


qui est la solution générale exacte de l'équation (133,2) pour 
E > 0. On obtient finalement pour la phase cherchée 6, : 


cte=—*- 7 Ll. (133,6) 


Comme l'énergie E n'est ici limitée que par la condition ak<l1, 
mais elle ne doit pas être petite en comparaison de |e|, il se 
peut que la phase 6,, et l'amplitude de la diffusion s avec elle, 
ne soit pas petite. 

Les phases 6, avec 1> 0, et les amplitudes partielles corres- 
pondantes avec elles, restent, comme auparavant, petites. Aussi, 
peut-on considérer que l’amplitude totale coïncide, comme aupara- 
vant, avec l'amplitude de la diffusion s: 

1 1 
Pere) = Es: 
Substituant ici (133,6), on obtient : 


1 
FRS (133,7) 
et pour la section totale de la diffusion: 
4n Qnh3 1 


De la sorte, la diffusion est, comme auparavant, isotrope, mais sa 
section dépend de l'énergie, et dans le domaine de la résonance 
(E-]|el), elle est grande devant le carré du rayon d'action du 
champ a* (puisque 1/kŸ> a). Soulignons que la forme de la for- 
mule (133,8) ne dépend pas des détails de l’interaction des parti- 
cules aux petites distances entre elles, et elle est tout entière 
déterminée par la valeur du niveau de résonance!. 

Cette formule a un caractère un peu plus général que prévu par 
l'hypothèse de départ. Faisons varier un peu la fonction U (r); 
alors la valeur de la constante x dans la condition à la limite (133,3) 
change aussi. Par une variation adéquate de U (r), on peut annuler x, 
puis lui conférer une petite valeur négative. On obtient alors la même 
formule (133,7) pour l'amplitude de diffusion et la même formule 
(133,8) pour la section. Mais dans cette dernière, la quantité |e|— 
=hx/2m est ici simplement une constante caractéristique du 
champ U (r), mais nullement un niveau d'énergie dans ce champ. 


1 La formule (133,8) a été déduite la première fois par E. Wigner en 193; 
l'idée de la déduction exposée ici appartient à H. À. Bethe et R. Peierls (1935). 
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On dit en pareils cas qu’il y a dans le champ un niveau virtuel, 
ayant en vue que, bien qu’en réalité il n’y ait aucun niveau 
voisin de zéro, il suffirait d’une petite variation du champ pour 
qu'un tel niveau apparaisse. 

Lors du prolongement analytique de la fonction (133,7) dans le 
plan de la variable complexe E, sur le demi-axe négatif ik devient 
—V—2mEfh (cf. $ 129), et l'on voit que l'amplitude de diffusion 
a un pôle pour E=—|e|, en accord avec les résultats généraux du 
$ 128. Par contre, comme il se doit, il ne correspond au niveau vir- 
tuel sur le feuillet physique aucune singularité dans l’amplitude de 
diffusion (mais E=—{|e| est un pôle de l'amplitude de diffusion 
sur le feuillet non physique, cf. nota p. 603). 

Formellement, la formule (133,7) correspond au cas où dans 
l'expression (125,15) 

___1 
= 307 


le premier terme du développement de la fonction g, (k) est négatif 
et anomalement petit. Pour préciser la formule, on peut tenir 
compte encore du terme suivant du développement en écrivant: 


fe = — 7 — (133,9) 
— Ho rokt — ik 


(L. Landau et J. Smorodinski, 1944) ; rappelons que pour un champ 
décroissant suffisamment vite, les fonctions g,(k) se développent 
en puissances paires de k, cf. $ 132. Nous avons désigné par—x, 
la quantité g, (0), voulant conserver la notation x pour la quantité 
(133,5) liée au niveau d'énergie e. En vertu de ce qui précède, 
x est défini comme la valeur —ik=%»x annulant le dénominateur 
dans (133,9), c'est-à-dire en tant que racine de l'équation 


M M + D rot. (133,10) 


Le terme correctif r,k*/2 au dénominateur de (133,9) est petit en 
comparaison de x,, À ayant été supposé petit, mais, par lui-même, 
il a un ordre de grandeur «normal»: le coefficient r,—a (ce coeffi- 
cient est toujours positif, voir prob. 1). Il est à spécifier que la prise 
en considération de ce terme est encore une précision légitime 
apportée à la formule de l'amplitude de diffusion, où l’on néglige 
les contributions des moments /{ -£ 0 : elle apporte à f une correction 
relativement à l'ordre de ak, alors que la contribution de la dif- 
fusion avec {= 1 a pour ordre relatif (ak). 

Lorsque k—+0, l'amplitude f,——1/x,, c’est-à-dire que 1/x, 
coïncide avec la longueur de diffusion & introduite au paragraphe 
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précédent. Le coefficient r, dans la formule 
B)=k Ag =— + Sr (133,11) 


est appelé rayon efficace d'interaction !. 
On déduit de (133,9) pour la section de diffusion : 


4x 
(regrets) + 


O= 

Si l'on néglige au dénominateur le terme —k* (bien qu'il soit 

légitime), on peut [compte tenu de (133,10)] mettre cette formule 

sous la forme : 

_4n(l+rox) _ Anh l+rex 

Rx  m Et+ljel' 

Revenons à l'expression (133,4) de la fonction d'onde de l'état 

lié dans le domaine «extérieur», et trouvons le lien du coefficient 

normalisant qu'elle contient avec les paramètres introduits plus 

haut. Déterminant le résidu de la fonction (133,9) à son pôle E —e 
et comparant avec la formule (128,11), on trouve: 


(133,12) 


Li. (133,13) 


Le second terme constitue une petite correction au premier, étant 
donné que xr,—xa< 1. Sans cette correction, A3= 2x, c'est-à-dire 
que 


=Vone-x, p= Xp ET 
x=V 2xe » Ÿ= Var 27 r * 


(133,14) 


la normalisation étant comme si l'expression (133,14) était légitime 
dans tout l'espace. 

Arrêtons-nous brièvement à la résonance en diffusion de moments 
orbitaux non nuls. 

Le développement de la fonction g,(k) commence par un terme 
k3l: conservant les deux premiers termes du développement, 


1 Indiquons les valeurs des constantes & et r, pour le cas important de l'in- 
teraction de deux nucléons. Pour un neutron et un proton de spins parallèles 
(état isotopique avec T =0) æ=5,4.10-0, r—1,7-10-1 cm; à ces valeurs 
correspond un niveau réel d'énergie |e|—2,23 MeV, qui est l'état fondamental 
du deutéron. Pour un neutron et un proton de spins antiparallèles (état isoto- 

ique avec T =1), a=—24.10-15, r,=2,7-10- cm, à ces valeurs correspond 
e niveau virtuel |e|—0,067 MeV. En vertu de l'invariance isotopique, ces 
dernières valeurs doivent aussi bien concerner un système de deux neutrons de 
spins antiparallèles (en vertu du principe de Pauli, un système nn dans l'état s 
ne peuf avoir ses spins parallèles). 
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écrivons l’amplitude de diffusion partielle sous la forme 


1 
HS puces Did? (133,15) 


b et e étant deux constantes, avec b > 0 (voir plus bas). Au cas 
de la résonance correspond une valeur anomalement petite du coef- 
ficient de E!, c'est-à-dire un e anomalement petit. Toutefois, E étant 
petit, le terme beE-! peut quand même être grand en compa- 
raison de k. 

Si e < 0, le dénominateur de (133,15) a pour racine réelle E Æ 
Æ—l|e|, et e est un niveau d'énergie discret (de moment {)!. 
Mais, contrairement à la résonance dans la diffusion s, l'amplitude 
(133,15) n’est alors nulle part grande en comparaison de a; l’ampli- 
tude de la diffusion résonnante de moment {+1 est seulement du 
même ordre de grandeur que l'amplitude de la diffusion non réson- 
nante de moment |. 

Mais si e > 0, l'amplitude (133,15) atteint dans la région E-e 
l'ordre de grandeur 1/k, c'est-à-dire devient grande en comparaison 
de a. La largeur relative de cette région est petite: AE/e—(ak)#-1. 
Ainsi, on a dans ce cas une résonance très accusée. Cette image de 
diffusion résonnante est due à ce que le niveau positif avec {£0, 
s’il n’est pas un vrai niveau discret, est cependant un niveau quasi 
discret: grâce à la présence de la barrière de potentiel centrifuge, 
la probabilité qu’une particule de faible énergie s'échappe de cet 
état à l'infini. est petite, de sorte que la «durée de vie» de l'état 
est grande (cf. $ 134). Là est la raison de la différence de carac- 
tère de la diffusion résonnante pour {0 et de la résonance dans 
l’état s, où la barrière centrifuge est absente. 

Le dénominateur dans (133,15) pour e > 0 s’annule lorsque 
E=E,—iT/2, où 


Eme, r= PV eus, (133,16) 


Ce pôle de l'amplitude de diffusion se trouve, toutefois, sur le 
feuillet enon physique». La petite quantité T est la largeur du 
niveau quasi discret ($ 134). 

Enfin, indiquons une intéressante propriété des phases 6,, facile 
à établir à l’aide des résultats exposés ci-dessus. 

Nous considérerons les phases ô,(E) comme des fonctions conti- 
nues de l’énergie, sans les réduire à l'intervalle (0, x) (cf. nota p. 133). 
Montrons qu'on a alors l'égalité 


6,(0)—6,(00)=nx, (133,17) 


U Pour e < 0 et E voisin de [e|, on a f,&(—1)!+1 |elt/b(E+]|el). La 
comparaison avec (128,17) montre que b > 0. 
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n étant le nombre de niveaux discrets de moment ! dans le champ 
attractif U (r) (N. Levinson, 1949). 

Pour cela, remarquons que dans un champ satisfaisant à la 
condition [U|<£h*/ma* l'approximation de Bom s'applique pour 
toutes les énergies, de sorte que 6,(E)< 1 pour tous les E. Alors 
6,(o)—0, puisque pour E—»c l'amplitude de diffusion tend 
vers zéro; eu égard aux résultats généraux du $ 13 , 6,(0) = 0. 
Dans le même temps, on n'a pas dans un tel champ de niveaux 
discrets (cf. $ 45), et za —0. Nous suivrons à présent la variation 
de la différence ô,(A)—6,(0) (A étant une quantité petite donnée) 
lorsque le puits de potentiel U(r) s’approfondit peu à peu. Au 
fur et à mesure que le puits s’approfondit, un premier niveau, un 
second, etc., apparaissent au bord supérieur du puits. Alors la phase 
6, (A) s'accroît chaque fois’ de x. Ayant atteint la valeur donnée 
de U (r) et faisant ensuite A —0, on obtient la formule (133,17). 


Problèmes 


1. Exprimer le rayon efficace d'interaction r, à l’aide de la fonction d'onde 
de l'état lié (E—e) dans la région «intérieure», ra (J. Smorodinski, 1948). 

Solution. Soit %o la fonction d'onde dans la région ra normalisée par 
la condition 4,9 — 1 lorsque r + æ. On peut alors écrire le carré de la fonction 
d'onde dans l'espace tout entier sous la forme 


x2= AG (e-2% + x0 — 1) 


(cette expression devient A5 e-%* pour xr à 1, et Aëye pour xr 1). Il doit 
être normalisé par la condition : 


rex [a-fa ne J- 


et la comparaison avec (133,13) donne : 


ae (1—%?) dr. 
0 


1] résulte de l'équation (133,1) avec U (r) < 0, avec pour intégrale la fonc- 
tion x, que Xo (7) < Xo(æ)=1. Aussi toujours r5 > 0. 

2. Déterminer la variation des phases 6, lorsqu'on fait varier le champ U (r). 

Solution. Faisant varier U (r) dans l'équation de Schrôdinger 


- , 2m L(+1) 
TS 


1 ]] correspond à cela dans (133,6) une variation de 6, de 0 à x, lorsque, 
pour la petite valeur de # donnée, x varie de la valeur négative —x> k à la 
valeur positive x 55 k. Dans le cas où { # 0, la même chose résulte de la for- 
sn ctg 6; =—bE-t(E—e), lorsque, pour E=A donné, e varie de e> A à 
—e>A4. 
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on obtient: 
., 2m LU+ I) 2m 
TE ul ou xôU. 
oi+R | à ] U ga UÔU 


Muitipliant la première équation par ôxz, la seconde par Y,, retranchant membre 
à membre et intégrant sur dr, on trouve: 


L 2 
2m FU 
=— ôU dr. 
LT 1 h: | oi 


Substituant dans le premier membre les expressions asymptotiques 


U=sin (a -5+u) : 


Guôxi —xièu) 


du = 0 (8) cos (#48) 


(le choix du coefficient | dans cette expression détermine la normalisation 
adoptée ici pour x). il vient : 


_2m fs 
D(Ou)= 5 | xfoU ar 
0 


À partir de cette formule, on peut faire certaines déductions sur le signe 
des phases Ô, considérées comme des fonctions continues de l'énergie. Pour dé- 
terminer ces fonctions univoquement (constante additive multiple de x), nous 
les normaliserons par la condition 8, ()=0. 

Commençant par | U|=—0, alors que toutes les phases 6, —0 et augmentant 
progressivement |U |, on trouve que tous les 6, < 0 dans un champ répulsif 
(U > 0), et tous les à, > 0 dans un champ attractif (U < 0). Dans un champ 
répulsif Ô,(0)=—0, et les 8, sont petits aux petites énergies; l'amplitude de la 
diffusion est, par conséquent, négative: f & 09/k < 0. Dans un champ attractif, 
on ne peut tirer de conclusion analogue sur la positivité de f qu’en l’absence 
de niveaux; dans le cas contraire, pour les E petits, les phases à, sont voi- 
sines de 0, mais de nx cf. (133.17), et on ne peut rien conclure sur le 
signe de f. 

3. Trouver la longueur de diffusion & et le rayon d'interaction efficace r 

ur un puits de potentiel carré sphérique de rayon a et de profondeur U,, o 
‘on a un seul niveau d'énergie discret voisin de zéro. 

Solution. Nous opérerons comme au problème 1 du & 132, avec la seule 
différence que dans le que à l'intérieur du ques on ne néglige pas l’éner- 
gie de la particule E=—Ahtk?/2m devant U,. obtient pour déterminer la 
phase &, l'équation : 


kctg (8 ak)= K ctg ak, K=T+ Vm(Us+ EE). 


Pour qu'on n'ait dans le puits qu’un sul niveau voisin de zéro, on doit avoir 


Un (1+8) 


avec A & 1 (cf. problème 1 du $ 33). Développant l'équation écrite en puissan- 
ces de s et de ki. on obtient PE à 
ak? 


an? 
kctg ô # not: 
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d'où aœmsl/x,=8a/ntA, ro=a. La valeur de x coïncide, comme il sæ doit, 
avec la quantité W2m[E;l/h. Æ; étant l'énergie du niveau dans le puits (cf. 
problème 1 4 33) 


4. Exprimer l'intégrale Qt ar du carré de ta fonction d'onde de l'état s 


0 
d'après la phase (2) pour un champ U(r) non nul seulement à l'intérieur 
d'une sphère de rayon a (G. Lüders, 1955). 

Solution. On a d’après (128,10) 


ren fr 8-1(2)]. 


le si rime désignant la dérivation par rapport à r (et les dérivées par rap- 
St dans (128,10) ont été remplacées par les dérivées par rapport à 
k= V2mEJh) Puisque pe r=a on n'a déjà plus de champ, on peut se servir 
au second membre de l'égalité de la fonction d'onde du mouvement libre: 
x =2 sin (kr +6) (normalisation conforme à (33,20)). Il vient finalement : 


a 
| vdr=2 (a+ )-+ sin 2 (ka+ do) > 0. 


L'intégrale de Y%? étant a priori positive. l'expression au second membre de 
l'égalité doit elle aussi être positive !. 


$ 134. Résonance sur un niveau quasi discret 


Un système susceptible de désintégration n'est pas, à strictement 
parler, doué de spectre d’énergie discret. Une particule éjectée lors 
de la désintégration s'échappe à l'infini ; en ce sens, le mouvement 
du système est infini et le spectre énergétique est continu. 

Mais il peut arriver que la probabilité de désintégration du système 
soit très petite. Un exemple très simple en est fourni par une 
particule prise dans une barrière de potentiel suffisamment haute et 
large. Une autre raison possible de la métastabilité de l’état peut 
être la nécessité du changement du spin du système lors de la 
désintégration aux dépens du couplage spin-orbite faible. 

Pour les systèmes de ce genre de probabilité de désintégration 
faible peut être introduite la notion d'états quasi stationnaires; 
les ras dans ces états évoluent pendant un temps prolongé 
«à l’intérieur du système», ne le quittant qu'au bout d’un laps de 
temps considérable %, qu’on peut appeler durée de vie de l’état 
quasi stationnaire donné (rt — 1/w, w étant la probabilité de désin- 
tégration dans l’unité de temps). Le spectre énergétique de ces états 
est quasi discret; il est constitué par une série de niveaux étalés, 
dont la largeur T est liée à la durée de vie par la relation l<h 


1 Cette inégalité a été obtenue antérieurement par Wigner (E. Wigner. 1955) 
par un autre procédé. 
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Icf. (44,7)]. Les largeurs des niveaux quasi discrets sont petites 
vis-à-vis de leurs distances. 

Examinant les états quasi stationnaires, on peut avoir recours 
à la méthode formelle suivante. Jusque-là, nous considérions toujours 
les solutions de l'équation de Schrôdinger avec la condition à la 
limite que la fonction d'onde fût finie à l'infini. Au lieu de cela, 
nous chercherons à présent les solutions représentant à l'infini une 
onde sphérique divergente; ceci correspond à une particule qui, 
à la longue, est éjectée hors du système lors de sa dé intégration. Une 
telle condition à la limite étant complexe, on ne saurait plus affir- 
mer que les valeurs propres de l'énergie doivent être réelles. Au con- 
traire, résolvant l’équation de Schrôdinger, on obtient un ensemble 
de valeurs complexes que nous écrirons sous la forme: 


E=E—T, (134,1) 


E, et T étant positifs (voir ci-dessous). 

Il est facile de voir quel est le contenu physique des valeurs 
complexes de l'énergie. Le facteur temporel de la fonction d'onde 
d'un état quasi stationnaire a la forme: 


i î r 
exp ( 5 Et) = exp ( £ Est Æ 4). 

C'est pourquoi toutes les probabilités, qui sont données par les carrés 
du module de la fonction d'onde, s’amortissent avec le temps sui- 
vant la loi exp(—T{/ñ)1. Notamment, c'est aussi suivant cette loi 
que s’amortit la probabilité de présence de la particule «à l’inté- 
rieur du système ». 

Ainsi, | détermine la durée de vie de l'état; la probabilité de 
désintégration dans l'unité de temps est : 


w=T. (134,2) 


1 Remarquons qu'on voit ici la nécessité physique que F soit positif. 
L'observation de cette exigence est automatiquement assurée par la condition 
à la limite posée à l'infini pu la solution de l'équation d onde, ou par la 
règle équivalente (cf. $ 130) de contournement dans les formules de la théorie 
des D Hbations: Suppo ons que les transitions du niveau discret n vers les 
états v du spectre continu soient provoquées par une perturbation constante V. 
Alors, la correction du second ordre au niveau d'énergie est : 


Es ( ele 
En” — Ey +0 
(ct. (38,10)). D’après la règle (43,10), on déduit de là 


T=—21Im EP = | | Vavl? ô (E! — Es) dy, 


ce qui est conforme à l'expression (43,1) pour la probabilité de transition. 
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Aux grandes distances, la fonction d’onde de l’état quasi sta- 
tionnaire (onde divergente) contient le facteur 


[EVE] 


croissant exponentiellement lorsque 7 — (la partie imaginaire 


du radical est négative). Aussi l’intégrale normalisante Fivtsdv 
diverge-t-elle pour ces fonctions. Notons en passant que cette cir- 
constance lève la contradiction apparente entre l’amortissement du 
carré |p{* avec le temps et la constance de l’intégrale normali- 
sante qui résulte de l’équation d'onde. 

Trouvons la forme de la fonction d'onde décrivant le mouve- 
ment d’une particule d'énergie voisine de l’un des niveaux quasi 
discrets du système. 

Ainsi qu’au $ 128, écrivons l'expression asymptotique (aux 
grandes distances) de la partie radiale de la fonction d’onde sous 
la forme (128,1) 


Rae (LE) same (5) 


(134,3) 


considérant £ comme une variable complexe. Pour les E réels po- 
sitifs : 

Ri=2 [A (E)eN + B,(E)e-#], 4 RE, 
avec À,(E)= B; (E) [cf. (128,3 et 4)]; la fonction B,(E) est prise 
ici sur le bord supérieur de la coupure faite suivant le demi-axe 
positif. 

La condition déterminant les valeurs propres complexes de 
l'énergie consiste dans l’absence d’onde convergente dans l'expres- 
sion asymptotique (134,3). Cela signifie que le coefficient B,(E) 
doit s’annuler lorsque E= E,—iT/2: 


B, (E—gir)=0. (134,5) 


De la sorte, ainsi que les vrais niveaux d'énergie discrets, les 
niveaux quasi discrets sont les zéros de la fonction B,(E). Toute- 
fois, contrairement aux zéros correspondant aux vrais niveaux, ils 
n’appartiennent pas au feuillet physique. En effet, écrivant la 
condition (134,5), nous sous-entendions que la fonction d'onde de 
l’état quasi stationnaire cherchée résulte du même terme (134,3) 
qui est une onde divergente (—e'X”) aussi bien pour E > 0 [dans 
(134,4)]. Or le point E=E,—iT/2 est situé sous le demi-axe posi- 
tif. Pour aboutir à ce point à partir du bord supérieur de la cou- 


(134,4) 
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pure [où sont définis les coefficients dans (134,4)] sans quitter le 
feuillet physique, on doit contourner le point E =0. Mais alors 
V —E change de signe, de sorte que l’onde divergente devient une 
onde convergente. Dès lors, pour conserver le caractère divergent 
de l'onde, le passage doit s’opérer directement à travers la coupure, 
et l’on se retrouve sur le feuillet non physique. 

Considérons à présent les valeurs réelles positives de l'énergie 
voisines d’un niveau quasi discret (bien entendu, F est alors sup- 
posé petit, sinon un tel voisinage serait impossible). Développons 
B,(E) suivant les puissances de la différence E—(E,—iT/2), nous 
bornant au terme de premier ordre; on a: 


Bi(E)=(E—E,+5T)bs (134.6) 
b, étant une constante. Substituant l'expression ci-dessus dans 


(134,4), on obtient pour la fonction d'onde de l'état voisin de 
l’état quasi stationnaire : 


l i *otRr F i - 
R=+[(E—E—5r)oer (EE +2r)be ee]. (1347 
La phase 6, de cette fonction est donnée par la formule 


exp (26) a LH exp (2:6{*) — 


TE—Ees+ iT/2 
Hu : 
= [1e] xp Cie), (134,8) 
où 
exp (265%) =(—1)+ # (134,9) 


Lorsque |E—E,|Ÿ>T, la phase 6, coïncide avec 6{”, de sorte que 
6{* est la valeur de la phase loin de la résonance. 

Dans le domaine de la résonance 6, dépend fortement de l’éner- 
gie. Recopiant (134,8) à l’aide de la formule 


« Fi À . 
exp (2i arctgÀ) = rare 0 _ Be à 
sous la forme 
ô,— 6 +arte rer; ES (134,10) 


on voit qu’à la traversée du domaine de résonance tout entier 
(de EE, à ESE,) la phase varie de x. 
Lorsque E=E,—iT/2 la fonction (134,7) se réduit à 


Te 
R;=—-bi Le 
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Si l'on normalise la fonction d'onde par la condition que l’inté- 
grale de |#|* dans tout le domaine intérieur au système soit égale 
à l'unité, alors le flux total dans cette onde divergente, égal 
à ulirb;|, doit coïncider avec la probabilité de désintégration 

(134,2). On en déduit que 

1 
= — 

lb,| rar (134,11) 
Les résultats déduits permettent de déterminer l’amplitude de 
diffusion élastique d’une particule d'énergie E voisine d’un certain 
niveau quasi discret du système composé constitué par le système 
diffusant et la particule diffusée. Dans la formule générale (123,11), 
dans le terme avec la valeur de / à laquelle correspond le niveau 
d'énergie £,, on doit substituer l’expression (134,8). Il vient alors: 


! , 
F@)=F° 6 Er exp (261) Pi(cos 8), (134,12) 
f® (8) étant l’amplitude de diffusion loin de la résonance, indé- 
pendante des propriétés de l'état quasi stationnaire (elle est déter- 
minée par la formule (123,11) avec 6,— 6/°” dans tous les termes 
de la somme)'. L’amplitude /f® (6) est parfois appelée amplitude 
de diffusion potentielle, et le second terme dans (134,12), ampli- 
tude de diffusion de résonance. Cette dernière a un pôle pour 
E=E,—iT/2, non situé, en vertu de ce qui a été dit plus haut, 
sur le feuillet physique *. 

La formule (134,12) détermine la diffusion élastique dans le 
domaine de la résonance à l’un des niveaux quasi discrets du 
système composé. Son domaine d'application est déterminé par 
l'exigence que la différence | E—E, | soit petite devant la distance 
D jusqu'aux niveaux quasi discrets voisins : 


|E—E,|<D. (134,13) 


Cette formule se simplifie quelque peu s’il s’agit de diffusion de 
particules lentes, c’est-à-dire si la longueur d’onde des particules 
dans la région de la résonance est grande par rapport aux dimensions 
du système diffusant. Alors seule la diffusion s importe ; nous consi- 
dérerons que le niveau E, concerne précisément le mouvement avec 
[—0. L'amplitude de la diffusion du potentiel se réduit à présent 


1 S'il s'agit de la diffusion d’une particule chargée par un système chargé, 
on se servira pour les phases & de l'expression (135,11). 

? Notons que la formule (133,15) pour la diffusion de résonance de parti- 
cules lentes à un niveau & positif avec { # 0 SE Pete pour les E voisins 
de e, complètement au terme de résonance dans (134,12). Alors, les valeurs 
de E, et T sont données par les formules (133,16), et, E étant petit, la phase 
6$” est petite, si bien que exp (2:8/°) & 1. 
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à la constante réelle—œ (cf. $ 132). En ce qui concerne l’am- 
plitude de la diffusion de résonance, on pose {/—0 et remplace 
exp (2i6$”) par 1, puisque 6 —=—œk< 1. On obtient ainsi : 


r/2 
Dans une région étroite |E—E,|-T le second terme est grand 
par rapport à l’amplitude & et celle-ci doit être omise. Toutefois, 
quand on s'éloigne du point de résonance les deux termes peuvent 
s'égaler. 

Il était implicitement supposé dans les déductions que le niveau 
E, lui-même n’est pas trop petit et que la région de la résonance ne 
se trouve pas dans le voisinage du point E=0. Mais s’il s’agit de la 
résonance sur le premier niveau quasi discret du système composé, 
situé à une petite distance du point E —0 en comparaison de la 
distance au niveau voisin (E,<£ D), le développement (134,6) peut 
être injustifié; ceci se traduit déjà par le fait que l'amplitude 
(134,14) ne tend pas vers une limite constante lorsque E —0, 
comme l'exige la théorie générale pour la diffusion s. 

Envisageons le cas du niveau quasi discret voisin de zéro, et 
supposons encore que les particules soient si lentes dans la région 
de la résonance que seule la diffusion s importe. 

Le développement des coefficients B,(E) de la fonction d’onde 
doit s'effectuer à présent suivant les puissances de l'énergie E 
elle-même. Alors E —0 est un point de branchement des fonctions 
B,(E), son contournement du bord supérieur de la coupure au bord 
inférieur transformant B,(E) en B; (E). C’est dire que le développe- 
ment porte sur les puissances de Y —E changeant de signe à l’issue 
du contournement. Mettons les premiers termes du développement 
de B,(E) pour les E réels positifs sous la forme: 


B(E)=(E—e,+iyV E)b, (E), (134,15) 


e, et y étant des constantes réelles, et b,(E) une fonction de 
l'énergie se développant aussi en puissances de VE, mais sans zéros 
au voisinage du point E=0:. Le niveau quasi discret E = E,—iT/2 
annule le facteur E—e,+iyVE, prolongé dans le demi-plan infé- 


1 On suppose que le champ diffusant décroît suffisamment vite avec la 
distance. Au $ 145 les résultats exposés seront appliqués à la diffusion de neu- 
trons lents par des noyaux. | 

3 La fonction b (E) détermine, en vertu de (134,9), la phase de la diffu- 
sion de potentiel. Lors de la diffusion de particules lentes les premiers termes 
de son développement sont : 


be (E)=const-i(1+ ik). 
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rieur du feuillet non physique; ceci étant, on a pour déterminer 
E, et l l'équation 


E—sT—e+iy V E—ziT =0 (134,16) 


(les constantes e, et y doivent être positives pour que E, et l soient 
positifs). Ainsi, au niveau de largeur l'E, correspond la relation 
& > entre les constantes 6, et y. En outre, (134,16) donne E,=— 
=, T=2y Ve. 

L'expression (134,15) remplace dans le cas envisagé la formule 
(134,6) ; les formules suivantes doivent être modifiées en conséquen- 
ce (il faudra remplacer partout E, par e, et l par 2yVE). Aussi 
obtient-on pour l’amplitude de diffusion au lieu de (134,14) l'ex- 
pression suivante : 


h 
FE PR Eu VE) Sid 


(nous avons substitué ici k=V2mE/h, m étant la masse réduite de 
la particule et du système diffusant). Lorsque E —0 cette ampli- 
tude tend, comme il se doit, vers une limite constante [ainsi se 
trouve vérifiée la forme du développement (134,15)] 

Notons que l'expression (134,17) implique aussi le cas d’un 
niveau discret vrai voisin de zéro du système composé; ce cas se 
déduit pour une relation adéquate entre les constantes e, et y. Si 
le. |<<y*, pour les énergies E<<y* on peut négliger le premier 
terme (E) au dénominateur du terme résonnant. 

Omettant aussi l’amplitude de la diffusion potentielle &, on 


f—=— | 1 _Vm Ba | : 
ik ? , 


coïncidant avec (133,7) (avec x ——ŸV 2me,/hy). Elle correspond 
à la résonance sur le niveau E —e3/ÿ', qui est un niveau discret 
vrai ou virtuel selon que x est positif ou négatif. 


$ 135. Formule de Rutherford 


La diffusion dans un champ coulombien présente un intérêt 
particulier en ce qui concerne les applications physiques, d’autant 
plus que le problème quantomécanique des collisions peut être 
résolu jusqu’au bout dans ce cas. 

Une direction étant distinguée (en l'occurrence la direction de 
la particule incidente), il est commode de résoudre l'équation de 
Schrôdinger en coordonnées paraboliques E, n, p ($ 37). Le problème 
de la diffusion d’une particule dans un champ central jouissant de 
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symétrie axiale, la fonction d’onde ne dépend pas de l’angle +. 
Nous chercherons la solution particulière de l'équation de Schrôdin- 


ger (37,6) sous la forme: 
Ÿ= 1) fs (n) (135,1) 


[1(37,7) avec m—0]; en conséquence, on obtient après séparation 
des variables l'équation (37,8) avec m—0:: 


df 
a(æ)t [ren] =0 
L(n)+[Fn-s]n=0 B+8,- He 


L'énergie de la particule diffusée est, certes, positive ; nous avons 
posé E=k*/2. Les signes dans les équations (135,2) correspondent 
au cas du champ répulsif; pour la section de la diffusion dans un 
champ attractif on retrouve exactement le même résultat final. 
Nous devons trouver une solution de l'équation de Schrôdinger 
qui pour les z négatifs et les r grands a la forme d’une onde plane: 


d — el pour — 0 <z<0, r— 00, 
ce qui correspond à une particule progressant suivant les z positifs. 
On verra plus loin que la condition posée peut être satisfaite par 
une intégrale particulière (135,1) (et non par une somme d'intégrales 
avec diverses valeurs de f, e ; 
En coordonnées paraboliques cette condition s'écrit : 
Li 


er T9 pour n—+0 et tous les E. 
Elle n'est vérifiée que si 
f, (@) = ets (135,3) 
et si f,(n) obéit à la condition 
fa(n)-e-#n/s pour n — co. (135,4) 


Substituant (135,3) dans la première des équations (135,2), on s’assure 
que cette fonction satisfait effectivement à l'équation si B, = ik/2. 
La seconde des équations (135,2) avec Dr ul, devient alors: 


a(ra)t(rn-i+S)n= 
Cherchons sa solution sous la forme: 
fa (n) =e- #3 w(n), (135,5) 


149), faisons usage dans ce paragraphe des unités coulombiennes (voir 
P. k 
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où la fonction w(n) tend vers une limite constante lorsque n —+ co. 
On obtient pour w(n) l'équation 


ne” + (1—ikn) w —w=0, (135,6) 


qui, introduisant la nouvelle variable n,=ikn, se ramène à l'équa- 
tion de la fonction hypergéométrique dégénérée de paramètres & = 
= — ik, y=1. Nous devons prendre celle des solutions de l’équa- 
tion (135,6) qui, multipliée par f,(E), ne contient qu'une onde 
sphérique divergente (diffusée), mais non une onde convergente. 
Telle est la fonction 


w= const-F(— +, 1, ikn)) . 


De la sorte, réunissant les expressions déduites, on trouve la 
solution exacte de l'équation de Schrôdinger décrivant la diffusion : 


ÿ= ear(1+4 jes + En VF(—+, 1, ie). (135,7) 


Nous avons pris la constante de normalisation dans # de sorte que 
l'onde plane incidente ait 1 pour amplitude (voir ci-dessous). 

Pour séparer dans cette fonction l’onde incidente et l'onde dif- 
fusée, il faut la considérer aux grandes distances du centre. Utilisant 
les deux premiers termes du développement asymptotique [(d, 14), 
appendice] de la fonction hypergéométrique dégénérée, on obtient 
pour les . grands : 


RE (a 
et Lan gen em 


DC +2) de LL 


Substituant ceci dans (135,7) et passant en coordonnées sphériques 
[E—n= 22, n=r—2=1(1—cos06)], on obtient l'expression asymp- 
totique définitive de la fonction d'onde: 


= [1 +06) exp {ike+ pin [er (1—cos8)] }+ 
+10 exp {itr—+in 2kr li (135,8) 


i 
or or (- À In sin + 2) (135,9) 


où 


2k3 sin? 3 r 


k 
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Le premier terme dans (135,8) représente l'onde incidente. On 
voit que, le champ coulombien décroissant lentement, l’onde plane 
incidente se distord même aux grandes distances du centre, comme 
le montrent le terme logarithmique dans la phase et le terme de 
l’ordre de 1/r dans l'amplitude de l'onde, Le terme logarithmique 
distordant se retrouve aussi dans la phase de l'onde sphérique 
diffusée représentée par le second terme dans (135,8). Mais ces 
différences par rapport à la forme asymptotique usuelle de la fonction 
d'onde (123,3) ne sont pas essentielles, car les corrections qu'elles 
apportent à la densité de courant s’annulent lorsque 7 — co. 

: On obtient ainsi pour la section de diffusion do=|f(68)|* do la 
ormule 


do = —2— , 
4k4 sint ZT 


ou, dans les unités ordinaires: 


3\3 4 
do=(is) U (135,10) 


(c=kh/m est la vitesse de la particule). Cette formule coïncide 
âvec la formule de Rutherford connue en mécanique classique. 
Ainsi donc, la mécanique quantique et la mécanique classique mènent 
à un même résultat pour la diffusion dans un champ coulombien 
(N. Mott, W. Gordon, 1928). I1 est naturel que la formule de Born 
(126,12) elle aussi conduise à cette même expression (135,10). 
Donnons, à titre de référence, l’expression de l’amplitude de 
diffusion (135,9) écrite comme la somme de fonctions sphériques. 
Elle s'obtient en substituant dans (124,5) les phases (36,28) :: 


r(iti+ 
rie) 


: orge de cette distorsion peut être explicitée à l’aide d'une image 
classique. Si l’on considère une famille de trajectoires hyperboliques coulom- 
biennes classiques de même direction incidente (parallèle à l'axe des z), l'équa- 
tion de la surface normale à ces trajectoires aux grandes distances du centre 
diffusant (Z2——) tend, comme on le montrerait facilement, non pas vers 
z=—const, mais vers z-+k&-21nk(r—z)=const. Cette surface coïncide précisé- 
ment avec la surface équiphase de l'onde incidente dans (135,8). 

? La quantité gponl dans cette formule diffère de la vraie phase (divergente) 


coulombienne d'une même quantité quel que soit /. 


exp (2:65) = (135,11) 
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On obtient ainsi: 


; r(i+ ++) 
FO) = D (2 +1) —5< Pi (cos8). (135,12) 
; r(i+ 1-+) 


Les signes dans l’amplitude (135,9) correspondent à un champ 
coulombien répulsif. Pour un champ attractif, l'expression (135,9) 
doit être remplacée par sa complexe Se es Dans ce dernier 
cas f(6) devient infinie aux pôles de l'(1—i/k), c'est-à-dire aux 
points où l'argument de la fonction l est un entier négatif ou zéro 
(alors Im À > 0 et la fonction rp s’amortit à l'infini). Les valeurs 
correspondantes de l'énergie sont 


Li (n=1, 2, 3, ...) 


et elles coïncident avec les niveaux d'énergie discrets dans le champ 
coulombien attractif (cf. $ 128). 


$ 136. Système de fonctions d'onde du spectre continu 


Etudiant le mouvement dans un champ central symétrique au 
chap. V, nous avons considéré des états stationnaires où, en même 
temps qu’elle possède des valeurs déterminées de son énergie, la 
particule a aussi des valeurs déterminées de son moment orbital / 
et de sa projection m. Les fonctions d'onde de ces états du spectre 
discret (Ÿ,.) et du spectre continu (1,,,) (l’énergie étant R'E/2m) 
forment ensemble un système complet, d’après lequel peut être 
décomposée la fonction d'onde d’un état quelconque. Toutefois, un 
tel système est inadéquat pour la position des problèmes en théorie 
de la diffusion. Un autre système est ici commode, dans lequel 
les fonctions d'onde du spectre continu sont caractérisées par un 
certain comportement asymptotique: on a à l’infini une onde plane 
exp (ckr), et dans le même temps une onde sphérique divergente ; 
la particule a dans ces états une énergie déterminée, mais son 
moment et la projection de celui-ci ne sont pas déterminés. 

D’après (123,6 et 7), ces fonctions d'onde (notées ici 4£'?) sont 
données par la formule 


pr LS it (21+ Dex Ru(r) P: (x) ‘ (136,1) 
I=0 


L'argument des polynômes de Legendre est écrit ici sous la forme 
cos6=kr/kr, grâce à quoi cette expression n’est plus liée à un 
choix quelconque déterminé des axes de coordonnées (comme cela 
était dans (123,6), où l’axe des z coïncidait avec la direction de la 
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propagation de l'onde plane). Donnant au vecteur k toutes les 
valeurs possibles, on obtient un jeu de fonctions d'onde qui, comme 
nous allons le montrer ici, sont mutuellement orthogonales et nor- 
malisées par la règle usuelle pour le spectre continu 


Dpt" Et 4 = (27) 6 (k°—k). (136,2) 


Pour le démontrer, notons que le produit p{*”*#£'? s'exprime 
par une somme double sur / et &’ de termes contenant les produits 


PA(E)Pe(#) 
L'intégration sur les directions de r se fait à l’aide de la formule 
Srifé)Pe(r)do= ere P: (Ep) (36,3) 


(cf. formule (ce, 12) des compléments mathématiques), après quoi 
il reste : 


[ok gt a = 


= 7e 2 (1+ 1)exp [16,(4)— 18, (2°)] Pi (cos y) | Ru Ru r° dr, 
[=0 0 
y étant l’angle entre k et k’. Or, les fonctions radiales R,, sont 
orthogonales et normalisées en vertu de 


Ÿ Ras Ras r' dr = ne (k°—#). 
0 


Aussi peut-on poser dans les coefficients devant les intégrales k—£"; 
utilisant également la formule (124,3), on a: 


EL av = 6 GE —#) D (RL D P(cos = 


I=0 


+ Ô(k'—k) 6 (1 —cos y). 


L'expression à droite est nulle pour tous les kæk’, et après 
multiplication par 2xk*sinydydk/(2x)° et intégration dans tout 
l’espace des k, elle donne 1, ce qui démontre la formule (136,2). 


1 Seule doit être spécialement démontrée en fait l’orthogonalité des fonctions 
pr). Pour ce qui est de leur normalisation, on aurait pu l'établir directement 
d'après la forme asymptotique des fonctions (cf. $ 21). En ce sens, l'observation 
de (136,2) est déjà évidente du fait que pour r —» æ le seul terme non décrois- 


sant dans ces fonctions : p{+) & efkr, 
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Avec le système de fonctions +£*’, on peut introduire concur- 
remment un système correspondant aux états où on a à l'infini 
une onde plane et avec elle une onde sphérique convergente. Ces 


fonctions, notées #l”?, se déduisent des L*? d'après l'égalité : 
PE = p0. (136,4) 
En effet, la conjugaison complexe transforme une onde divergente 
(e*'/r) en une onde convergente (e-%’/r), et l'onde plane prend la 
forme e-fk. Pour conserver l’ancienne définition de k (onde plane 


ek), il faut encore remplacer k pe —k, chose faite dans (136,4). 
Notant que P,(— cos 68) =(—1)t P,(cos 8), on déduit de (136,1): 


= DU @+De Ru PE). (136,5) 
{= 


Le cas du champ coulombien est extrêmement important. Ici les 
fonctions £*? (et p£?) admettent une transcription fermée, directe- 
ment d’après la formule (135,7). Nous exprimerons les coordonnées 
paraboliques par 

+ E—n=kz=kr, En=k(r—2)=kr—kr. 


On obtient de cette façon pour le champ coulombien répulsif : : 
î i 
Wear (it e)emr(—E, 1, i(kr—kr)), (136,6) 
= Î Î 
t£ '=e-nmr(ir)enr(r, 1, — i(kr+kr)). (136,7) 


Les fonctions d’ande pour le champ coulombien répulsif s’en 
déduisent en changeant simultanément les signes de À et de r: 


p=emmr(i—e)er(e, 1 5 (Er—Wr)), (136,8) 
p=enr ( 1+ +) enr F ( +, 1, —i (Er + kr) ). (136,9) 
L'action du champ coulombien sur le mouvement de la particule 


au voisinage de l'origine des coordonnées peut être caractérisée 
par le rapport du carré du module de 4£*? ou de #£f°? au point 


r =0 et du carré du module de la fonction d'onde 1, = ef du 
mouvement libre. A l’aide de la formule 


no RES 


1 Dans les unités coulombiennes. 
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on trouve aisément pour un champ répulsif 


mor _[#o 2% 


TP WE ec VE) (136,10) 


et pour un champ attractif : 


Hop La en (136,11) 


lhu | k(—e- VE) : 


Les fonctions +£*’ et #£7? jouent un rôle majeur dans les pro- 
blèmes liés aux applications de la théorie des perturbations dans le 
spectre continu. Supposons que, par suite d’une perturbation V, 
la particule effectue une transition entre des états du spectre con- 
Hoi La probabilité de la transition est définie par l'élément de 
matrice 


Sr Pr dv. (136,12) 


La question se pose de savoir quelles sont précisément les solutions 
de l'équation d'onde qui doivent être prises pour fonctions d'onde 
initiale (ÿp:) et finale (y,) pour obtenir l'amplitude de transition 
de la particule de l’état d’impulsion Âk vers un état d'impulsion 
ñk’àl'infinit. Montrons qu'il faut prendre pour cela 


pi = pl, ps = p£? (136,13) 
(A. Sommerfeld, 1931). 

Ceci devient évident si l’on envisage de quelle façon serait 
résolue la question posée par la méthode de la théorie des pertur- 
bations appliquée non seulement à la perturbation Ÿ, mais aussi 
au champ U (r) où se meut la particule. À l’approximation d'ordre 
zéro (par rapport à U), l'élément de matrice (136,12) a la forme 


Vis = \ e—tkrVetkriV à 


Aux approximations suivantes (par rapport à U), cette intégrale 
est remplacée par une série dont chaque terme s'exprime par une 
intégrale de la forme 


Î Ve Uuks te Ur dk...dk, 


1 Exemple de processus de ce genre: un électron heurtant un noyau lourd 
immobile émet un photon, et son énergie ainsi que la direction de son mouve- 
ment changent ; la perturbation Ÿ est l'interaction de l'électron avec le champ 
du rayonnement, et le champ coulombien du noyau est le champ U, pour lequel 
sont définies les fonctions 4{*? et 4{”) (cf. IV £$ 90, 93). Un autre exemple 
est fourni par la collision d'un Electron et d’un atome, avec ionisation de 
celui-ci (cf. problème 4 $ 148). à 
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(cf. $ 43, 130); on a aux numérateurs (disposés suivant différentes 
suites) les éléments matriciels par rapport aux ondes planes imper- 
turbées, et tous les pôles sont contournés lors de l'intégration 
d’après la même règle. Par ailleurs, cette série peut être obtenue 
en tant qu’élément de matrice (136,12), les fonctions d’onde Ÿ, et 
Ÿ; étant écrites sous forme de séries de la théorie des perturba- 
tions par rapport au champ U. Le fait qu’on obtient en définitive 
une somme d’intégrales où tous les pôles sont contournés d’après 
une même règle signifie, par conséquent, que d’après cette même 
règle doivent être contournés les pôles dans les termes des séries 
qui représentent 4, et ÿ;. Or, si l’on résout l'équation d’onde par 
la théorie des perturbations avec cette même règle de contourne- 
ment, on obtient alors automatiquement une solution qui contient 
dans son comportement asymptotique (en même temps qu’une onde 
plane) une onde divergente. En d’autres termes, les fonctions d'onde 
que l’approximation d’ordre zéro (par rapport à U) étaient de 
la forme 


v=ekx, pr et, 
doivent être remplacées par les solutions exactes de l'équation 
d'onde, respectivement par d{*? et 4#%.=(Wbl/)*; ceci justifie la 
règle (136,13). 
Le choix de £? en tant que fonction d'onde finale concerne 
aussi les cas de la transition d’un état du spectre discret vers un 


état du spectre continu (quant à la question du procédé du choix 
de #,;, dans ce cas, naturellement, elle ne se pose pas). 


$ 137. Collisions de particules identiques 


Le cas de la collision de deux particules identiques exige un 
examen particulier. L'identité des particules entraîne en mécanique 
quantique l'apparition d’une interaction d'échange spécifique 
entre ces particules. Son effet est aussi important sur la diffusion 
(N. Mott, 1930)*. 

La fonction d’onde orbitale d’un système de deux particules 
doit être symétrique ou antisymétrique par rapport aux particules 
suivant que leur spin total est pair ou impair (cf. $ 62). Ceci 
étant, la fonction d’onde décrivant la diffusion, obtenue en résol- 
vant l'équation de Schrôdinger usuelle, doit être symétrisée ou 
antisymétrisée par rapport aux particules. La permutation des 
particules équivaut à changer le sens du rayon vecteur qui les 
réunit. Dans le système de coordonnées où le centre d'inertie est 
au repos, cela signifie que r reste inchangé et que l’angle 6 est 


1 L'interaction spin-orbite directe est ici encore omise. 
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remplacé par x—6 (2—rcos0 devenant —z). Dès lors, on écrira 
au lieu de l'expression asymptotique (123,3) de la fonction d'onde : 


p=eete-te+ er [f(O)+f(n—0)]. (137.1) 


Les particules étant identiques, on ne saurait, certes, distinguer 
la particule diffusée de la particule diffusante. On a dans le système 
du centre d'inertie deux ondes incidentes planes identiques se diri- 
geant l'une vers l'autre : ef: et e -t:, L’onde sphérique divergente, 
elle, dans (137,1) tient compte de la diffusion des deux particules, 
et le courant calculé avec l’aide de cette onde donne la probabi- 
lité qu’une quelconque des particules soit diffusée dans l’élément 
d'angle solide donné do. La section de la diffusion est le quotient 
de ce courant par la densité de courant dans chacune des ondes 
planes incidentes, c’est-à-dire est déterminée, comme auparavant, 
par le carré du module du coefficient de e‘*’/r dans la fonction 
d'onde (137,1). 

De la sorte, si le spin total des particules en collision est pair, 
la section de diffusion s'écrit : 


do,=1f(8)+f(x—0) | do, (137,2) 
et s’il est impair: 
| do, =|f (8) —f (x —0) | do. (137,3) 


(Notons que do,=0 si f=const). L’interaction d'échange est carac- 
térisée par l'apparition du terme interférentiel FO * (x —0) + 
+ f*(8)f(x—68). Si les particules étaient différentes, comme en 
mécanique classique, la probabilité de la diffusion de l’une quel- 
conque d’entre elles dans l'élément d’angle solide donné do serait 
simplement égale à la somme des probabilités que l’une des parti- 
cules dévie de 8 et l’autre de x—6; en d'autres termes, la section 


vaudrait 
11F(6)P+1f(x—6) |} do. 


Dans le cas limite des petites vitesses, l’amplitude de dif- 
fusion (lorsque la loi d’interaction des particules décroît suffisam- 
ment vite avec la distance) tend vers une limite constante indé- 
pendante des angles ($ 132). Il résulte alors de (137,3) que do, 
s'annule, c'est-à-dire que seules sont diffusées l'une par l’autre les 
particules de spin total pair. 

Il est supposé dans les formules (137,2 et 3) que le spin total des 
particules en collision a une valeur déterminée. Si les particules 
ne se trouvent pas dans des états de spin déterminés, pour déter- 
miner la section, on doit prendre la moyenne en considérant tous 
les états de spin comme équiprobables. On a montré au $ 62 que, 
du nombre total (2s+ 1}? différents états de spin d’un système de 
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deux particules de spin s, s(2s+ 1) états correspondent à un spin 
total pair et (s+1)(2s+1) états à un spin total impair (si s est 
demni-entier), ou inversement (si s est entier). Soit d’abord le spin s 
des particules demi-entier. Alors la probabilité que le système de 


deux particules en collision ait S pair est = En , et la 


probabilité de S impair est ST En conséquence, la section 
de diffusion s'écrit : 
1 
do = do, +55 dos. (137,4) 


Substituant dans cette dernière (137, 2 et 3), il vient: 
do = {|F(@) +1 F(%—0)"— 
— 79 D (0) F(m—0)* +-F(8)° F(x— 0) do. (137,5) 
I1 vient de la même manière pour s entier: 
do = {1F(8)P+1F (m8) + 
+gsr MO (n—8)"+F (0) F(m—0)]} do. (137,6) 


A titre d'exemple, écrivons les formules pour la collision de 
deux électrons en interaction coulombienne (U =e*/r).La substitution 
de (135,9) dans (137,5) avec s— 1/2 donne (dans les unités ordinai- 
res) après un calcul simple : 


_(_e 1 1 0 
do (&) fee PRLSLS cs(s In tg 2 )|® 
(137,7) 


(nous avons introduit la masse m, de l’électron au lieu de la masse 
réduite m — m,/2). Cette s'és se simplifie notablement si la vitesse 
est si grande que e*<£vh (remarquons que ceci est précisément la 
condition d’ 2p lication de la théorie des perturbations au champ 
coulombien). Alors, on peut remplacer le cosinus dans le troisième 
terme par 1, et il ‘vient : 


2e3 \14-—3 sin?6 
do= (Er dre do. (137,8) 


L'autre cas extrême, euh, correspond au passage à la mécani- 
que classique (cf. fin du $ 127). Dans la formule (137,7) ce passage 
est très original. Lorsque e5>uh le cosinus dans le troisième terme 
entre crochets oscille rapidement. Pour chaque 6 donné la formule 
(137,7) donne, en général, pour la section de diffusion une valeur no- 
tablement différente de celle de Rutherford. Mais dès qu’on prend la 
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moyenne sur un petit intervalle de valeurs de 6, le terme oscillant 
dans (137,7) disparaît, et nous retrouvons la formule classique. 

Toutes les formules écrites concernent un référentiel où le centre 
d'inertie est au repos. Le passage à un système où l’une des parti- 
cules était au repos avant la collision se réalise [en vertu de (123,2)] 
simplement en remplaçant 6 par 28. Ainsi, on déduit de (137,7) 
pour la collision des électrons : 

2e? \3 1 1 
do= (er) [ sing Too 8 — 
— mens (Ets o)] cosô do, (137,9) 


do étant l'élément d'angle solide dans le nouveau référentiel (rem- 
plaçant 6 par 26, l'élément d’angle solide do doit être remplacé 
par 4cos 8 do, car sin 6 d6 dg = 4 cos sin 8d@ d). 


Problème 
Déterminer la section de diffusion de deux particules identiques de spin 
1/2, ayant des valeurs moyennes du spin s, et ss. 
Solution. La dépendance de la section par rapport à la polarisation 
des particules doit s'exprimer par un terme proportionnel au scalaire ss. On 


cherche do sous la forme a<+-6 5,5, Pour les particules impolarisées (S, =5; —0), 
le second terme est absent et, en vertu du (137,4) : do =a=(d0,-+-3d0,)/4. Mais si 


les deux particules sont complètement polarisées dans une direction (5,5, = 1/4), 
le système se trouve a priori dans un état avec S—1; dans ce cas, par consé- 
que do=a+b/4=d0,. Déterminant a et b à partir des deux égalités déduites, 
on trouve: 


do = _. (dos + 3404) + (d03 —d0 5) S15s. 


$ 138. Diffusion résonnante de particules chargées 


Lors de la diffusion de particules nucléaires chargées (par exemple 
de protons par des protons) on a, à côté de forces nucléaires de 
courte portée, une interaction coulombienne décroissant lentement. 
La théorie de la diffusion résonnante s’élabore dans ce cas par la 
même méthode qui a été exposée au $ 133. La seule différence est 
qu’on prendra pour fonctions d'onde dans la région extérieure au 
rayon d'action des forces nucléaires (r > a) non pas la solution de 
l'équation du mouvement libre (133,2), mais la solution générale 
exacte de l'équation de Schrôdinger dans un champ coulombien. On 
suppose alors, comme auparavant, la vitesse des particules juste 
assez petite pour que ka<< 1; en ce qui concerne la relation entre 
1/k et l'unité de longueur coulombienne a =h'/mZ,Ze? (m étant la 
masse réduite des particules en collision), elle peut être quelconque. 


1 La théorie exposée dans ce qui suit a été dévelo ar L. Landau et 
J. Smorodinski (1944). $ ee 
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Pour un mouvement avec {/—0, dans un champ coulombien 
répulsif l'équation de Schrôdinger pour la fonction radiale x=rR, 


est : 
x+(e—2)x=0 (138,1) 


(dans les unités coulombiennes). On a trouvé au $ 36 la solution de 
cette équation obéissant à la condition : x/r est fini pour r —0. Cette 
EE que nous désignerons ici par F,, a la forme [cf. (36,27 
et 28)]: 


F,= Aer krF (++ 1, 2, —2ikr), 
VU LE (138,2) 


exvk_]" 


L'expression asymptotique de cette fonction aux grandes distances 
est : 


F,æsin (ar gin 2r +65"), get — argr( 1+ +) (138,3) 
et les premiers termes du développement pour les r petits (kr <£1, 
rl): 

F,= Akr(l+r+...). (138,4) 


Mais à présent, la condition à la limite ayant changé, le compor- 
tement de la fonction à l’origine perd son importance, et il nous faut 
la solution générale de (138,1) qui est une combinaison linéaire de 
deux intégrales particulières indépendantes. 

Les paramètres de la fonction hypergéométrique dégénérée dans 
(138,2) sont tels (y entier: y— 2) que nous avons précisément affaire au 
cas mentionné à la fin du $ d des compléments mathématiques. Con- 
formément aux indications qui y sont faites, nous obtenons la 
seconde intégrale de l'équation (138,1) en remplaçant la fonction F 
dans (138,2) par une quelconque autre combinaison linéaire de 
deux termes dont la somme est, en accord avec (d, 14), la fonction 
hypergéométrique dégénérée. Choisissant pour combinaison de ce 
genre la différence de ces termes, on obtient une deuxième solution 
4 vou de l’équation (138,1) (que nous noterons G,) sous la 
orme :: 


G,=2Im ne aie) TE G(1—+, +, —Sikr) 


1 Les fonctions F, et Go (tout comme les fonctions F, et G,;, avec l #0, 
déterminées d'une manière analogue) sont appelées respectivement fonctions 
coulombiennes régulière et irrégulière. 


(138,5) 
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(la fonction F,, elle, est la partie réelle de l'expression ci-dessus). 
Sa forme asymptotique aux grandes distances est : 


G, = cos (a+ In 2kr +65"), (138,6) 
et les premiers termes du développement pour les r petits : 
G={1+2r [In2r+2C—1+h(4)]+...4 (138,7) 
C=0,577... étant la constante d’Euler, et (4) la fonction 
h(E)=Re (—-+) Link (138,8) 


[b(z)=T" (2)/T (2) est la dérivée logarithmique de la fonction T]:. 
Nous écrirons l’intégrale générale de l’équation (138,1) sous forme 
de la somme 


x=const-(F,ctg 6, + G,), (138,9) 


ctg 6, étant une constante. Cette constante a été notée de sorte que 
la forme asympfotique de cette solution soit 


x sin (er— in 2kr + 6 + 8, ). (138, 10) 


De la sorte, 6, est le déphasage supplémentaire de la fonction d'onde 
provenant des forces à courte portée. Nous devons le relier à la 
constante figurant dans la condition à la limite (4’/x) |, o = const 
remplaçant l'examen de la fonction d'onde dans la zone d'influence 
des forces nucléaires. Mais, étant donnée la divergence (comme In r) 
de la dérivée logarithmique x’/x lorsque r — 0, cette condition doit 
être rapportée à présent non pas à zéro, mais à une valeur arbitrai- 
rement petite mais finie r—p. Calculant [à l’aide des formules 
(138,4) et (138,7)] la dérivée x’ (p)/x (p) et l’égalant à une constante, 
on obtient la condition à la limite sous la forme: 


kA® ctg 6,+ 2 [In 2p +2C +h(k)] = const. 


L'expression dans le premier membre contient les constantes 
2 In 2p + 4C indépendantes de À; incorporons-les à la constante, que 
nous noterons ensuite—x. On obtient l'expression définitive de 


1 Le développement (138,7) se déduit de (138,5) à l’aide du développement 
(d, 17). On s’est servi alors de la relation connue : 


VU+2)= (+ 


[qui se déduit facilement de T(2+1)= 27 (z)] et des valeurs D (1})==— C, (2) = 


=—C+1. 
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ctg 6, que nous écrirons ici dans les unités ordinaires: 
ôter) [h(ka)+ Se] (138,11) 


[à la limite 1/a —0, c'est-à-dire que lors du passage à des particu- 
les non chargées la formule (138,11) se réduit à ctg6,—=—%x/K, 
qui coïncide avec (133,6)]. 

La fig. 49 représente le gra- 
phique de la fonction h(x)1. 

De la sorte, en présence d'in- 
on coulombienne, la quan- 
tité 


2 ctg 60 2 22 
ae (ett/kec_1) di e. . 


est «constante». Nous avons 
mis constante entre guillemets, 
car * représente en réalité le pre- 
mier terme du développement en 
puissances de la petite quantité 
ka d'une certaine fonction dépen- 
dant des propriétés des forces à 
faible portée. Comme on l’a dit 
au $ 133, il correspond à la ré- 
sonance aux petites énergies le 
cas de la constante x anomale- 
ment petite. Ceci étant, pour 
améliorer la précision, il faut 
aussi tenir compte du terme sui- 
vant (—k*) du développement, 
contenant un coefficient d'ordre 
de grandeur enormal», c'est-à- Fig. 49 


? Pour calculer la fonction H(k), on peut se servir de la formule 


h(kR)=Rk-? D) te —C+in k, 


ns! 


qui se déduit facilement à l’aide de la formule 


1, © 1 
Ve hr 


(cf. Whittaker et Watson, Course of Modern Analysis, Cambridge, 
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dire qu'il faut remplacer dans (138,12)—% par! 
+5 rh. 


La présence de la résonance peut être due, comme on l’a dit au 
$ 133, à l'existence d’un état discret réel aussi bien que d’un état 
discret virtuel du système. On peut montrer * que le critère de réalité 
ou de virtualité du niveau est, comme avant, le signe de x. 

Les déphasages totaux des fonctions d’onde sont, en vertu de 
(138,10), égaux aux sommes 6$!+6. Ceci étant, on a pour la 
section de diffusion : 


FO)=5 À (21+ 1) [exp (265%! + 256) — 1] P: (cos 6). (138,13) 
1=0 


Nous écrirons la différence entre crochets sous la forme: 


exp(216$%1+2:6,)—1 = [exp(2i65%1}—1]-+[exp (2565°%1—1) (e%%—1)]. 
(138,14) 


Les phases coulombiennes 6f°#! apportent une contribution de même 
ordre de grandeur à l'amplitude de diffusion pour tous les /. Quant 
aux phases 6, liées aux forces de faible portée, elles sont petites 
pour {#0 (aux petites énergies). De ce fait, substituant (138,14) 
dans (138,13), on laisse le premier crochet dans tous les termes de 
la somme ; ces termes s’ajoutent en amplitude de diffusion coulom- 
bienne (135,9) : 


ne LA 9 * Scoul 
Fcout (6) es exp ( pe Insin 32161). (138,15) 


Pour ce qui est du second crochet dans (138,14), on ne le conserve 
que dans le terme avec /—0. De la sorte, l'amplitude totale de 
diffusion se met sous la forme 


F(B)= Foou(8) + y (e*%e— 1) exp (2681). (138,16) 
1944, $ 12.16). Les expressions limites de A(k) sont : 
RG) 5 pour À 13 h()=—C+ in &4UE pour #1 


[la nr donne des valeurs exactes de A(k) à moins de 4% déjà 
pour k > 2,5]. 

1 Indiquons les valeurs des constantes «= 1/x et r, pour la diffusion d’un 
proton par un proie =—7,8.10-13, r,—2,8.10-13 cm (l'unité de longueur 
coulombienne est 2%?/m,e2=—57,6.10-13 cm). Ces valeurs concernent une paire 
de protons de spins antiparallèles (lorsque les spins sont parallèles, un système 
de deux protons ne peut, en vertu du principe de Pauli, se trouver dans l'état s). 

a Voir L. Landau et J. Smorodinski, Journal of Physics USSR, 8, 154, 
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Le second terme dans cette expression peut être appelé amplitude 
de diffusion nucléaire. Mais il convient de souligner qu’une telle 
division est conventionnelle : 8, étant déterminée d’après (138,11), 
la présence de l’interaction coulombienne influe aussi essentiellement 
sur ce terme, qui est tout différent de ce qu’il serait pour les mêmes 
forces de faible portée pour des particules non chargées. Notamment, 
lorsque ka.—+0, la phase 6,, et avec elle le second terme tout 
entier dans (138,16), tend exponentiellement (comme exp (—2x/ka.)) 
vers zéro, c'est-à-dire que la diffusion nucléaire est complètement 
masquée par la répulsion coulombienne. 

Dans la section de diffusion les deux parties de l’amplitude 
interfèrent : 


d Z,Z 1 a . 
a Uor= (ES) ;——“<%% sin 6, cos (GE In sin &+ 6, )+ 


HAT TR TT bus 
sin 5 sin 5 


+40Rmar sin, (138,17) 


Il est supposé ici que les particules en collision sont différentes ; 
pour des particules identiques, l’amplitude de diffusion doit être 
symétrisée avant l'élévation au carré (cf. $ 137). 


$ 139. Collisions élastiques d'électrons rapides et d’atomes 


Les collisions élastiques d'électrons rapides et d’atomes peuvent 
être traitées à l’aide de l’approximation de Born si la vitesse de 
l’électron incident est grande en comparaison des vitesses des élec- 
trons atomiques. 

Etant donnée la grande différence entre la masse de l’électron 
et celle de l'atome, ce dernier peut être considéré comme fixe durant 
la collision, et le référentiel dans lequel le centre d'inertie est fixe 
coïncide avec le référentiel d’immobilité de l'atome. Alors, p et p’ 
dans la formule (126,7) désignent les impulsions de l’électron avant 
et après la collision, m la masse de l’électron, et l’angle 8 coïncide 
avec l’angle de déviation 8 de l’électron. Pour ce qui est de l’énergie 
potentielle U (r) dans (126,7), elle demande une définition adéquate. 

Nous avons calculé au $ 126 l'élément de matrice U,:, de l'énergie 
d'interaction relativement aux fonctions d'onde d’une particule libre 
avant et après la collision. Lors de la collision avec un atome, 
il faut aussi tenir compte des fonctions d'onde décrivant l’état interne 
de l'atome. Dans une diffusion élastique l’état de l’atome ne varie 
pas. Donc, UV, doit être défini en tant qu’élément matriciel rela- 
tivement aux fonctions d’onde +, et 1, de l’électron, diagonal 
relativement à la fonction d'onde de l'atome. En d’autres termes, 
U dans (126,7) doit être compris comme l'énergie potentielle d’in- 
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teraction de l’électron avec l’atome, une fois prise sa moyenne par 
rapport à la fonction d'onde de l’atome. Elle vaut ep(r), æ (r) étant 
le potentiel du champ créé au point r par la distribution moyenne 
des charges dans l'atome. 

Désignant la densité de la distribution des charges dans l'atome 
par p(r), on a pour le potentiel @ l'équation de Poisson : 


Ag = — Anp (r). 


L'élément matriciel cherché U,, est, pour l'essentiel, la composante 
de Fourier de U (c'est-à-dire de œ) correspondant au vecteur d'onde 
q—=k’—k. Appliquant l'équation de Poisson à chacune des com- 
posantes de Fourier séparément, il vient : 


A (pae")=— g'paelt = — Anpqeix, 
d'où Pa —=41p4/g*, c'est-à-dire que 
Lots av = | pe-ter av. (139,1) 


La densité des charges p(r) est constituée par les charges élec- 
troniques et la charge du noyau: 
p=—en(r)+Zeëô(r), 
où en(r) est la densité de la charge électronique dans l’atome. Mul- 
tipliant par e-{4" et intégrant, on obtient : 
\ pe”! dV=——e \ ne-iar dV + Ze. 


On obtient ainsi pour l'intégrale qui nous intéresse l'expression 


Que-trav = € [Z—F(o)], (139,2) 
où la quantité F(q), définie par la formule 
F(g)=\ ne-is à, (139,3) 


porte le nom de facteur de forme atomique. Il est fonction de l’angle 
de diffusion, ainsi que de la vitesse de l’électron incident. 

Enfin, substituant (139,2) dans (126,7) on obtient finalement 
l'expression suivante pour la section de la diffusion élastique d’élec- 
trons rapides par un atome: 


4miet 


2m 
htqt 


do= [Z—F (q)}° do, qg—= Ë 


sin?. (139,4) 


1 Nous négligeons les effets d'échange entre l'électron rapide diffusé et les 
électrons atomiques, c’est-à-dire que nous ne symétrisons pas la fonction d’onde 
du système. On voit a priori que ceci est légitime : l'interférence de la fonction 
d'onde rapidement oscillante de la particule libre et de la fonction d'onde des 
électrons atomiques dans l’eintégrale d'échange » entraîne que la contribution 
à l'amplitude de diffusion qui lui est due est faible. 
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Considérons le cas limite des ga<&1, a, étant l’ordre de grandeur des 
dimensions de l’atome. Aux petits g correspondent de petits angles 
de diffusion: 8 <<vu,/v, où v, —h/ma, est l'ordre de grandeur des 
vitesses des électrons atomiques. 

Développons F (q) en série des puissances de g. Le terme d'ordre 


zéro est égal à \ n dV, soit au nombre total d'électrons Z dans l’atome. 


Le terme de premier ordre est proportionnel à [rn (r) dV, c'est-à-dire 
à la valeur moyenne du moment dipolaire de l’atome, qui est iden- 
tiquement nulle ($ 75). On doit donc pousser le développement 
jusqu’au terme de second ordre, ce qui donne: 


Z—F(9=% (nr dv; 
substituant dans (139,4), il vient : 
do=|T f nr dV | do. (139,5) 


De la sorte, dans la région des angles petits la section est indé- 
pendante de l'angle de diffusion et est déterminée par le carré 
moyen de la distance des électrons atomiques au noyau. 

Dans l’autre cas limite des g grands (ga > 1, 8 v,/v), le fac- 
teur e-{a dans l’expression sous le signe somme de (139,3) est une 
fonction rapidement oscillante, et l'intégrale tout entière est presque 
nulle. On peut donc négliger F(q) en comparaison de Z, et il reste 


do= Æ) œ., (139,6) 


sin‘ — 
2 


c'est-à-dire la section de Rutherford de la diffusion par le noyau 
de l'atome. 
Calculons également la section de transport 


où = | (1—cos 6)do. (139,7) 
Dans la région des angles 8 <£v,/v, on a, vu (139,5), 
do = const -sin Ÿ dû = const 8 dô, 
où const ne dépend pas de 6. C'est pourquoi dans cette région 
‘l'expression sous le signe d’intégration est proportionnelle à 648, 


de sorte que l'intégrale converge rapidement à sa limite inférieure. 
Dans la région 1>>685v,/0, on a 


do = const (d8/8), 


l'expression sous le signe d'intégration est proportionnelle à 
d8/Ô, si bien que l'intégrale (139,7) diverge comme un logarithme. 
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On voit d'ici que le rôle prééminent dans l'intégrale est joué 
précisément par cette région d’angles, et il suffit d'intégrer dans 
cette région. La limite d'intégration inférieure doit être prise de 
l’ordre de v,/v; écrivons-la sous la forme e/yhv, y étant une cons- 
tante sans dimension. On obtient finalement la formule suivante : 


can (2) In. (139,8) 
Le calcul exact de la constante y fait intervenir la diffusion d’angles 
ê>v,/v et ne peut être fait sous la forme générale; o, dépend 


faiblement de la valeur de cette constante, puisqu'elle est multipliée 
sous le logarithme par la grande quantité hujei. 


Tableaul]l 
Facteur atomique d’après Thomas-Fermi 

x | p (x) | * p (x) x | œ (x) 
0 1,000 1,08 0,422 2,17 0,224 
0,15 0,922 1,24 0,378 2,32 0,205 
0,31 0,796 1,39 0,342 2,48 0,189 
0,46 0,684 1,55 0,309 2,64 0,175 
0,62 0,589 1,70 0,284 2,79 0,167 
0,77 0,522 1,86 0,264 2,94 0,156 
0,93 0,469 2,02 0,240 


Pour le calcul numérique du facteur de forme d’atomes lourds, 
on peut se servir de la distribution de Thomas-Fermi de la densité 
n(r). On a vu que dans le modèle de Thomas-Fermi n(r) a la forme: 


n(r) = Z'f (27) 


(dans cette formule et dans celles qui suivent toutes les grandeurs 
sont mesurées dans les unités atomiques). Il est facile de voir que 
l'intégrale (139,3) calculée avec une telle fonction n(r) ne contient 
g qu'en combinaison avec Z: 


F(g)=Zœ(bgZ""*). (139,9) 


On a donné dans le tableau 11 les valeurs de la fonction (x) 
universelle pour tous les atomes. 


1 I faut avoir en vue que cette formule ne s'applique pas pour les q pe- 
tits, conformément au fait que l'intégrale de nr ne peut effectivement pas 
être calculée par la méthode de Thomas-Fermi (cf. nota p. 533). On se rappel- 
lera aussi que le modèle de Thomas-Fermi ne reflète pas les propriétés indivi- 
duelles des atomes, qui présentent des écarts par rapport à leur variation sys- 
tématique avec le numéro atomique. 
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Avec le facteur atomique (139,9) la section (139,4) prend la 
forme : 


do = F [1— 9 (bqZ- 1/3) do = Z2/3© (z-10 sin 2) do, (139,10) 


O(x) étant une nouvelle fonction universelle. On peut obtenir en 
intégrant la section totale. Le rôle prééminent dans l'intégrale est 
joué par la région des © petits. On peut écrire en conséquence 


do = Z1/30(Z-1/3v8/2) 2x0 dd, 
et Intégrer sur dô jusqu'à l'infini: 


o=92nZ13 ot Sedo zen Jon 


De la sorte, © s'écrit : 
zus 
o=const-—#. (139,11) 


D'une manière analogue, on s’assurerait aisément que la cons- 
tante y dans la formule (139,8) est proportionnelle à Z-1/3. 


Problème 


Calculer la section de la diffusion élastique d'électrons rapides par l'atome 
d'hydrogène dans l’état fondamental. 

Solution. La fonction d'onde de l’état normal de l'atome d'hydrogène 
étant p=e-"/Vx (en unités atomiques), on a n—e-2?’/x. L'intégration dans 
(ses) sur les angles se fait comme lors de la déduction de la formule (126,12) 
et donne 


_4n R : _ g\=t 
sr dot . 


Substituant dans (139,4), on obtient 
4(8+9) 
do=———— do, 
A+ 
où g=2v sin(6/2). Pour calculer la section totale, on écrit 
do = 2 sin $ 49% q dy 


et on intègre sur dg de O0 à 2v; comme, toutefois, vw est Da grand et que 
l'intégrale converge, la borne supérieure peut être rempla par l'infini. On 
obtient finalement : 


O==— 0 


3v3 
La section de transport est donnée par l'intégrale 


= | gt do. 
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Remplaçant la variable d'intégration conformément à 4+q3=u, et remplaçant 
partout, à part le terme du/u, la borne supérieure par l'infini, on obtient : 


4x 1 
= (in v+5) 
ce qui est conforme à (139,8). 


$ 140. Diffusion en interaction spin-orbite 


Jusqu'à présent, seules étaient envisagées les collisions de parti- 
cules dont l'interaction ne dépend pas de leurs spins. Dans ces con- 
ditions, ou bien les spins n'’influent pas sur le processus de diffu- 
sion, ou bien ils exercent une influence indirecte liée aux effets 
d'échange ($ 137). 

Généralisons à présent la théorie de la diffusion développée au 
$ 123 au cas où l'interaction des particules dépend essentiellement 
de leurs spins, comme cela a lieu lors de la collision de particu- 
les nucléaires. 

Traitons en détail le cas le plus simple où l’une des particules 
en collision (pour fixer les idées, nous supposerons qu'il s’agit d'une 
particule du faisceau incident) a pour spin 1/2, et l’autre (la par- 
ticule-cible) O. 

Pour un moment total (demi-entier) donné du système j, le mo- 
ment orbital ne peut avoir que deux valeurs {= j + 1/2, auxquelles 
correspondent des états de parités différentes. C'est pourquoi la 
conservation de j et de la parité entraîne aussi dans ce cas la 
conservation de la grandeur du moment orbital. 

L'opérateur f ($ 125) agit à présent non seulement sur les va- 
riables orbitales, mais aussi sur les variables de spin de la fonction 
d'onde du système. Il doit commuter avec l'opérateur de la quan- 
tité conservative l°. La forme la plus générale d’un tel opérateur est : 


f—a+bls, (140,1) 
a et b étant des opérateurs orbitaux ne dépendant que de F°. 

La matrice S et la matrice de l'opérateur f sont diagonales par 
rapport aux fonctions d'onde des états de valeurs déterminées des 
quantités conservatives { et j (et de la projection m du moment 
total), et les éléments diagonaux s'expriment en fonction des phases 
ô des fonctions d'onde par la formule (123,15). Lorsque let le moment 
total j—{1+1/2 et j—=1—1/2 sont donnés, les valeurs propres de 
ls sont respectivement égales à //2 et —(1+1)/2 [cf. (118,5)]. 
Aussi _a-t-on pour déterminer les éléments matriciels diagonaux de 
a et b (nous les désignerons par a, et b,): 


l 1 ré 
atzh=zz (ex —1) , 


1+1 1 = (140,2) 
ap GE (ei —1), 
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où les pee ô; et 6; correspondent aux états avec j={+1/2 
et j—=1—1/2. 

Toutefois, ce ne sont pas les éléments diagonaux en soi de l’opé- 
rateur f par rapport aux états de valeurs de { et de j données qui 
nous intéressent, mais l’amplitude de diffusion en tant que fonc- 
tion des directions des ondes incidente et diffusée. Cette amplitude 
est encore un opérateur, mais à présent seulement vis-à-vis des 
variables de spin, un opérateur non diagonal par rapport à la pro- 
jection du spin o. Nous désignerons dans la suite de ce paragraphe 
par f un tel opérateur. 

Pour le trouver, il faut appliquer l'opérateur (140,1) à la fonc- 
tion (125,17) correspondant à une onde plane incidente (le long de 
l’axe des z). De la sorte: 


Î -i (2+1)(a+bÀs) P, (cose). (140,3) 


Il faut encore calculer ici le résultat de l’action de l'opérateur Îs 
sur la fonction P,(cos8). On peut le faire en écrivant 


îs— 5 Œ,s_ +F.5,)+Ls, 
[ef. (29,11)] et utilisant les formules (27,12) des éléments matri- 
ciels des opérateurs /, ; il est plus simple encore d'utiliser direc- 
tement les expressions opératorielles (26,14 et 15). Un calcul 
simple donne : 

Î SP, (cos 6) = ivsP} (cos 6), 


P} étant un polynôme associé de Legendre et v le vecteur unité 
dans la direction nXn°’ perpendiculaire au plan de diffusion (nest 
la direction d'incidence le long de l’axe des z, n’ la direction de 
la diffusion déterminée par les angles sphériques 6, 9). 
Tirant a,, b, de (140,2) et substituant dans (140,3), on obtient 
à présent définitivement : L : 
[= A+2Bvs, (140,4) 


A = D Le 1 (ef —1) +1 (er —1)] (cos 0), 
Fe (140,5) 


B =32 (ertr er ) P}(cos 8). 


Les éléments matriciels de cet opérateur donnent l’amplitude 
de diffusion avec des valeurs déterminées de la projection du spin 
à l'état initial (o) et à l’état final (0°). Considérons la section 
sommée sur toutes les valeurs possibles de o’ et médiée par rap- 
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port aux probabilités des diverses valeurs de o dans l’état initial 
(dans le faisceau incident de particules). Une telle section est don- 
née par: 

do = (Pos do; (140,6) 
on aura fait la sommation sur les états finaux en prenant les élé- 
ments matriciels diagonaux du produit f*f, et la barre désigne la 
moyenne relativement à l’état initial . Si dans l’état initial toutes 
les directions du spin sont équiprobables, cette moyenne revient 
à prendre la trace de la matrice (divisée par le nombre de valeurs 
possibles de. la projection du spin o): 


do= + Tr(f*f) do. (140,7) 


Lorsqu'on substitue (140,4) dans (140,6), la valeur moyenne du 
carré (vs)? est donnée par v's'/3—=s(s+1)}/3= 1/4. On obtient 
finalement 


#=|A|"+1B/+2Re(AB*)vP, (140,8) 


P=— 2s étant la polarisation initiale du faisceau, définie comme le 
quotient de la valeur moyenne du spin dans l’état initial par sa 
plus grande valeur possible (1/2). Rappelons que dans le cas du 
spin 1/2 le vecteur s caractérise complètement l’état de spin ($ 59). 

Notons que la polarisation du faisceau incident entraîne une 
asymétrie azimutale de diffusion: à cause du facteur vP dans le 
dernier terme, la section (140,8) dépend non seulement de l'angle 
polaire 6, mais encore de l’azimut q@ de n° par rapport à n (pour- 
vu que la polarisation ne soit pas perpendiculaire à v, de sorte que 
wP#0). 

La polarisation des particules diffusées peut être calculée par 
la formule 


p'— 2e, (140,9) 


Ainsi, si l’état initial n’est pas polarisé (P—0), un calcul simple 
donne 


» _ 2Re(AB*) 
PER". (140,10) 


1 Si l’on somme le carré du module |f,{* de l'élément matriciel d’un 
opérateur quelconque pour la transition 0 —n sur les états finaux #, on obtient 


Z 1 fon = D fon Von) = Ÿ fon (F + )n0 = (UF + oo: 


Pour éviter tout malentendu, soulignons que le signe de conjugaison + dans 


(140,6) et dans toute la suite concerne f en tant qu'opérateur de spin et, no- 
tamment, n'implique pas la transposition de n et n’, 
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De la sorte, la diffusion entraîne en général une polarisation per- 
pendiculaire au plan de la diffusion. Notons, toutefois, que cet 
effet est absent à l'approximation de Born: si toutes les phases Ô 
sont petites, alors à la première approximation par rapport à ces 
phases le coefficient À est réel et B est purement imaginaire de 
sorte que Re(AB*)= 0. 

Le fait que la polarisation P’ (140,10) soit dirigée suivant v est 
évident a priori: P’ est un vecteur axial, et v le seul vecteur 
axial qui que être formé à partir des vecteurs polaires n-et n° 
en notre disposition. Aussi est-il évident que cette propriété carac- 
térisera également la polarisation engendrée lors de la diffusion 
d'un faisceau non polarisé de particules de spin 1/2 par une cible 
non polarisée de noyaux de spin quelconque (et non forcément nul):. 

Formulant le théorème de réciprocité de la diffusion en pré- 
sence de spins, il faudra tenir compte que l’inversion du temps 
change non seulement les signes des impulsions, mais aussi ceux 
des moments. Aussi la symétrie de la diffusion vis-à-vis de l’inver- 
sion du temps doit-elle s'exprimer dans ce cas par l'égalité des 
amplitudes des processus se distinguant l'un de l’autre non seule- 
ment par l'interversion de l'état initial et de l’état final et l’inver- 
sion des sens du mouvement, mais encore par le changement des 
signes des projections des spins des particules dans les deux états. 
Mais alors les signes de ces amplitudes peuvent être différents du 
fait que l’inversion du temps introduit, en vertu de (60,3), dans 
la fonction d'onde de spin le facteur (—1). La conséquence en 
est que le théorème de réciprocité doit être formulé comme suit :: 


FC, Os nn, 0, Ou n’)= 
=(—1)2 6-0 f(—0;, —0:, —n’; —0,, —0,, —n). (140,11) 


Ici f(o,, 0, n; 0, 6, n°) est l'amplitude de diffusion avec varia- 
tion des projections des spins des particules en collision des valeurs 
0, 0, aux valeurs 0;, 0,; la somme dans l’exposant porte sur les 
deux particules avant et après la diffusion. 

A l’approximation de Born, la diffusion possède encore une sy- 
métrie: on a les mêmes probabilités pour des processus se distin- 
guant l’un de l’autre par l’interversion de l’état initial et de l’état 


1 Nous entendons ici une cible constituée par des noyaux dont les direc- 
tions des spins sont distribuées d’une manière absolument chaotique. Rappelons 
que pour s > 1/2 la valeur moyenne du vecteur spin ne détermine pas com- 
plètement l'état de spin, et sa nullité ne signifie pas encore l'absence totale 
d'ordre dans les spins. 

3 La déduction de cette relation est analogue à celle de la formule (125,12). 
En outre, on doit introduire les facteurs de spin dans les amplitudes des ondes 
convergentes et divergentes dans la fonction d'onde, et on obtient au lieu de 


(125,10) la condition K-1 $R—S, l'opérateur À réalisant non seulement 
l’inversion, mais encore transformant l'état de spin conformément à (60,3). 
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final, sans changement des signes des impulsions et des projections 
des spins des particules, comme lors de l’inversion du temps 
($ 126). Combinant cette propriété avec le théorème de réciprocité, 
on trouve que la diffusion est symétrique vis-à-vis du changement 
des signes de toutes les impulsions et projections des spins, sans leur 
pertmutation. On en déduit facilement qu’à l'approximation de 
Born il ne peut y avoir de polarisation au cours de la diffusion 
de n’importe quel faisceau non polarisé par une cible non polari- 
sée. En effet, dans ladite transformation, le vecteur polarisation P 
change de signe, et le seul vecteur kXk’ suivant lequel peut être 
dirigé P reste inchangé. De la sorte, la propriété mentionnée ci- 
dessus pour la diffusion de particules de spin 1/2 par des particules 
de spin 0 a en réalité un caractère général. 

Dans le cas de spins arbitraires des particules en collision, les 
formules des distributions angulaires s'hypertrophient, et nous 
n'insisterons pas sur leur déduction. Nous nous contenterons de 
compter le nombre de paramètres déterminant ces distributions. 

Le cas examiné ci-dessus des particules en collision de spins 1/2 
et O a, notamment, ceci de caractéristique qu’il correspond en tout 
un seul état du système de deux particules aux valeurs données de j 
et de la parité (faisant abstraction de l'orientation, inessentielle, 
du moment total dans l’espace). À chacun de ces états correspond 
dans l’amplitude de diffusion un paramètre réel (la phase 6). Dans 
le cas de spins différents, il existe, en général, plusieurs états dis- 
tincts ayant mêmes moment total J et parité; ces états sont spéci- 
fiés par les valeurs du spin total S des particules et du moment 
orbital de leur mouvement relatif /. Soit n le nombre des états de 
ce genre. Il est facile de voir que chaque groupe d'états de ce 
genre est représenté dans l’amplitude de diffusion par n(17+1)/2 
paramètres réels indépendants. 

En effet, relativement à ces états, la matrice S est une matrice 
symétrique unitaire (en vertu du théorème de réciprocité) à n-n 
éléments complexes. Il est commode de calculer le nombre de quan- 
tités indépendantes dans cette matrice en remarquant que, si l’on 
met $ sous la forme S—exp (&À), alors la condition d'unitarité est 
automatiquement vérifiée lorsque R est un opérateur hermitique 
arbitraire (cf. (12,13)). Si la matrice 3 est symétrique, il en est 
de même de la matrice R, qui, étant hermitique, est réelle. On 
sait qu’une matrice symétrique réelle a n(7+1)/2 composantes 
indépendantes. 

A titre d'exemple, indiquons que pour un système de deux par- 
ticules de spins 1/2 on a n —2. En effet, à J donné correspondent 
en tout 4 états: deux états avec {= J et de spin total S=0 ou 1, 
et deux états avec {—J + 1, S=1. Il est évident que deux d'entre 
eux sont pairs ({ pair) et deux impairs ({ impair). 
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Il est facile d'écrire la forme générale de l'amplitude de diffu- 
sion des particules de spin 1/2, en tant qu’opérateur relativement 
aux variables de spin des deux particules, partant des conditions 
d'invariance nécessaires: cela doit être un scalaire invariant par 
rapport à l’inversion du temps. Pour former cette expression, nous 
disposons de deux vecteurs axiaux spins des particules s, et s, et 
de deux vecteurs ordinaires (polaires) n et n’. Alors chacun des 
opérateurs s, et $, doit entrer linéairement dans l'amplitude, puisque 
toute fonction d’opérateur de spin 1/2 se réduit à une fonction li- 
néaire. La forme la plus générale d'un opérateur satisfaisant à ces 
conditions peut s’écrire : 

Î= A+ B GA) GA) +C Gin) u) + LL 

+D(av)(sv)+E(S +5, v)+F (S—s,, v). (140,12) 
Les coefficients À, B, ... sont des scalaires ne pouvant dépendre 
que du scalaire nn’, c'est-à-dire de l’angle de diffusion 6 (et de 
l'énergie); À, , v sont trois vecteurs unités orthogonaux dirigés 
respectivement suivant n+n’, n—n’ et nxXn’. A l'opération d'in- 
version du temps correspond la substitution 


Sj——S, Sa —+—S, N—e—n, n'——n. 
Alors, 
À—>— À, Bu, V——v 


et l’invariance de l'opérateur (140,13) est évidente. 

Dans le cas de diffusion mutuelle de nucléons (de protons et 
neutrons) le dernier terme dans (140,13) est absent. Ceci résulte 
déjà du fait que les forces nucléaires agissant entre les nucléons 
conservent la valeur absolue du spin total du système S ; l'opéra- 
teur s,—s,, lui, ne commute pas avec S* [les autres termes dans (140,12) 
s'expriment, en vertu de (117,4), en fonction de l'opérateur de spin 
total $, et commutent donc avec $?]. Lorsqu'il y a diffusion de 
nucléons identiques (pp ou nn), les coefficients À, B, ..., en tant 
que fonctions de l'angle de diffusion, satisfont également à certai- 
nes relations de symétrie résultant de l’identité des deux particules 
(cf. prob. 2). 


Problèmes 


1. Des pasause de spin 1/2 étant diffusées par des particules de spin 0, 

stone a polarisation après diffusion, sachant qu'elle n'était pas nulle non 
us avant. 

à Solution. Il est commode de faire le calcul d'après les formules (140,9), 

(140,4) en composantes, choisissant l'axe des z suivant v. On obtient finalement 


pr (4l—IBlP)P+218 17 v(vP)+21m(AB*) vxP+2v Re (AB°) 
EF 14P+18/+2Re(AB*) vP î 
2. Trouver les conditions de symétrie vérifiées par les coefficients dans 


l’amplitude de diffusion de deux nucléons identiques, ces coefficients étant con- 
sidérés comme des fonctions de l'angle 8 (R. Oehme 1965). 
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Solution. Regroupons les termes dans (140,12) de sorte que chacun d'eux 
soit non nul seulement pour les états singulets (S—0) ou triplets (S—1) du 
système de deux nucléons : 


zx - ave a la nats 

Fa(añ-+) (+ E)+e [rene] + 

+ d{(Sn)(&n)+ (Sn) (Gn)l+ e(s+8 v). (1) 
A l'aide des formules (117,4), il est facile de s'assurer que le premier terme est 
non nul seulement pour S=0, et les autres pour S=1. En vertu de l'identité 
des particules, l'amplitude de diffusion doit être symétrique par rapport à la 
permutation des coordonnées des particules pour S—0, et antisymétrique pour 
S=1; cette transformation équivaut à la substitution 0—>x—060 ou, ce qui 


revient au même, au changement du signe d'un des vecteurs net n° (cf. $ 137). 
On déduit de ces conditions les relations suivantes : 


a(x—0)=a(8), b(rz—68)—=—0b(8) c(x—0)=—c(8) 
d(n—6)=d(8),  e(x—6)=e(8). (2) 


En vertu de l'invariance isotopique, l'amplitude de diffusion est la même 
our les diffusions nn et pp et pour la diffusion np dans l'état isotopique avec 
Fi. Pour un système np, on peut aussi avoir encore un état T =—0; finale- 
ment, l'amplitude de diffusion np est caractérisée par d’autres coefficients a, 
b, ... dans (1), ne jouissant pas des propriétés de symétrie (2). 


$ 141. Pôles de Regge 


Nous avons examiné au $ 128 les propriétés analytiques de l’am- 
plitude de diffusion en tant que fonction de la variable complexe 
E—de l'énergie de la particule; le moment orbital ! jouait alors 
le rôle de paramètre parcourant des valeurs réelles entières. On 
dégage les propriétés ultérieures méthodologiquement essentielles 
de l’amplitude de diffusion en considérant à présent { comme une 
variable complexe continue, alors que l'énergie E prend des valeurs 
réelles ?. 

Tout comme au $ 128, nous considérerons les fonctions d'onde 
radiales de forme asymptotique (pour 7 —+ 00) 


X=r"rRi= AU, Eyexp (PE) +80 E)exp ( STE r). 


£ 
(141,1) 


Ces fonctions sont les solutions de l'équation de Schrôdinger (32,8) 
(où / est à présent considéré comme un paramètre complexe), et le 
choix de l’une des deux solutions indépendantes est fixé par la 
condition 


R,%const-r! lorsque r—0. (141,2) 


(958) Ces. propriétés ont été étudiées pour la première fois par T. Regge 
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Notons d'emblée qu’une telle condition impose certaines restric- 
tions aux valeurs permises du paramètre /. En effet, la forme gé- 
nérale de la solution de l'équation (32,8) pour les r petits est 


R,Æar!+cr"ti 


(cf. fin $ 32). Pour que la seconde solution puisse être univoque- 
ment distinguée «sur le fond » de la première et éliminée, le terme 
contenant r-{-1 doit, quand r—+0, être supérieur au terme conte- 
nant r!. Les valeurs de { étant complexes on en déduit la condi- 
tion Rel> Re(—1[—1), c'est-à-dire que 


Ref! +3)> 0. (141,3) 


Dans ce qui suit, seul sera envisagé précisément ce demi-plan de 
la variable complexe /, situé à droite de la verticale {——17/2. 

Etant solution d'une équation différentielle à coefficients ana- 
lytiques par rapport au paramètre {, la fonction d'onde R (r; {, E) 
est une fonction analytique de ce paramètre, sans singularités dans 
le demni-plan (141,3). Ceci concerne aussi, notamment, l'expression 
asymptotique (141,1), si bien que les fonctions A(/, E)et B(I, E) 
sont sans singularités par rapport à {. Mais on suppose alors que 
la conservation (pour 7 —+o) des deux termes dans (141,1) est 
effectivement légitime. Pour E > 0 il en est toujours ainsi, et si 
E < 0 ceci n'est vrai que si le champ U (r) satisfait aux condi- 
tions (128,6) ou (128,13). Un fait essentiel dans ces raisonnements 
est que le caractère du comportement asymptotique (suivant r) de 
la fonction d’onde ne dépend que de E, mais non de /; ceci étant, 
la complexité de { ne change pas les conditions du passage à l’ex- 
pression asymptotique. 

Rapprochant (141,1) de la formule asymptotique (128,15), on 
trouve l'élément de la matrice S sous la forme 

à l 
SU, E)=expl26(l, EJ=e" ÊTES, (141,4) 

valable pour les valeurs complexes de / aussi (mais alors le «déphasage» 
ô n'est plus réel). 

Pour les ! réels et pour E > 0 les fonctions À et B sont liées 
par la relation (128,4): A(I, E)= B°({, E). Il en résulte que pour 
les { complexes : 


A(!, E)=B"(I, E) pour E> 0, (141,5) 
si bien que S(/, E) vérifie la condition d'unitarité complexe : 
S°({, E) S(®, E)=1. (141,6) 


Les fonctions À (14, E) et B(l, E) n'ayant pas de singularités 
par rapport à {, la fonction S({, E) (et avec elle l'amplitude par- 
tielle de diffusion f({, E)) n’a de singularités (des pôles) qu'aux 
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zéros de B(l, E). Les pôles de l’amplitude de diffusion dans le 
plan de la variable complexe 1! sont appelés pôles de Regge. Leur 
position dépend, bien entendu, de la valeur du paramètre réel E. 
Les fonctions 


l=a;(E) 


qui déterminent les positions des pôles sont appelées érajectoires 
de Regge; quand E varie, les pôles se déplacent dans le plan des ! 
Se des lignes déterminées (l’indice à numérotant les pôles sera 
omis). 

Commençant l'étude des propriétés des trajectoires de Regge, 
nous montrerons tout d’abord que pour E < 0 toutes les fonctions 
a (E) sont réelles. Pour cela, considérons l’équation 


, [2m a(æ+1) _ 
r+[Re-ucy-HE]x=0, «417 


vérifiée par la fonction d'onde avec / =. Multipliant cette équation 
par x° et l’intégrant sur dr (le premier terme étant transformé en 
intégrant par parties), on obtient : 


— [ir ré +ÆTE-Uxlar-a (+1) (La 
0 0 


Nous avons tenu compte ici du fait que pour B=0 (condition dé- 
terminant les pôles de Regge) la fonction d'onde s’amortit expo- 
nentiellement quand 7—»o0o, de sorte que toutes les intégrales 
convergent. Les deux premiers termes dans l'égalité obtenue sont 
réels, et dans le dernier terme l’intégrale est réelle. Aussi doit-on 
avoir 


Ima(æ+1)=Im (a+) = 2Re(a++) Ima—0. 


Or, tous les pôles se trouvant dans le demi-plan (141,3), on a 
Re(œ+ 1/2) > 0, et nous sommes conduits au résultat exigé 


Ima(E)=0 pour E <0. (141,8) 

Puis, soumettons l'équation (141,7) aux opérations suivantes 

(analogues à la déduction de l'égalité (128,10)): dérivons cette 

équation par rapport à E et multiplions l'équation obtenue par y, 

et l'équation initiale (141,7) par OY4/0E ; retranchant ensuite l’une 
de l’autre, on obtient l'identité 

1H, f2\] 2m, x de(a+i1) 
fe x) | + dE QE 
Intégrons-la sur dr de O0 à œ, ayant de nouveau en vue que # 
s'annule lorsque r—+00. L'intégrale du premier terme s’annule, 


$ 141] PÔLES DE REGGE 673 


et on trouve: 


da(e+nfx, _2mfs 
= E dr = DL dr. (141,9) 


Etant donnée la réalité, connue, de «, la fonction d’onde est elle 
aussi réelle, si bien que les deux intégrales dans (141,9) sont réelles. 
Par conséquent, 


Jea+l)=2(a+r)> 0 
et comme œ+1/2 est positif: 
Æ>0 pour E<0. (141,10) 


De la sorte, pour E < 0 les fonctions &(E) sont monotones crois- 
santes quand E croît. 

Les valeurs négatives de E pour lesquelles les fonctions &(E) 
prennent des valeurs « physiques » (c’est-à-dire qu'elles sont égales 
aux nombres entiers {—0, 1, 2, ...) correspondent aux niveaux 
discrets de l'énergie du système. Notons qu'il apparaît ainsi un 
nouveau principe de classification pour les états liés: suivant les 
trajectoires de Regge sur lesquelles ils sont situés. 

En tant qu’exemple, considérons les trajectoires de Regge pour 
le mouvement dans un champ coulombien attractif. Les éléments 
de la matrice de diffusion sont alors donnés par l'expression ? 


TH I1—iR) 
(& en unités coulombiennes). Ses pôles sont situés aux points où 
l'argument de F(/+1—4i/k) est égal à un entier négatif ou à zéro. 
Pour E <0 on a k=iW—2E, de sorte que 


l 
75 (E < 0), (141,11) 
n,=0, 1, 2, ... étant le nombre numérotant les trajectoires de 
Regge. Egalant a (E) à l'entier /=0, 1, 2, ..., on obtient la for- 
mule de Bohr connue pour les niveaux d'énergie discrets dans le 
champ coulombien : 


G(E)=—n,—1+ 


1 
Es: 


Le nombre n, coïncide alors avec le nombre quantique radial qui 
détermine le nombre de nœuds de la fonction d'onde radiale. I] 


1 Comparer avec la formule (135,11) où (pour passer du cas de la répulsion 
au cas de l'attraction) on doit changer les signes devant &. 
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correspond à chaque trajectoire de Regge (c'est-à-dire à chaque 
valeur donnée de n,) un ensemble infini de niveaux, qui diffèrent 
par la valeur du moment orbital {. 

Envisageons les propriétés des fonctions &« (E) pour E > 0. Rap- 
pelons (cf. $ 128) que les fonctions A ({, E) et B({, E) dans (141,1), 
en tant que fonctions de la variable complexe E, sont déterminées 
dans le plan coupé suivant le demi-axe réel positif. En conséquence, 
les fonctions /—a(E) ont elles aussi une telle coupure, étant raci- 
nes de l’équation B(!, E)=0. Sur les bords supérieur et inférieur 
de la coupure les & (E) ont des valeurs complexes conjuguées ; alors, 
sur le bord supérieur Im > 0. Sans s'arrêter sur la démonstration 
formelle de cette assertion, nous apporterons des considérations plus 
physiques expliquant son origine. 

Lorsque /{ est complexe, l’énergie centrifuge elle aussi devient 
complexe, et avec elle l'énergie potentielle efficace U,=U + 
+1([1+1)/2mr. Répétant la déduction faite au $ 19, on obtient à 
présent au lieu de (19,6): 


LiYP+divi=2|#lImU,. 


Pour [=a, Imaæ > 0 et aussi ImU,>0; alors l'expression au se- 
cond membre de l'égalité est positive, ce qui signifie en quelque 
sorte l'émission de nouvelles particules dans le volume du champ. 
En conséquence, l'expression asymptotique de la fonction d’onde 
(qui ne contient pour B—0 que le premier des deux termes dans 
(141,1)) doit être une onde divergente ; il en est précisément ainsi 
sur le bord supérieur de la coupure, — comparer avec le passage 
de (128,1) à (128,3). 

Comme pour E > 0 les fonctions &æ(E) sont complexes, elles ne 
sauraient prendre ici leurs valeurs « physiques » 1 =0, 1, 2, ... Mais 
leurs valeurs peuvent être voisines (dans le plan des / complexes) 
de ces valeurs. Montrons que dans un tel cas il y a résonance dans 
l'amplitude partielle de diffusion (correspondant à la valeur entière 
donnée de Î). 

Soit {, la valeur entière de laquelle est voisine &(E). Soit en- 
suite E, une valeur de l'énergie (réelle positive) pour laquelle 
Reœ(E,)=1{,. On a alors au voisinage de cette valeur: 


a(E)&l+in+B(E—E), (141,12) 


n=Imat(E,) étant une constante réelle. Nous allons considérer les 
valeurs de &(E) sur le bord supérieur de la coupure; en vertu de 
ce qui précède, on a alors n > 0 (et comme par hypothèse & est 
voisine de {,, on a n<£1). Il est facile de voir que la constante f 
elle aussi (c'est-à-dire la dérivée da/dE pour E—E,) peut être con- 
sidérée comme une quantité réelle positive. En effet, &æ(E) étant 
quasi reelle, il en est de même aussi de la fonction d’onde 
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x(r; &, E). Négligeant les petites quantités d'ordre supérieur à n, 
on peut faire abstraction de la partie imaginaire de #, et alors la 
positivité de f résulte de celle des intégrales dans la relation (141,9). 

Comme la valeur { =a&(E) est un zéro de la fonction B(l, E)=0, 
au voisinage du point æ, E, cette fonction est proportionnelle à 
a—1l. Compte tenu de (141,12) on a de ce fait 


B(L, E)# const: [a(E—E,)+in]. (141,13) 


Or, de par sa forme, cette expression coïncide précisément avec 
(134,6), E, étant l'énergie et l'=2n/a> 0 la largeur du niveau 
quasi discret. De la sorte, la proximité de la trajectoire de Regge 
(pour E > 0) par rapport aux valeurs entières de / correspond aux 
états quasi stationnaires du système. Partant, on voit se poser pour 
ces états le même principe de classification que pour les états 
strictement stationnaires : il peut correspondre à chaque trajectoire 
de Regge toute une famille de niveaux discrets et quasi discrets. 
La considération de { comme une variable complexe permet 
d'obtenir une représentation intégrale utile pour l'amplitude de 
diffusion totale (pour E > 0) donnée par la série (123,11) 


F)= gr À CH D (SA, E)—1]P;(u) u=cos8. (141,14) 


I faut pour cela, avant tout, déterminer les fonctions P{u) 
non seulement pour les entiers />0, mais encore pour les valeurs 
complexes de /. Ceci peut se faire si l’on considère P,(u) comme 
une solution de l'équation (c, 2) 


(—p) Pi()—2uP;(u)+ (+1) P:(u)=0, (141,15) 


avec la condition à la limite P,(1)=1. La fonction P,(u) ainsi 
déterminée n'a pas, en tant que fonction de /, de singularités pour 


? Pour dégager la structure de ces intégrales, notons que le domaine asymp- 
totique des r > a (a étant le rayon d'action du champ) où est valable l'expres- 
sion (141,1) pour la fonction d'onde n'apporte qu'une petite contribution aux 
intégrales si n est petit. En effet, si {—@(E) est un zéro de B(I, E), alors 
(en vertu de (141,5)), {=a* est un zéro de A({, B). Dès lors, À (œ, E) (et donc 
Le æ, E) dans le domaine r ÿ> a) est une petite quantité — Vn(voir (134, 11). 

ors de l'évaluation des intégrales, un fait essentiel est aussi que sur le bord supé- 
rieur de la coupure (pour E) la fonction d'onde contient le facteur e/kr : 4 (r; &, E)= 
— A(a, E)elkr. Sur ce bord on peut traiter E comme E+iô (où 8 —+ +0); 
alors k aussi reçoit une petite partie imaginaire positive, ce qui assure la con- 
vergence des intégrales dans (141,9). Le fait que la contribution aux intégrales 
du domaine des r ÿ a soit petite provient de ce que l'énergie E correspond à 
un état quasi stationnaire (cf. plus bas); aussi la particule ne peut-elle se 
trouver dans ce domaine que par suite d'une désintégration peu probable de 
l'état. La principale contribution aux intégrales est due au domaine des r — a, 
où la fonction d'onde est quasi réelle. 
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des valeurs finies de cette variable :. 
Il est facile de voir que la série (141,14) coïncide avec l'in- 
tégrale 


1 (2+1 

Fa)= gr Er ISQ E—1]Pi(-ndi (141,16) 
C 

prise sur un contour C décrit dans le sens négatif (dans le sens 

des aiguilles d’une montre) autour de tous les points /=0, 1, 2, ... 

de l'axe réel, et se refermant à l'infini: 


Alors, tous les pôles !=a,, &,, ... de S(I, E) (non situés, pour 
E > 0, sur l’axe réel) doivent être extérieurs au contour C. 

En effet, l’intégrale (141,16) se réduit à la somme (multipliée 
par—ni) des résidus de l'expression sous le signe d'intégration 
aux points {=0, 1, 2, ..., pôles de la fonction 1/sinn/, les résidus 
de cette fonction étant égaux à (—1){/x. Notant de même que 
pour les entiers [: P,(—u)=(—1) P,(u), on ramène (141,16) à 
(141,14)?. 


1 En comparant (141,15) avec l'équation (e, 2), on peut exprimer P,(u) 
d'après la fonction hypergéométrique : 


Pa(b)=F (4, 1+1, 1; LÉ }e 


# On pourra trouver un exposé plus détaillé des questions examinées dans 
ce paragraphe (dans le cadre de la théorie non relativiste) dans le livre de de 
Aifaro et Regge cité en page 581. 


CHAPITRE XVIII 
COLLISIONS INÉLASTIQUES 


$ 142. Diffusion élastique en présence de processus 
inélastiques 


On appelle inélastiques des collisions accompagnées de change- 
ments de l’état interne des particules. Nous entendons ces change- 
ments au sens le plus large, le genre des particules lui-même pouvant 
aussi bien changer. Ainsi, telles sont l'excitation et l’ionisation des 
atomes, l'excitation et la désintégration des noyaux, etc. Lorsqu'une 
collision (par exemple, une réaction nucléaire) peut être accompagnée 
de divers processus physiques, on dit qu'on a divers canaux de 
réaction. 

La présence de canaux inélastiques exerce aussi une certaine 
influence sur les propriétés de la diffusion élastique. 

Dans le cas général où l’on a différents canaux de réaction, 
l'expression asymptotique de la fonction d'onde du système de par- 
ticules en collision est une somme où chaque canal possible est 
représenté par un terme. Entre autres, on a, notamment, un terme 
décrivant les particules dans l’état initial inchangé (canal d'entrée). 
C'est le produit des fonctions d'onde de l’état interne des particules 
et de la fonction décrivant leur mouvement relatif (dans le réfé- 
rentiel de repos du centre d’inertie). C’est précisément cette dernière 
fonction qui nous intéresse à présent ; nous la désignerons par Ÿet 
chercherons sa forme asymptotique. 

La fonction d’onde dans le canal d’entrée est formée par une 
onde plane incidente et une onde sphérique divergente qui correspond 
à la diffusion élastique. On peut la représenter aussi par la somme 
d'une onde convergente et d'une onde divergente, comme au $ 123. 
La différence consiste en ce que l’expression asymptotique des fonc- 
tions radiales R,(r) ne peut s'écrire sous la forme d’une onde sta- 
tionnaire. L’onde stationnaire est la somme d’une onde convergente 
et d’une onde divergente de même pnte En diffusion purement 
élastique, ceci correspond au sens physique du problème, mais si 
l'on a des canaux inélastiques, l'amplitude de l'onde divergente 
doit être plus petite que celle de l'onde convergente. En consé- 
quence, l’expression asymptotique de 4 sera donnée par la formule 
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(123,9): 


= > (214 1) P,(cos6) [(—1)*te-r + Sier], (142,1) 


avec cette différence que les S, ne sont plus déterminés par (123,10), 
mais sont des quantités (en général complexes) de modules infé- 
rieurs à l'unité. L’amplitude de la diffusion élastique s'exprime à 
l’aide de ces quantités par la formule (123,11): 


16 =-57 2 (21+1)(S,—1) P, (cos). (142,2) 


Pour la section totale de la diffusion élastique o., on obtient au 
lieu de (123,12) la formule 


= 2 (2+1)|1—S,P. (142,3) 


La section totale de diffusion inélastique, dite encore section de 
réaction o, relativement à tous les canaux possibles, peut aussi 
s'exprimer en fonction des S,. A cet effet, il suffit de remarquer 
que, pour chaque valeur de /, l'intensité de l'onde divergente est 
affaiblie relativement à celle de l'onde convergente dans le rapport 
IS,;P. Cet affaiblissement doit être attribué intégralement à la 
diffusion inélastique. Il est donc clair que 


= F2 (2+1)(1—1S,/), (142,4) 
1=0 
et que la section totale 
0,=0,+0,= #E (21+ 1)(1—ReS,). (142,5) 


L’amplitude pere de : "diffusion élastique de moment /, 
définie par (123,15), es 


Si—1 
h= EE , (142,6) 
et chaque terme dans les sommes (142,3) et (142,4) est la section 


partielle des diffusions élastique et inélastique des particules de 
moment l: 


= (2+1)|1—S,P, 
a D (1—1S;F), (142,7) 
= À (2 + 1)(1—ResS,). 
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La valeur S,=1 correspond à l'absence totale de diffusion 
(avec ! donné). Le cas S,;,=0, lui, correspond à l'« absorption» 
totale des particules de moment { (dans (142,1) est absente l'onde 
partielle divergente avec cette valeur de /); alors les sections de 
diffusion élastique et de diffusion inélastique sont égales : 

== (21+ 1). (142,8) 
Notons, que bien que la diffusion élastique puisse exister sans la 
diffusion inélastique (pour |S,|=1), l’inverse est impossible: Ja 
présence de la diffusion inélastique implique Ja présence simultanée 
de la diffusion élastique. 

Pour o‘” donné, la section partielle de la diffusion élastique 
doit avoir ses valeurs dans l'intervalle 


Vo—Vo—0 SVoP ES Vo +Vo0—0;, (142,9) 


avec 0, =(2/+1)x/k2. 
Comparant la valeur de f (8) dans (142,2) pour 8 = 0 avec (142,5), 
on obtient la relation 


Im f (0) = 04, (142,10) 


qui généralise le théorème optique antérieur (125,9). Ici encore 
f (0) est l'amplitude de diffusion élastique d’un angle nul, mais la 
section totale o, implique aussi bien la partie inélastique. 
Les parties imaginaires des amplitudes partielles f, sont lées 
à la section partielle o par la relation 
a 


k 
mhz (142,11) 


qui résulte directement de (142,6) et (142,7). 

Le fait que les coefficients S, dans l'expression asymptotique 
de la fonction d’onde n'ont pas leurs modules égaux à 1 n'affecte 
nullement les conclusions faites au $ 128 sur les points singuliers 
de l’amplitude de diffusion élastique en tant que fonction de la 
variable complexe E ; ces déductions subsistent également en présence 
de processus inélastiques. Les propriétés analytiques de l'amplitude 
changent toutefois; elle n’est plus réelle sur le demi-axe négatif 
(E < 0), et ses valeurs sur les bords supérieur et inférieur de la 
coupure suivant le demi-axe positif ne sont pas conjuguées (elles 
ne le sont pas non plus aux points symétriques par rapport à l'axe 
réel dans les demi-plans supérieur et inférieur). 

Lorsqu'on passe du bord supérieur de la coupure à son bord 
inférieur en contournant le point E—0, la racine WE change de 
signe, c’est-à-dire que la quantité réelle (pour E > 0) k change de 
signe à l’issue du contournement. Alors, les rôles des ondes con- 
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vergente et divergente dans (142,1) s’échangent, ce qui entraîne 
que le rôle du nouveau coefficient S, est joué par l'inverse 1/S, 
de son ancienne valeur (nullement égal à S;). Il est naturel de 
désigner les valeurs des amplitudes f, sur les bords supérieur et 
inférieur de la coupure par f,(k) et f,(—k) [il va sans dire que 
seule f,(k) est l'amplitude physiquel]. On a en vertu de (142,6): 


RO=Ï, fn= Lt. 


2ik 2ik 
Eliminant S, de ces deux égalités, on obtient la relation suivante: 
FR) — FR) = 2ikf (R) Fe (—E) (142,12) 


on aurait en l’absence de processus inélastiques f(—k)= f* (k), et 
es relations (142,12) et (142,11) coïncideraient]. 
Recopiant (142,12) sous la forme 
1 1 ; 
6 R5 — — ik, 
on voit que la somme 1/f,(k)+ik doit être une fonction paire de k. 
Désignant cette fonction par g,(k*), il vient: 


1 
RQ = EE: (142,13) 


Toutefois, la fonction paire g,(k?) n'est plus à présent réelle, alors 
qu'elle l’était dans (125,15). 

Lorsqu'un faisceau de particules traverse un milieu diffusant 
constitué par un grand nombre de centres diffusants, il s’affaiblit 
progressivement en raison de l'élimination de particules éprouvant 
divers processus de collision élastiques et inélastiques. Cet affaiblis- 
sement est complètement déterminé par l'amplitude de diffusion 
élastique d'angle nul et, moyennant l’observation de certaines condi- 
tions (voir ci-dessous), peut être décrit par la méthode formelle 
commode ci-après ?. 

Soit f(0, E) l'amplitude de diffusion d'angle nul par chacune 
des particules du milieu. Nous supposerons f petit en comparaison 
de la distance moyenne d=(V/N)1/3 entre particules, alors, on 
pourra considérer la diffusion par chacune d'elles séparément. 
Introduisons, à titre de quantité auxiliaire, un certain champ 


1 Le raisonnement exposé et, partant, la conclusion que la fonction g, est 
paire impliquent que l'interaction décroît suffisamment vite lorsque r — oo, 
assurant ainsi l'absence de coupures dans le demi-plan de gauche de E et, par 
conséquent, pernertane ainsi le contournement total du point E=0. 

3 Les id exposées dans ce qui suit conviennent, notamment, à la descrip- 
tion de la diffusion par les noyaux de neutrons rapides (d'énergie de l'ordre de 
centaines de MeV), dont la longueur d'onde est assez petite pour qu'en compa- 
raison de ces neutrons le noyau puisse être considéré comme un milieu macros- 
copique inhomogène. 
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efficace Ue d’un centre fixe, que nous définirons de sorte que 
l’amplitude de diffusion bornienne d’angle nul calculée à l’aide de 
ce champ soit précisément égale à la vraie amplitude f(0, E) [on 
n'entend nullement par là que l’approximation de Born s'applique 
au calcul de f(0, E) d’après l'interaction vraie des particules]. 
De la sorte, on a par définition [cf. (126,4)] : 


[Un dv =— À 5 (0, &), (142,14) 


m étant la masse de la particule diffusée. Avec l’amplitude f, le 
champ ainsi défini est complexe. Le lien entre son rayon d'action 
a et Uess s'obtient en évaluant les deux membres de l’égalité (142,14): 


ŒSUerr — (142,15) 


La définition (142,14) est, bien entendu, non univoque. Impo- 
sons lui encore une condition, afin que le champ Uers satisfasse à la 
condition d’application de la théorie des perturbations : 


[Uer | e (142,16) 


(avec |f| <a). Il est facile de voir qu’alors l’affaiblissement du 
faisceau diffusé peut être décrit comme la propagation d’une onde 
plane dans un milieu homogène où la particule a une énergie poten- 
tielle constante égale à 


Du =Ÿ {Ua = —Ÿ LE j (0, E), (142,17) 


c'est-à-dire qu'elle s'obtient en prenant la moyenne des champs 
efficaces de toutes les N particules du milieu relativement à son 
volume. Cela devient évident si l’on considère d’abord la diffusion 
dans une région du milieu où, bien qu’il y ait déjà un grand 
nombre de centres diffusants, l'effet de diffusion est encore faible 
[l'existence de telles régions est assurée par la condition (142,16)]. 
L'affaiblissement du faisceau passant dans une telle région est 
déterminé par l'amplitude de diffusion d’un angle nul, qui, à son 
tour, est déterminée, à l’approximation de Born, par l'intégrale du 
champ diffusant dans tout le volume de la région diffusante. Cela 
signifie que les propriétés de diffusion du milieu qui nous intéres- 
sent sont complètement déterminées par la moyenne du champ 
dans son volume (142,17). 

Ainsi, le faisceau de particules traversant le milieu peut être 
décrit par une onde plane ef de vecteur d'onde 


h=+ y 2n(E—Ua. 
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Introduisant le vecteur d'onde k=W2mE/h des particules inci- 
dentes, nous écrirons À sous la forme nk,; la quantité 


Uri N 2 h: 
BV 1+57 Er /(0, E) (142,18) 


joue le rôle d'indice de réfraction du milieu relativement au faisceau 
de particules traversant ce milieu. Il est en général complexe 
(l'amplitude f étant complexe) et sa partie imaginaire détermine 
l’affaiblissement de l'intensité du faisceau. Si ES |Ue| alors 
(142,18) donne, comme il se doit: 


n= 1— 


N ah? N © 
Imn=5 + imf(0, E=rs, 


64 étant la section totale de diffusion [nous nous sommes servis en 
l'occurrence du théorème optique (142,10)] ; cette expression corres- 
pond au résultat évident: l'intensité de l’onde s’amortit suivant 
la loi 


ler: |3 — exp ( + cu) | 


En même temps que l'absorption, l'indice de réfraction com- 
plexe (142,18) détermine aussi (par sa partie réelle) la loi de la 
réfraction du faisceau à l'entrée et à la sortie du milieu diffusant ?. 


Problème 


Des neutrons sont diffusés par un noyau lourd, la longueur d'onde des 
neutrons étant petite en comparaison du rayon a du noyau (ka ÿ> 1). On suppose 
que tous les neutrons incidents de moment orbital ! < ka mal, (c'est-à-dire de 
paramètre d'impact p=ñ#l/mu=l1/k < a) sont absorbés par le noyau, et pour 
> lo n’interagissent pas du tout avec. Déterminer la section de la diffusion 
élastique d'angles petits. 

Solution. Dans lesdites conditions, le mouvement des neutrons est 
essentiellement quasi classique, et la diffusion élastique est le résultat d’une 
déviation faible Aout à fait analogue à la diffraction de Fraunhofer de la lumière 


1 Un exemple intéressant d'application de la formule (142,17) est le dépla- 
cement des niveaux supérieurs d’un atome de métal alcalin plongé dans un gaz 
étranger. Dans un état hautement excité, l’électron de valence se trouve à une 


distance moyenne 7 du centre de l'atome grande par rapport aux dimensions a 
du reste de l'atome, ainsi que des atomes neutres étrangers. Ces derniers atomes, 


situés dans la sphère de rayon —r, jouent pour l'électron de valence le rôle de 
centres de diffusion et provoquent le déplacement de son niveau d'énergie de la 
quantité (142,17). Alors, la longueur d’onde broglienne de l'électron de valence 
excité étant elle aussi grande en comparaison de a, l'amplitude f(0, E) = —@, 
où « est la longueur de la diffusion (cf. (132,9)). Ainsi donc, ledit effet provo- 
que le déplacement des niveaux de la quantité constante 2xh'av/m, m étant la 
masse de l’électron, v la densité du nombre de particules du gaz étranger 
(E. Fermi, 1934). 
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Le une sphère noire. Aussi peut-on écrire directement la section cherchée d’après 
a solution du problème de diffraction ! : 


2 
do, = na? 108) do. 


Ce même résultat peut être aussi déduit de la formule générale (142,3). Con- 
formément à la condition du problème, on a S;=0 pour { < I, et S;=1 pour 
1> lo. On a donc l'amplitude de la diffusion élastique : 


Le 
ï @=— 57 À (2141) P,(cos 6). 


Le rôle principal dans la somme est joué par les termes correspondant aux ! 
grands. Ceci étant, on écrira 2{ au lieu de 2{+1, et, pour les Ô petits, on se 
servira pour P,(cos 8) de l'expression approchée (49,6) et on passera de la 
sommation à une intégration: 


le " 
f(8)= | 1, (81) di = lof 1 (8Lo) =T J1 (ka), 
0 


c.q.f.d. ?. 
La section totale de la diffusion élastique 


œ 
3 
cena | AOL 226 48 nat 
0 


(en raison de sa convergence rapide, l'intégrale peut s'étendre à l'infini) ; comme 
il se doit dans les conditions données [cf. (142,8)], elle coïncide en grandeur 
avec la section d'absorption, tout simplement égale à l'aire de la section géomé- 
trique de la sphère. La section totale est 0 =2xa?. 
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La déduction de la loi limite de diffusion élastique aux petites 
énergies faite au $ 132 se généralise facilement au cas où des proces- 
sus inélastiques sont en présence. 

Comme auparavant, le rôle fondamental aux petites énergies 
est joué par la diffusion avec {=0. Rappelons que, conformément 


1 Cf. II, problème 3 du $ 61 (le problème de la diffraction par une sphère 
noire équivaut à celui de la diffraction par une ouverture circulaire pratiquée 
dans un écran opaque). La section de la diffusion s'obtient en divisant l’inten- 
sité des ondes diffractées par la densité du courant incident. 

3 Le problème de la diffusion diffractive de particules chargées rapides par 
un noyau enoir» peut être traité de la même manière. Alors, la valeur limite { 
doit être déterminée par la condition que la plus courte distance entre le noyau 
et la particule se mouvant sur une trajectoire classique dans le champ coulom- 
bien soit précisément égale au rayon du noyau. Pour { < , on posera comme 


avant S;=0, et pour { >, Se ! les 6, étant les phases coulombiennes 
pa (ED Cf. A. Akhiezer, 1. Pomérantchouk, Journal of Physics USSR, 
9, 471, 1945. 
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aux résultats déduits au $ 132, l'élément correspondant de la matrice S 
était égal à: 
So=ettte & 1+2:6, = 1—2ika. 

Les propriétés de la fonction d'onde utilisées au $ 132 ne changent 
que dans la mesure où la condition qui lui est imposée à l'infini 
[forme asymptotique (142,1)] est maintenant complexe, au lieu de 
l'onde stationnaire réelle dans le cas de la diffusion élastique pure. 
En conséquence, est aussi complexe la constante «——0c,/c,. En 
outre, le module |S,| n’est plus égal à 1; la condition [S,|< 1 
nes que la partie imaginaire de «—a’+ia" doit être négative 
a” <0). 

Substituant S, dans (142,7), on trouve la section des diffusions 
élastique et inélastique : 


o.=4n|a/, (143,1) 
9,=|a"|. (143,2) 


De la sorte, comme avant, la section de la diffusion élastique 
ne dépend pas de la vitesse. En ce qui concerne la section des proces- 
sus inélastiques, elle est en raison inverse de la vitesse des particules 
(loi l/v, H. A. Bethe, 1935). Par conséquent, lorsque la vitesse 
diminue, le rôle des processus inélastiques croît en comparaison 
de la diffusion élastique. 

Les lois limites (143,1) et (143,2) ne sont, bien entendu, que 
les premiers termes du développement des sections en puissances 
de k. Il est digne d'intérêt que le terme suivant du développement 
dans ces deux sections ne contient aucune nouvelle constante, outre 
celles figurant dans (143,1 et 2) (F. Chapiro, 1958). Cette circons- 
tance est une conséquence de la parité de la fonction g,(k*) dans 
l'expression (142,13) 


[l 
LA) = RE 


de l'amplitude partielle de la diffusion (1=0). Pour les k petits, 
cette fonction se développe donc en puissances paires de À, de sorte 
que le terme suivant g, &—1/a est — k*. Négligeant ce terme, on 
a tout de même le droit d’écrire dans f, (k) deux termes du dévelop- 


ment : 
A (R)&—-a(1—ika). 


1 On peut définir d'une manière analogue la dépendance par rapport à la 
es des sections partielles de réaction qu les moments orbitaux !{ non nuls. 
1 apparaît qu'elles sont proportionnelles à : 
o{? c k3l-1, 
Quant aux sections de la diffusion élastique o!, elles sont, comme avant, pro- 
portionnelles à k®!, c'est-à-dire qu'elles décroissent, lorsque & —+0, plus vite 
que 0% avec les mêmes L. 
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En conséquence, on peut aussi garder les termes suivants du dévelop- 
pement dans les sections, dont on obtient facilement les expressions : 


o,.=4x|a[f(1—2k|a"|), (143,3) 
o,= le t( 2% a"|). (143,4) 


Les résultats déduits impliquent la décroissance suffisamment 
rapide de l'interaction aux grandes distances. Nous avons vu au 
$ 132 que l'amplitude de la diffusion élastique tend vers une limite 
constante lorsque k—+0 si le champ U (r) décroît plus vite que r-3. 
Cette condition est aussi nécessaire pour que puisse jouer une loi 
analogue (143,1) en présence de canaux inélastiques:. 

La loi l/v pour la section de réaction exige l'observation d’une 
condition plus faible: le champ doit décroître plus vite que r?, 
ce qui résulte de la justification intuitive subséquente de cette loi. 

La probabilité qu'il y ait réaction lors de la collision est pro- 
portionnelle au carré du module de la fonction d’onde de la particule 
incidente dans la «zone de la réaction» (dans la région r — a). 
Physiquement, cette assertion traduit le fait que, par exemple, un 
neutron lent venant heurter un noyau ne peut susciter une réaction 
que s’il «pénètre» dans le noyau. Si l'interaction décroft plus vite 
que r-?, des r grands aux r — a elle ne change pas l'ordre de 
grandeur de la fonction d'onde; en d'autres termes, le rapport 
lp (a)/b (co)|* tend, lorsque k—+0, vers une limite finie (on le voit 
du fait que dans l’équation de Schrôdinger le terme Uw est petit 
par rapport à A). La section de la réaction s'obtient en divisant 
lp{* par la densité de courant. Prenant 4 sous la forme d’une onde 
plane normalisée à l’unité de densité de courant, on obtient || 1/v, 
qui est le résultat cherché. 

Lors de la collision de particules nucléaires chargées, outre les 
forces nucléaires à faible portée, on a aussi un champ coulombien 
à décroissance lente. Ce champ peut modifier notablement la gran- 
deur de l'onde incidente dans la zone de la réaction. La section 
de la réaction s'obtient en multipliant 1/0 par le rapport des carrés 
des modules des fonctions d'onde coulombienne et libre (pour r — 0); 
ce rapport est donné par les formules (136,10 et 11). De la sorte, 
on obtient (dans les unités coulombiennes) : 


271 A . 
CO, = Res 2e] , (143,5) 


le signe+ dans l’exposant correspond à la répulsion, le signe — 
à l'attraction. À est une constante de la loi 1/v: si la vitesse est 
grande en comparaison de l'unité coulombienne (kÿ> 1), l'interaction 
coulombienne ne joue aucun rôle et nous revenons à la loi o,=— 4/4. 


1 La formule (143,3), elle, tenant compte du terme suivant du développe- 
ment en puissances de k, exige que U décroisse plus vite que r—#. 
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Mais si la vitesse est petite en comparaison de l’unité coulom- 
bienne (4<£1, soit dans les unités ordinaires Z,Z.e/huÿ> 1, Ze, 
Z.e étant les charges des particules en collision), l’interaction coulom- 


bienne joue un rôle dominant dans la détermination de la grandeur 


de la fonction d'onde dans la zone de réaction. On a alors pour 
la collision de particules attractives 
o,= 24 (143,6) 


et pour la collision de particules répulsives : 


o,= em, (143,7) 
Dans ce dernier cas la section tend vers zéro quand À—+0. Le 
facteur exponentiel par lequel (143,7) diffère de (143,6) est la pro- 
babilité de franchissement de la barrière de potentiel coulombien ; 
en unités usuelles, il s'écrit exp (—2xZ,Ze*/hv). 

Notons que la loi limite (143,6) se rapporte non seulement à la 
section totale, mais encore aux sections partielles pour chaque 
moment {1. On le voit du fait que dans le développement (136,1) 
des fonctions +£*? (qui figurent dans les formules (136, 10 et 11) que 
nous avons utilisées), les fonctions R,, ont dans tous les termes de 
la somme la même dépendance limite par rapport à k. En effet, à la 
limite où k—+0 les fonctions radiales (dans le cas de l’attraction) 
sont données par les expressions (36,25), et on a au voisinage du 
centre: Ry—VRrt. Les contributions des divers moments au carré 
de la fonction d'onde dans la zone de la réaction sont —a°!/#, 
c'est-à-dire qu’elles dépendent de la même façon de k, bien qu'elles 
soient affaiblies par le petit facteur (a/a)“*(a.—h'/mZ,Z,e est 
l'unité de longueur coulombienne). 


$ 144. Matrice de diffusion en présence de réactions 


La section o, considérée aux $$ 142, 143 représentait la section 
totale de tous les canaux inélastiques de diffusion. Montrons à pré- 
sent comment se construit la théorie générale des collisions inélasti- 
ques, dans laquelle chaque canal peut être envisagé séparément. 

Nous supposerons qu'à l’issue de la collision de deux particules 
on a encore deux particules (les mêmes ou d’autres). Nous numéro- 
terons tous les canaux de réaction possibles (pour une énergie donnée) 
et nous affecterons les quantités qui s’y rapportent par les indices 
correspondants. 

Supposons le canal i un canal d'entrée. La fonction d'onde du 
mouvement relatif des particules en collision (dans le référentiel du 


3 Et il en est de même de la loi (143,7). 
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centre d'inertie) dans ce canal est la somme, déjà écrite à maintes 
reprises, d’une onde plane incidente et d’une onde divergente élasti- 
quement diffusée : 


br= exp (ikz) + fi, (0) CE, (144,1) 


Le carré de l’amplitude: f;; donne la section de la diffusion élastique 
dans le canal i: 


do;;=| fi |? do. (144,2) 


Dans les autres canaux (indice f) les fonctions d’onde du mouve- 
ment relatif des particules représentent des ondes divergentes. Pour 
une raison qui sera donnée ci-dessous, il est commode de mettre 
ces ondes sous la forme: 


my exp (ik,r) 
br=f1(8) Ÿ nr + (144,3) 


k, étant le vecteur d'onde du mouvement relatif des produits de la 
réaction (dans le canal f), 6 son angle avec l'axe des z, et m, et 
my les masses réduites des deux particules initiales et des deux 
particules finales. Le courant diffusé dans l’angle solide do s'obtient 
en multipliant le carré AI par vyr*do, et la section de la réaction 
correspondante, en divisant ce courant par la densité du courant 
incident égale à v,. De la sorte: 


P 
dox=|fr PH dos (144,4) 


avec les impulsions p;=miv, p,=my,. 

Nous avons introduit au $ 125 l'opérateur de diffusion $ conver- 
tissant une onde convergente en une onde divergente. En présence 
de plusieurs canaux, cet opérateur a des éléments matriciels pour 
les transitions entre les divers canaux. Les éléments «diagonaux » 
relativement aux canaux correspondent à la diffusion élastique, et les 
éléments non diagonaux à divers processus inélastiques; tous ces 
éléments restent encore, certes, des opérateurs vis-à-vis des autres 
variables. Ils se déterminent comme suit. . 

Ainsi qu’au $ 125, introduisons les opérateurs };, fn liés aux 
amplitudes fy, f;. Les éléments diagonaux de la matrice S seront 
déterminés par la formule 


£a =1+2ikifir, 


1 Nous notons de nouveau (cf. nota p. 173) l'état initial du système par 
l'indice i, et l'état final, par l'indice f. Dans l'amplitude de diffusion, l’indice 
de l’état final est placé à gauche de l'indice de l'état initial—en conformité 
avec la disposition des indices des éléments de matrice. Pour l’uniformité, les 
indices dans les notations des sections seront disposés dans ce même ordre. 
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analogue à (125,4). Les éléments non diagonaux, eux, seront déter- 
minés par : 


Éx=2VRRky i£f. 
Ces deux expressions peuvent être condensées en une seule formule 


Én= 67 + 2 VRk}f nr. (144,5) 
Il est facile de voir que c’est précisément par une telle définition 
qu'on obtient la matrice S devant satisfaire à la condition d'unita- 
rité. En effet, écrivons la fonction d'onde dans le canal d'entrée 
STE la somme d'ondes convergente et divergente, ainsi qu'au 
Ft n" exp Œikir) : EXP Gkir) _ 
De FCO Dikif) F (NS 


_Ft_n')°2%xP Œikir) _& exp ({kir) 
= FN) = SuF (ME En (144,6) 


[par raison de commodité, on a introduit ici le facteur u71/?, ab- 
sent dans (125,3)]. Alors, avec les définitions adoptées pour les 
amplitudes, la fonction d'onde dans le canal f s’écrit sous la forme 


exp (ikyr) 


: My à | _e , exp (Gkyr) 
Ÿy= Zik; Æ La F (n°) Vu = SF (n°) Vu (144,7) 


Le courant dans les ondes convergentes doit être égal à la somme 
des courants dans les ondes divergentes dans tous les canaux ; cette 
exigence exprime la condition évidente que la somme des probabi- 
lités de tous les processus possibles (élastique et inélastiques) pou- 
vant être engendrés par les collisions doit être égale à 1. Grâce 
aux facteurs Vu introduits aux dénominateurs des ondes sphéri- 
ques, la vitesse se trouve éliminée des densités de courant dans ces 
ondes. Aussi la condition posée signifie-t-elle tout simplement que 
les normalisations de l’onde convergente et de l’ensemble des ondes 
divergentes doivent être identiques. Ceci se traduit donc comme 
auparavant par la condition d’unitarité de l’opérateur de diffusion, 
considéré comme une matrice, aussi bien notamment par rapport 
aux numéros des divers canaux. Pour les opérateurs f,; cette condi- 
tion s'exprime par l’égalité 


Pu— fr = 2 DEF palin (144,8) 


analogue à (125,7); le signe + désigne ici la conjugaison complexe 
et la transposition sur tous les autres indices matriciels (outre le 
numéro du canal). 

La matrice S est diagonale relativement aux états de valeurs 
déterminées du moment orbital l{; nous spécifierons les éléments 
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matriciels correspondants par l'indice (/). Agissant avec les opéra- 
teurs f;; et f,, sur la fonction (125,17), on obtient les amplitudes 
des processus de diffusion élastiques et inélastiques sous la forme : 


fu= 7 À CI+ (SP — D Pieces), 


l= 


= (144,9) 
lu=—— Y(21+1) SP, (cos 0). 
Na VE, LE 
Les sections intégrales correspondantes sont : 
Ou = 2 CI+DII—SPP, 
(144,10) 


on= = (2+1)|SP. 
ki 1=0 


La première de ces formules coïncide avec (142,3). La section totale 
des réactions ©, (du canal d'entrée i) est la somme 


= 2 on 
sur tous les fi. En vertu de l'unitarité de la matrice S, on a: 
Z1SxF=1—ISut, 


et nous retrouvons la formule (142,4) pour o,. 
La symétrie du processus de diffusion vis-à-vis de l’inversion 
du temps ({héorème de réciprocité) s'exprime dans l'égalité 


8; = Sep, (144,11) 
ou, cæ qui revient au même: 


Êni = Prope (144,12) 
Ici i* et f* désignent les états se distinguant des états à et f par 
le changement des signes des impulsions et des projections des spins 
des particules'; on dit de ces états qu'ils sont inuersés par rap- 
port au temps par rapport aux états i et f. Les relations (144,11 et 12) 
généralisent les formules (125,11 et 12) concernant la diffusion élas- 
tique *. 


1 Pour des particules complexes (atome, noyau atomique) on entendra ici 
par «spin», bien entendu, le moment propre total composé des spins aussi bien 
que des moments orbitaux des mouvements internes des parties constituantes. 

3 Nous faisons abstraction ici du facteur —1 pouvant apparaître pour la 
collision de particules douées de Fe {cf.(140,11)]. Bien entendu, cette circons- 
tance n'affecte pas la relation (144,13) pour les sections. 
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L'égalité (144,12) conduit à la relation suivante pour les sections 
des réactions : 
do si a doisfe 
pido, pidoie 


Elle traduit le contenu du principe d'équilibre détaillé. 

Comme on l'a indiqué au $ 126, lorsque la théorie des pertur- 
bations s'applique à la première approximation, on a, outre le 
théorème de réciprocité, encore une relation entre les amplitudes 
des processus direct et inverse (au sens propre du mot): i—.f et 
f—i. Cette propriété, s'exprimant dans l'égalité f,;=#f,,, a aussi 
lieu (à la même approximation) pour les processus inélastiques. 
Alors les sections correspondantes sont reliées par l'égalité 


do yi >. dois 


(144,13) 


Mur Ja (144,14) 

La différence entre les transitions i—f et i*—.f* disparaît si 
l’on considère les sections intégrales intégrées sur toutes les direc- 
tions de p,, sommées sur les directions des spins des particules 
résultantes s,,, s,, et médieés sur les directions de l'impulsion p; 
et des spins ss, 54 des particules initiales. Désignons une telle 


section par ©: 
= 1 : 
Fa enrnenrn À [dertor: 
s 


la somme est prise sur les projections des spins de toutes les par- 
ticules; quant au facteur devant les signes de sommation et d'in- 
tégration, il provient du fait que les quantités qui se rapportent 
aux particules initiales sont soumises non pas à une sommation, 
mais à une médiation. Ecrivant (144,13) sous la forme 


P? do doi. = P} dose do; 
et effectuant lesdites opérations, on obtient la relation cherchée: 


SiPÉO a = SP} Os (144,15) 
On a désigné ici par g,; et g, les quantités 
g= (suit DOs+1), g=(2s7+1)(25:5+ 1), (144,16) 


qui déterminent le nombre d’orientations possibles des spins d'un 
couple de particules initiales et d’un couple de particules finales ; 
on appelle ces nombres poids statistiques des états i et f. 

Notons enfin la propriété suivante des amplitudes f,;. Nous 
avons vu au paragraphe précédent que la section de réaction varie 
lorsque p;—0 suivant la loi ©, 1/p, (lorsque l'interaction 


$ 145] FORMULES DE BREÏIT ET WIGNER 691 


décroît assez vite aux grandes distances). Conformément à la formule 
(144,4), cela signifie que 


fa— const pour p;— 0. 


En vertu de la symétrie (144,12), il en résulte que f,; tend aussi 
vers une limite constante lorsque p,—0. Nous reviendrons là-des- 
sus au $ 147. 


$ 145. Formules de Breit et Wigner 


Nous avons introduit au $ 134 la notion d'états quasi station- 
naires, en tant qu'états de durée de vie relativement grande, mais 
finie. Nous avons affaire à une large catégorie d’états de ce genre 
dans le domaine des réactions nucléaires d'énergie modérées passant 
par la phase de la formation d’un noyau composé. 

L'image physique des processus en cours est la suivante: inter- 
agissant avec les nucléons du noyau, la particule incidente «fusionne » 
avec celui-ci, formant un système composé, où l'énergie apportée 
par la particule se répartit entre les nombreux nucléons. Les éner- 
gies de résonance correspondent aux niveaux quasi discrets de ce 
système composé. La grande durée de vie (en comparaison des 
périodes de mouvement des nucléons dans le noyau) des états quasi 
stationnaires est due au fait que la plus grande partie du temps 
l'énergie est répartie entre les nombreuses particules, de sorte que 
chacune d'elles est douée d’une énergie insuffisante pour vaincre 
l’attraction des autres particules et s'échapper du noyau. C'est assez 
rarement qu'une particule reçoit assez d'énergie pour être éjectée 
hors du noyau. Alors, la désintégration du noyau composé peut 
s'effectuer de diverses manières répondant aux divers canaux de 
réaction possibles 3. 

Le caractère décrit des collisions de ce genre permet d'affirmer 
que la possibilité de processus inélastiques au cours de ces collisions 
n’affecte pas la partie potentielle de l’amplitude de la diffusion 
élastique, non liée aux propriétés du noyau composé (cf. $ 134); 
les processus inélastiques ne changent que la grandeur de la partie 
de résonance de l'amplitude de la diffusion élastique. Pour la même 
raison, les amplitudes des processus de diffusion inélastique traver- 
sant la phase de la formation d'un noyau composé ont un caractère 
purement résonnant. Alors, les dénominateurs de résonance de toutes 
les amplitudes, qui sont liés à l’annulation du coefficient de l’onde 
convergente pour E—E,—iT/2, conservent leur forme primitive 


1 Le concept de noyau composé appartient à N. Bohr (1936). 

3 On a également parmi les processus compétiteurs la capture radiative de 
la particule incidente, alors que le noyau composé excité passe dans son état 
fondamental en émettant un quantum y. Ce processus aussi est « lent », la pro- 
babilité de la transition radiative étant relativement petite. 
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(E—E, +iT/2), LT définissant comme avant la probabilité totale de 
désintégration de l’état quasi stationnaire donné (arbitraire) du noyau 
composé. 

Avec la condition d'unitarité que doivent vérifier les amplitudes 
de diffusion, ces considérations suffisent à déterminer leur forme. 

Il est commode de faire les calculs sous forme symétrique, nu- 
mérotant tous les canaux de désintégration possibles du noyau com- 
posé, sans spécifier lequel d’entre eux sera le canal d'entrée pour 
la réaction donnée (nous désignerons par a, b, c, ... les indices 
indiquant le numéro du canal). Puis nous considérerons les ampli- 
tudes partielles de diffusion répondant à la valeur de ! que possède 
l’état quasi stationnaire donné. En vertu de ce qui précède, nous 
chercherons ces amplitudes sous la forme : 


M 
ÊE = ge (O0 1) Big — > € +0) — Let (145,1) 
2ika 2 VEcke E—E, +ST 

(pour simplifier l’écriture, nous avons omis l'indice ! des cons- 
tantes 6, et M). Le premier terme n'est ici présent que pour 
a—=b; c'est l'amplitude de la diffusion élastique potentielle dans 
le canal a [les constantes 6, coïncident avec les phases 6 figurant 
dans la formule (134,12)]. Le second terme dans (145,1) correspond 
aux processus de résonance. La transcription du coefficient du fac- 
teur de résonance dans ce terme a été choisie de manière à simpli- 
fier le résultat d'application des conditions d’unitarité (voir ci- 
dessous). 

Puisque nous considérons la diffusion pour une valeur absolue 
donnée du moment orbital, c'est-à-dire pour une quantité ne changeant 
pas de signe dans l’inversion du temps, le théorème de réciprocité 
(symétrie par rapport à l’inversion du temps) s'exprime tout sim- 
plement dans la symétrie des amplitudes f{? relativement aux indi- 
a, # Ceci entraîne notamment la symétrie des coefficients M, 
Moy = Ma) 

Les conditions d’unitarité des amplitudes f{ stipulent : 


Im ja = ZA FE F2" (145,2) 


[cf. (144,8)]. Substituant ici les expressions (142,1), on obtient 
après un calcul simple: 


: TS MocMke 
Rs 
E—Eo—pil E—Eot+gi (E—Ed"++lt 


! Nous ferons d’abord abstraction de l'influence des spins des particules 
participant au processus, laquelle vient compliquer les choses. 
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Pour que cette égalité soit identiquement vérifiée pour des éner- 
gies E arbitraires, on doit avoir en premier lieu M, = M, ce qui 
montre que les M,, sont réels. Après quoi, on obtient la relation 


suivante : 
Mai = 2 MacMes (145,3) 


c'est-à-dire que la matrice des coefficients M,, doit coïncider avec 
son carré. L 

Par une transformation linéaire orthogonale appropriée U, 
la matrice réelle symétrique M, peut être diagonalisée. Désignant 
les éléments diagonaux (les valeurs propres) de la matrice par M‘ 
écrivons cette transformation sous la forme 


2 U oo UM = M® 6cg, 


les coefficients de la transformation satisfaisant aux conditions 
d'orthogonalité 


ZE UacU pe = Bag. (145,4) 
Inversement, 
May = D Ua aM®. (145,5) 
C4 


Les relations (145,3) donnent pour les valeurs propres M‘® les 
conditions M‘ —(M®)3, ce qui entraîne que ces valeurs ne peu- 
vent être que 0 ou 1. Si un seul de tous les M‘® est non nul 
(soit M®=1), on déduit de (145,5): 


Mo = UU, (145,6) 


c'est-à-dire que tous les éléments de la matrice M,, s'expriment au 
moyen du jeu de quantités U,,, a=1, 2, ... Si plusieurs M® 
sont différents de zéro, les éléments M, se mettent sous la forme 
de sommes de termes s'exprimant à l’aide des divers jeux U.,, 
U,s --. de quantités liées entre elles par des relations d'’orthogo- 
nalité, mais indépendantes pour le reste. Un tel cas correspondrait 
à une dégénérescence accidentelle, plusieurs états quasi stationnai- 
res distincts du noyau composé répondant à un même niveau 
quasi discret'. Rejetant ces cas dépourvus d'intérêt, c'est-à-dire 
considérant les niveaux non dégénérés, nous sommes donc conduits 
à la conclusion que les éléments de la matrice M,, sont des pro- 


1 C'est particulièrement clair lorsque tous les M(%=1. 11 résulte alors 
de (145,4 et 5) qu'on a aussi Mor—=6ô, c'est-à-dire que les transitions entre 
divers canaux sont totalement absentes. En d’autres termes, ce cas correspon- 
drait à plusieurs états quasi discrets indépendants, chacun d'eux étant réalisé 
lors de la diffusion élastique dans un des canaux. 
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duits de quantités dont chacune ne dépend que du numéro d'un 
seul canal. 
Introduisant la notation 
a 
IU,,|= T°? 
nous recopierons la formule (145,6) sous la forme: 
Mas=+ Le (145,7) 
(le signe de M, dépend des signes de U,, et U,, et reste indéter- 
miné). En vertu de l'égalité S'U,U,.=1, les quantités L, ainsi 
introduites vérifient la relation 
>r=T. (145,8) 


On les appelle largeurs partielles des divers canaux. Les formules 
(145,1), (145,7 et 8) établissent la forme générale cherchée des ampli- 
tudes de diffusion. 

Recopions à présent les formules définitives en assignant à l’un 
des canaux la fonction de canal d'entrée’. Nous désignerons par F, 
la largeur partielle de ce canal (largeur élastique) et les largeurs 
répondant aux diverses réactions par F,, l,,, ... 

L'amplitude totale de la diffusion élastique est 


Fe (6) = F0 (6) — EEE Te ext p (cos 8), (145,9) 
E— Eotgil 


k étant le vecteur d'onde de la particule incidente, et f® l'amplitude 
de la diffusion potentielle. Cette formule diffère de l'expression 
(134,12) par le fait qu'au numérateur du terme de résonance l a été 

remplacé par la quantité plus petite T.. 
Les amplitudes des processus inélastiques ont, comme on l’a déjà 
dit, un caractère purement résonnant. Les sections différentielles : 

2 
do, = CD —— [PA (c0s6)}", (145,10) 
(ŒE—E) ++ Tr? 


et les sections intégrales 
rer 


Oro = (A +1) Er — ee — (145,11) 
(E—Eÿ + Tr 


La section totale de tous les processus inélastiques possibles : 


0, =(2+1) Le, (145,12) 
(E—Eÿ + Tr 


156 Ces formules ont été déduites la première fois par G. Breit et E. Wigner 
(1936). 
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r,=r—7T, étant la «largeur inélastique» totale du niveau. 

La valeur de la section des réactions intégrée dans la région des 
énergies autour de la valeur résonnante E—E, est aussi digne 
d'intérêt. Etant donné que o, décroît rapidement lorsqu'on s'éloigne 
de la résonance, l'intégration sur E—E, peut s'étendre de — 
à —+ co, et il vient: 


fode=(a+n Re. (145,13) 


Lors de la diffusion de neutrons lents (la longueur d’onde est 
grande en comparaison des dimensions du noyau) seule importe 
la diffusion s, et l'amplitude de la diffusion potentielle se réduit 
à une constante réelle —«. Au lieu de (134,14), on a à présent : 


fe —"c— — | (145,14) 
EE +TiT) 
La section totale de la diffusion élastique est égale à 
o,=Anat4 7 TéHiair, (EE) (145,15) 


E—EN + 


Le terme 4na? peut être appelé section de la diffusion de poten- 
tiel. On voit que dans la région de la résonance il y a interférence 
des diffusions potentielle et résonnante. Ce n’est que dans le voisi- 
nage immédiat du niveau (E—E,-T) que peut se présenter 
l'éventualité de négliger « (rappelons que |æk|<£ 1), et la formule 
la section de la diffusion élastique de neutrons lents prend la 
orme : 


rè 


t14 
= ————. 
FO FE-Eÿ+pr 


(145.16) 


La section totale des diffusions élastique et inélastique est alors 


« 


égale à 
Ge = Get Or ———. (145,17) 


Lorsqu'on peut négliger la diffusion potentielle, les sections 
0, Or Peuvent se mettre sous la forme 
r, fa 
Ce = Op Crop: 
La quantité o, (la somme des sections de tous les processus de réso- 


nance) peut être alors considérée comme la section de la formation 
du noyau composé. En ce qui concerne les sections des divers pro- 
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cessus élastique et inélastiques, elles s’obtiennent en multipliant 
0, par les probabilités relatives de telle ou telle désintégration du 
noyau composé, qui sont données par les quotients de largeurs 
partielles correspondantes par la largeur totale du niveau. La possi- 
bilité d’une telle représentation des sections est apparue comme une 
conséquence de la factorisation (décomposition en facteurs) des 
coefficients M, aux numérateurs des amplitudes de diffusion. Elle 
correspond à l'image physique du processus de collision en tant que 
processus s’effectuant en deux phases : formation du noyau composé 
dans un état quasi stationnaire déterminé et sa désintégration suivant 
tel ou tel canal!. 

Comme on l’a déjà dit au $ 134, le domaine d’application des 
formules considérées est limité par la seule condition que la diffé- 
rence | E—E,| soit petite en comparaison de la distance D entre 
les niveaux quasi discrets voisins du noyau composé (avec des mêmes 
valeurs du moment). Mais on a spécifié alors que, sous cette forme, 
ces formules excluent le passage à la limite E—+0, question qui 
se pose lorsque la valeur E—0 est située dans la région de la 
résonance. Les formules seront modifiées dans ce cas en remplaçant 
l'énergie E, par une certaine constante qui lui est liée e,, et la 


largeur élastique L, par y, VE ; la largeur non élastique T,,, elle, doit, 
comme auparavant, être considérée comme constante (H. À. Bethe, 
G. Placzek, 1937)*. Après cette substitution, la section inélasti- 


que (145,12) ira croissaint si E —+0 comme l/VE, conformément à 
la théorie générale de la diffusion inélastique des particules lentes 
($ 143). 

L'intervention des spins des particules en collision a dans le cas 
général pour effet de grossir les formules. Nous nous bornerons au 
cas le plus simple mais très important de la diffusion de neutrons 
lents, lorsque seuls les moments {—=0 participent à la diffusion. 
Le spin du noyau composé s'obtient alors en additionnant le spin 
i du noyau-cible au spin s=1/2 du neutron, c'est-à-dire peut avoir 
les valeurs j=i+1/2 (on suppose iÆ0; dans le cas contraire, 
les formules ne subissent aucune modification). Chaque niveau 
quasi discret du noyau composé se rapporte à une valeur déterminée 


1 Nous avons effectué tous les calculs ci-dessus en ayant en vue des réac- 
tions de la forme a+ X—b+Y, au cours desquelles deux particules (noyau + 
—+particule incidente) redonnent naissance à deux particules. Mais ce n'est 
pas là une hypothèse fondamentale, comme il résulte du caractère physique 
des résultats obtenus. Les formules de la forme (146,11) des sections intégrales 
sont aussi vraies pour les réactions avec éjection de plus d'une particule du 
noyau. 

d 3 Il est essentiel que pour les processus inélastiques possibles aux petites 
énergies (e capture radiative par exemple) la valeur E=0 ne soit pas un seuil. 
Pour les largeurs partielles r,, une substitution analogue à celle indiquée pour 


T, s'impose pour les énergies voisines du seuil de la réaction donnée, au-dessous 
duquel elle est impossible. 
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de j. En conséquence, la section de la réaction s'obtient en multi- 
pliant l'expression (145,12) (avec {—0) par la probabilité g(j) 
du système noyau + neutron d’avoir la valeur requise j, celle 
pour laquelle on a un niveau résonnant. 

Nous supposerons que les spins des neutrons et des noyaux- 
cibles ont une orientation chaotique. On a en tout (2i+1)(2s+ 1) = 
—=2 (2i +1) orientations possibles du couple de spins i et s. De ce 
nombre, (2j+1) correspondent à une valeur donnée j du moment 
total. Supposant toutes les orientations équiprobables, on trouve 
que la probabilité de la valeur donnée de j est: 


A 2j+l 
g(i) = +): (145,18) 


La formule de la section de la diffusion élastique doit être modi- 
fiée d’une manière analogue. On aura en vue alors que les deux 
valeurs de j participent à la diffusion potentielle. Ceci étant, le 
facteur g(j) (avec j correspondant au niveau résonnant) doit être 
incorporé au second terme de (145,15), et le terme 4xa? doit être 
remplacé par la somme Ÿg(j)-4nati. 


Le fait que les réactions de résonance traversent la phase de la 
formation du noyau composé dans un état quasi stationnaire déter- 
miné permet d'exprimer certaines considérations générales sur les 
distributions angulaires des produits de ces réactions. Entre autres 
caractéristiques, chaque état quasi stationnaire possède une parité 
déterminée. Telle sera donc aussi la parité du système de particules 
(b+Y) formées à l'issue de la désintégration du noyau composé. 
Cela signifie que la fonction d'onde de ce système et, par consé- 
quent, les amplitudes des réactions ne peuvent être multipliées 
que par + 1 dans l’inversion du système de coordonnées; mais les 
carrés des amplitudes, c'est-à-dire les sections, sont naturellement 
conservés. L'inversion du système de coordonnées est (dans le 
système du centre d'inertie des particules) la substitution 6—x1—0, 
p—x+ pour l'angle polaire et l’azimut déterminant la direction 
de la diffusion. La distribution angulaire des produits de la réaction 
doit donc être invariante dans cette substitution. Notamment, une 
fois prise sa moyenne par rapport aux directions des spins de toutes 
les particules participant à la réaction, la section ne dépend que du 
sul angle de diffusion 6. La distribution relativement à cet angle 
doit être symétrique par rapport à la substitution 6—1—06, 
c'est-à-dire que la distribution angulaire est (dans le système du 
centre d'inertie) symétrique par rapport au plan perpendiculaire 
à la direction des particules en collision *. 


1 Pour des particules sans spin, la section différentielle de réaction serait 
simplement proportionnelle à {P,(cos 8)]? et ladite symétrie est évidente. 
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Le noyau composé ayant un très grand nombre de niveaux serrés, 
la variation énergétique des sections des différents processus de dif- 
fusion est très complexe. D'où, notamment, la difficulté d'établir 
des changements systématiques quels qu’ils soient dans les propriétés 
des sections lorsqu'on passe de certains noyaux à d’autres. En con- 
séquence, omettant les détails de la structure résonnante, il est 
indiqué de considérer la variation des moyennes des sections par 
rapport à des intervalles énergétiques grands en comparaison des 
distances entre niveaux. Ce faisant, nous renonçons aussi à la distinc- 
tion entre les divers types de processus inélastiques, nous bornant 
à diviser toute la diffusion, au sens indiqué ci-dessous, en diffusions 
célastique» et «inélastique »!. 

Pour expliciter le sens des moyennes, faisons encore abstraction 
des complications dues aux spins et considérons les sections de dif- 
fusion partielles avec !—0. 

Conformément aux formules (142,7): 


d=iS—1l, 0,=5(1—1S|), oœ=572(1—ResS). 
(145,19) 


les sections des diffusions élastique et inélastique et, avec, la section 
totale s'expriment en fonction d’une seule et même quantité S 
Inous omettons l’indice (0)]. Quand on prend la moyenne suivant 
l'intervalle énergétique, la section totale, dépendant linéairement 
de S, s'exprime en fonction de la valeur moyenne de S comme suit : 


= 2(1—ReS) (145,20) 


(on ne prend pas la moyenne du facteur lentement variable k-?). 
Nous introduirons dans l’image moyenne en tant que section «élas- 
tique» la quantité 


ot= 7 |S—1/, (145,21) 


qui ne coïncide pas en général avec la valeur moyenne o,. En d’autres 
termes, nous définissons la diffusion élastique en prenant préalable- 
ment la moyenne de l'amplitude dans l'onde divergente Se‘*r/r. 
Avec une telle définition, la diffusion élastique d’un paquet d'ondes 
laisse sa forme inchangée ; on peut dire que la section (145,21) se 
rapporte à la partie «cohérente» de la diffusion. Cela signifie que 
de la diffusion élastique a été exclue sa partie qui est réalisée par 
la phase de formation du noyau composé: lors de l’apparition d'un 
noyau composé de longue existence suivie de sa désintégration, le 

1 Le procédé par lequel on prend la moyenne (pour passer au modèle opti- 
que de diffusion nucléaire) a été proposé par V. F. Weisskopf, C. E. Porter 
et H. Feshbach (1954). 
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trait spécifique du paquet d'ondes incident est naturellement perdu. 
En ce qui concerne la section «inélastique » dans le modèle moyen, 
elle se détermine à présent d’une manière naturelle comme la dif- 


férence 02! —0,—0%, soit 


opt (1—|Sj"). (145,22) 
De la sorte, ceci concerne non seulement les divers processus inélas- 
tiques, mais aussi bien la partie de la diffusion élastique donnant 
lieu à la formation d’un noyau composé intermédiaire. 

Il est facile de voir que ladite interprétation reflète fidèlement 
la situation qui se présente dans les cas limites, et possède donc un 
caractère interpolatoire rationnel. 

Dans la région des basses énergies où nous avons affaire à des 
résonances bien résolues (T<£ D), au voisinage de chaque niveau S 
est donné par la formule 


S—f1— Te — exp (2:6°). 
E—E, +ziT 


On obtient en prenant la moyenne de cette expression: 
5=(1— 22) exp (280) (145,23) 


où Fr, et D sont la largeur élastique moyenne (relativement aux 
niveaux contenus dans l'intervalle d'énergies donné) et la distance 
moyenne entre les niveaux; prenant la moyenne, on peut considé- 
rer que la fonction ô®(E) lentement variable est constante. On en 
déduit : e 
cr Me, (145,24) 
où l’on a omis les petits termes — (T/D):. Cette expression coïncide 
effectivement avec la valeur moyenne de la section (145,17) corres- 
pondant, comme on l’a dit, à la formation du noyau composé. 
Au fur et à mesure que l'énergie d’excitation du noyau composé 
croît, les distances entre ses niveaux décroissent, et les probabilités 
de désintégration (et donc les largeurs totales des niveaux) crois- 
sent, de sorte que les niveaux commencent à chevaucher (la notion 
elle-même de niveaux quasi discrets perdant notablement son sens). 
Il en résulte que les irrégularités de la variation de la fonction S (E) 
se nivellent, de sorte que la différence entre la fonction exacte et 
sa moyenne devient petite et la section (145,22) coïncide avec o, 


.. ! De ce même ordre de grandeur seraient aussi les termes apparaissant 
si l'on tenait compte dans le voisinage d'un niveau de l'influence des autres 
niveaux. 
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dans (145,19). Ceci est en accord avec le fait qu'aux grandes éner- 
gies la désintégration du noyau composé à travers le canal d’entrée 
ne joue aucun rôle en comparaison des nombreux autres modes de désin- 
tégration possibles pour de telles énergies; aussi dans cette région 
tous les processus s’écoulant en donnant lieu à la formation d’un 
noyau composé peuvent-ils être considérés comme inélastiques. 

Ainsi donc, dans le modèle moyen la diffusion est encore définie 
par une seule quantité (S), qui est maintenant une fonction régulière 
de l'énergie. Pour calculer cette fonction dans le modèle optique, 
on approche les propriétés diffusantes du noyau par un champ de 
forces de potentiel complexe. Par suite de l'existence d’une partie 
imaginaire dans le potentiel, on a, outre la diffusion élastique, 
absorption de particules. Cette absorption, dont la section est don- 
née par (145,22), s'identifie avec la diffusion «inélastique» dans 
le modèle moyen. 


$ 146. Interaction dans l’état final lors de réactions 


L'interaction des particules résultant d’une réaction quelconque 
peut exercer une influence notable sur leur distribution énergétique 
et angulaire. Il est naturel que cette influence soit particulièrement 
notable lorsque la vitesse relative des particules interagissantes est 
petite. Nous avons, par exemple, affaire à un tel phénomène dans 
les réactions nucléaires avec éjection de deux nucléons et plus, 
l'effet étant lié aux forces nucléaires agissant entre les nucléons 
libres1. 

Soit p, l'impulsion du centre d'inertie d’une paire de nucléons 
éjectés, et p l'impulsion de leur mouvement relatif. Nous suppose- 
rons que p<Ép,, ce qui fait que leur énergie relative E = p*/m 
(m étant la masse du nucléon) est petite en comparaison de l’énergie 
du mouvement du centre d'inertie E,=— p3/4m. Dans le même temps, 
nous supposerons l'énergie E, grande en comparaison de l'énergie e 
du niveau (vrai ou virtuel) que possède le système de deux nucléons. 
Autrement dit, seul le mouvement relatif des nucléons est supposé 
«lent», eux-mêmes étant «rapides». 

La probabilité de la réaction est en raison du carré du module 
de la fonction d'onde des particules formées lorsqu'elles se trouvent 
dans la «zone de réaction», c'est-à-dire à des distances l’une de 
l’autre de l’ordre du rayon d'action a des forces nucléaires (cf. con- 
sidérations analogues au $ 143 en ce qui concerne les particules 
primaires). En l'occurrence, nous nous proposons de déterminer les 
probabilités de réaction seulement en fonction des caractéristiques 
du mouvement relatif d’une paire de nucléons. Aussi suffit-il de 


1 Les résultats exposés ci-dessous ont été déduits par À. Migdal (1950), 
et indépendamment, par K. M. Watson (1852). 
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considérer seulement la fonction d’onde w#,(r) de ce mouvement, de 
sorte que la probabilité de la formation d’une paire de nucléons 
d’impulsion relative dans l’intervalle d'p est : 


du, = const-|1W#, (a) |? d’p. (146,1) 


Comme on l'a montré au $ 136, pour trouver la probabilité que 
lors de la diffusion le système passe dans un état de direction déter- 
minée du mouvement, on prendra pour fonctions d’onde de l'état 
final des fonctions 4{-) contenant (à l'infini) avec une onde plane 
seulement une onde convergente; ces fonctions doivent être normali- 
sées à la fonction 6 de l’impulsion. Par ailleurs, les fonctions 45? 
se déduisent directement (par conjugaison complexe et changement 
du signe de p) des fonctions w{+? contenant à l'infini des ondes 
sphériques divergentes, c'est-à-dire correspondant au problème de 
diffusion mutuelle de deux particules. Quand on substitue dans 
(146,1) cette différence n’est pas essentielle, et l’on peut supposer 
que les , dans (146,1) sont les ÿ{*?, le problème se ramenant ainsi 
à celui, déjà étudié, de la diffusion résonnante de particules lentes. 

Bien que la vraie forme de la fonction #, dans la région ra 
ne soit pas connue, il suffit pour déterminer les probabilités en 
fonction de l’énergie E de considérer cette fonction à des distances 
rS1/RS a (avec k=p/h; on suppose ak<< 1) et de la prolonger 
ensuite, en ce qui concerne l'ordre de grandeur, à des distances 
rai. Alors la principale contribution à w#, est apportée par 
l'onde sphérique (contenant le facteur 1/r). Cette onde représente 
un ensemble d'ondes partielles de différentes valeurs de /, dont les 
amplitudes sont les amplitudes de diffusion correspondantes. Pour 
déterminer le carré |ÿ,(a)|*, il suffit alors de se borner à l’onde s, 
puisqu'aux petites énergies les amplitudes de diffusion avec {0 
sont relativement petites. En accord avec la formule (133,7), on 
a de la sorte: 7. 

1 


br (146,2) 


où x=Vmlel/fñ, ete est l'énergie de l'état lié (ou virtuel) du 
système de deux nucléons*. Substituant cette expression dans 
(146,1), il vient: 


_ dp 5 
du, = const ETjel" (146,3) 


1 Cette procédure est permise parce que, dans la région 7 << 1/4, on peut 
négliger Æ dans l'équation de Schrôdinger déterminant Îa fonction Ÿÿ- C'est 
pourquoi la dépendance de 4, par rapport à E est complètement déterminée 
dans cette région par son < raccordement » avec la fonction dans la région r— 1/8. 

? Nous avons en vue ici un couple np de spins parallèles ou antiparalièles, 
ou un couple nn de spins antiparallèles. Si l’on envisage un couple pp, la situa- 
tion se complique par la répulsion coulombienne; ce cas doit être étudié sur 
la base de la théorie exposée au $ 138. 
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Ainsi donc, la distribution en directions de l'impulsion (dans 
le système du centre d’inertie des deux nucléons) est isotrope. La 
distribution en énergies du mouvement relatif est donnée par la 
formule VE 

E dE 
dwg=constT ke (146,4) 
On voit que l'interaction des nucléons aboutit à l'apparition dans 
la région des énergies E petites d’un maximum dans la distribution 
(pour E —|æel). 

Aux petites valeurs de l'impulsion relative (p<£ p,) correspon- 
dent dans le système du laboratoire des angles 6 petits entre les 
impulsions des deux nucléons. C'est pourquoi à la présence du maxi- 
mum dans la distribution suivant E correspond dans le système du 
laboratoire une corrélation angulaire entre les directions d’éjection 
des nucléons se traduisant par une probabilité accrue des petites 
valeurs de 6. 

Soient p, et p, les impulsions des nucléons dans le système du 
Jaboratoire. Alors, 


1 
Po = Pi +Ps p=— 2 (P:— Pi) 


(rappelons que la masse réduite de deux particules identiques est 
m/2). Faisant le produit vectoriel de ces deux égalités, on obtient 
PoXP=PXP.; on en déduit lorsque p<& p,: 
2 
PP1 = PP,Sin 8 & 2.6, 
ou 6—4p;/p,, P1 étant la composante transverse (par rapport 
à la direction p,) du vecteur p, et 8 l’angle petit entre les directions 
P, et p.. Recopiant la formule (146,3) sous la forme 
2xp LdP L4Py 


(pi +pi)+el 


et intégrant sur dp, on trouve la distribution des probabilités 
suivant l'angle 6. L'intégrale convergeant rapidement, on peut 
l’étendre de —o à “+, et on trouve finalement : 


6 d8 
Hrarl. 
V'o+fat 
1 A strictement parler, peuvent aussi dépendre de £ (par l'intermédiaire 
des autres parties de la fonction d'onde de tout le système des produits de la 
réaction) les coefficients constants dans les formules (146,3 et 4). Mais cette 
dépendance est faible: comme fonction de E, ce coefficient ne varie notable- 
ment que d'un bout à l'autre de l'intervalle des énergies (— ÆEo) que peuvent 
acquérir les deux nucléons dans la réaction considérée. Aussi pour la distribu- 


tion dans la région EE, peut-on négliger cette dépendance vis-à-vis de la 
forte dépendance caractérisée par la formule (146,4). 


dw, = const 


dwe = const - (146,5) 
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Rapportée à l’élément d’angle solide do 218 d8, la distribution 
angulaire présente un maximum pour 68 —V |e|/E,. 


$ 147. Allure des sections au voisinage du seuil de réaction 


Si la somme des énergies internes des produits de la réaction est 
supérieure à la somme correspondante des particules primaires, la 
réaction a un seuil: elle ne peut avoir lieu que si l'énergie ciné- 
tique E des particules en collision (dans le système du centre d’iner- 
tie) excède une certaine valeur de seuil E.. Considérons le caractère 
de la dépendance énergétique de la section de la réaction au voisi- 
nage de son seuil. Nous supposerons alors qu’on a à l'issue de la. 
réaction encore deux particules (réaction du type À + B— 4° +B"). 

Au voisinage du seuil la vitesse relative v’ des particules formées 
est petite. Cette réaction est l’opposé d’une réaction où la vitesse 
des particules en collision est petite. La dépendance de sa section 
par rapport à v’ peut donc être facilement déduite à l’aide du prin- 
cipe d'équilibre détaillé (144,13) d’après la dépendance énergétique 
de réaction connue pour laquelle v’ serait la vitesse dans le canal 
d'entrée ($ 143). Dans une large catégorie de réactions, quand on 
n'a pas d'interaction coulombienne entre les particules 4’ et B° 
(telles sont, par exemple, les réactions nucléaires avec fo:nation 
d'un neutron lent), on trouve de la sorte que la section de la réaction 
est proportionnelle à v’?(1/v°), c'est-à-dire que: 


0, ©v’. (147,1) 


Par voie de conséquence, on déduit aussi la dépendance de la section 
par rapport à l'énergie des particules en collision: la vitesse v’ et, 
avec elle, la section de réaction sont proportionnelles à la racine de 


la différence E—E, : 
0,=AVE—E.. (147,2) 


Les amplitudes de diffusion suivant divers canaux sont liées 
entre elles par des relations d'unitarité. Grâce à ce lien, l’ouvertu- 
re d’un nouveau canal entraîne aussi l'apparition de certaines 
singularités dans les dépendances énergétiques des sections d’autres 
processus, dont la diffusion élastique (E. Wigner, 1948, À. J. Baz, 
1957; G. Breit, 1957). Pour faire la lumière sur l’origine et le 
caractère de ce phénomène, considérons un cas très simple où au- 
dessous du seuil de réaction seule est possible la diffusion élastique. 

Au voisinage du seuil les particules À’ et B’ se forment dans un 
état de moment orbital {—0 [c'est précisément à cela que corres- 


1 La constance de la limite vers laquelle tend l'amplitude f,;; lorsque 
pr —+0 (cf. fin $ 144) correspond précisément à ce résultat : la section (144,4) 
est proportionnelle à p}. 
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pond la loi (147,2). Si les particules participant à la réaction 
n'ont pas de spin, le moment orbital se conserve et, par conséquent, 
le système de particules À + B se trouve aussi dans l'état s. Confor- 
mément à (142,7), la section partielle de la réaction pour {=0 est 
liée à l’élément de la matrice S correspondant à la diffusion élasti- 
que par la formule 


= (1—1S, |°), (147,3) 


k étant le vecteur d’onde des particules en collision. Egalant (147,2) 
et (147,3), on trouve qu’au-dessus du seuil de réaction, dans son 
voisinage, on a, à des quantités de l’ordre de Y E—E, près, pour 
le module [S, |: 


ISI=1—Ÿ AVE—E, (E>E,), (147,4) 


où k,=V2mE,lh (m étant la masse réduite des particules A et B). 
Dans la région au-dessous du seuil seule la diffusion élastique existe, 
de sorte que 


IS1=1 (Œ<E,). (147,5) 


Mais l'amplitude de diffusion et, avec elle, S, doivent être des 
fonctions analytiques dans tout le domaine de variation de l'énergie. 
Une telle fonction, prenant les valeurs (147,4) et (147,5) au-dessus 
et au-dessous du seuil, est donnée avec la même précision par la 
formule : 


2 PE 
Sent (1 4 y E—E,), (147,6) 


6, étant une constante (pour E<E, la racine VWE—E, devient 
imaginaire, et le module de l'expression entre parenthèses ne diffère 
de l'unité que d’une petite quantité d'ordre supérieur). La diffu- 
sion inélastique est absente pour tous les /£0, de sorte que 

S,=e"%x (120), (147,7) 
les phases 6, devant être égalées à leur valeur pour E=E, au voi- 
sinage du seuil1. 

Substituant les valeurs déduites de S, dans la formule (142,2), 
on trouve l'expression suivante pour l'amplitude de diffusion au 
voisinage du seuil de réaction: 

F(, E)=f,(8)— AVE—Eertx, (147,8) 
f,(6) étant l’amplitude de diffusion pour E=E,. D'où la section 


1 Les fonctions 0,(E) étant réelles aussi bien peur E>E, que pour E<E,, 
elles se développent en puissances entières de la différence E —E,. 
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de diffusion différentielle : 


= (@)P+SSAVE—E,;Im{f,(8)e-##} pour E>E,. 
D =1f,(6)P—S-AVE,—E Re{f,(8)e-#%} pour E <E,. (147,9) 


Mettant l’amplitude f, sous la forme |f,|e# (6), nous écrirons fina- 
lement ce résultat sous la forme: 


in(26,—a), E> E,, 
IR OH AIR GIVTE ES {one a) 


cos(26,—a), E<E,.. 
(147,10) 


Suivant que l’angle 26, —a se trouve dans le quadrant 1, 2, 3 
ou 4, la dépendance énergétique de la section décrite par cette 
formule est représentée sur la fig. 50 a, b, c ou d. On a dans tous 
les cas deux branches situées de part et d'autre d’une tangente 
verticale commune. 

Lors de l'intégration des expressions (147,9) sur do, seule donne 
une contribution non nulle aux intégrales des seconds termes la 
partie isotrope de l'amplitude f,(8)—l’amplitude partielle de la 
diffusion s élastique : 

Zik 


On obtient finalement pour la section totale de la diffusion élasti- 
que au voisinage du seuil l’expression suivante: 


—— (sin? 6, pour EDE,, 
Der eeplE A pour E<E,. 
Cette dépendance a la forme a ou b sur la fig. 50, suivant que 
sin 6, cos 6, est positif ou négatif. 

De la sorte, l'existence d’un seuil de réaction fait apparaître 
une singularité caractéristique dans la dépendance énergétique de la 
section de la diffusion élastique. La présence de spin dans les 
particules modifie, bien entendu, les formules quantitatives, mais 
le caractère général du phénomène n'est pas affecté’. Si, concur- 
remment à la diffusion élastique, d’autres réactions sont aussi pos- 
sibles au-dessous du seuil, des singularités analogues apparaîtront 
aussi dans leurs sections. Elles ont toutes pour E—E, une singu- 
larité, au voisinage de laquelle elles sont des fonctions linéaires 
de la racine VÎE—E, | avec différentes pentes au-dessus et au-des- 
sous du seuil. 


(e%%e —]). 


(147,11) 


1 SI les spins sont non nuls, le système de particules 4°+B° dans un 
état s peut avoir un moment total non nul: de ce fait. la possibilité apparaît 
de l'existence de différents états orbitaux du système À +8. 
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Dans des réactions nucléaires avec éjection d'une particule 
positivement chargée nous sommes dans le cas où des forces de 
répulsion coulombienne agissent entre les produits de la réaction 
(particules 4” et B'). Alors, lorsque v’ —+0 (c’est-à-dire E—+E;) 

la section de la réaction s’annule exponentiel- 

lement avec toutes ses dérivées par rapport à 

l'énergie, et aucune singularité n’apparaît dans 

les sections des autres processus. 
Enfin, envisageons des réactions avec formation 
de deux particules lentes de charges contraires, 
sollicitées par des forces d'attraction coulombien- 
ne. La section d’une telle réaction est liée par 

le principe d'équilibre détaillé à la section (143,7) 

de la réaction opposée entre deux particules len- 

tes attractives. On trouve ainsi que, lorsque 
v’—+0, la section tend vers une limite constante 


£ o,—=const lorsque v’ — 0, (147,12) 


d6 
do 


& 
co 


c'est-à-dire qu’au franchissement du seuil la 
réaction apparaît subitement avec une section 
finie. 
Explicitons le caractère de la singularité de 
la section de diffusion élastique pour une telle 
F réaction au voisinage du seuil (A. /. Baz, 1959). 
Mais on ne saurait le faire directement d’après 
la loi au-dessus du seuil (147,12), supposée con- 
nue, par le procédé simple utilisé ci-dessus dans 
le cas de particules non chargées. Vis-à-vis de 
ce dernier cas, la situation vient se compli- 
quer du fait que le système de particules 4° + B’ 
£ possède dans le voisinage du seuil (pour E< E,) 
des états liés correspondant aux niveaux d'’é- 
Fig. 50 nergie discrets dans le champ d'attraction coulom- 
bien. Au point de vue énergétique, ces états 
peuvent se former à la collision des particules À et B, mais, vu 
la possibilité de diffusion élastique, ils ne peuvent être que 
quasi stationnaires. Toujours est-il que leur existence doit aboutir 
à l'apparition d'effets de résonance dans la diffusion élastique 
(au-dessous du seuil), telles les résonances de Breit et Wigner. 
Pour résoudre le problème posé, considérons la structure des 
fonctions d’onde décrivant le processus de collision. En raison de 
l'existence de deux canaux, l’équation de Schrôdinger du système 
de particules en interaction a deux solutions indépendantes finies 
dans l’espace de configuration tout entier, soient Ÿ, et 1, deux 
solutions de ce genre arbitrairement choisies (et arbitrairement 
normalisées). On peut former des combinaisons linéaires de ces 


s{ 
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fonctions décrivant la diffusion lorsque l’un ou l’autre de ces 
canaux est un canal d’entrée. Désignons les canaux correspondant 
aux paires de particules À, B et 4”, B° par a et b, et posons que 
la somme = a, +a, répond au cas du canal d'entrée a; elle 
décrit la diffusion élastique des particules À et B et la réaction 
A+B—+A'+8B'. Au voisinage du seuil de réaction les coeffi- 
cients «;, «, dépendent essentiellement de la petite impulsion k,, 
alors que les fonctions arbitrairement choisies ,, 1, elles-mêmes 
n'ont aucune singularité pour k,= 0. 

Aux grandes distances, la fonction doit être la somme de deux 
termes correspondant au mouvement des deux particules dans les 
canaux a et b. Chacun d'eux est le produit des fonctions « internes » 
des particules par la fonction d'onde de leur mouvement relatif. 
Dans le canal a cette dernière a la forme R5—S,R+, et dans le 
canal b, — Sy, Rt, R*, R7 étant l'onde divergente et l’onde con- 
vergente dans les canaux correspondants. À des distances r, grandes 
par rapport au rayon des forces à faible portée et petites par rap- 
port à 1/k,, ces fonctions (et leurs dérivées) doivent se « raccorder » 
avec les valeurs calculées d’après la fonction d’onde # dans la 
«zone de réaction». Ces conditions se traduisent par des égalités 
de la forme: 


id + ad, = (Ra —SoRa) | re? QU + abs =— SRG | Fo? 
Gi + LG = (Ra —SoaRa) | ro bi += — SRE | 


a, @, ba, bi, ... étant des quantités calculées d'après ÿ, et ,; 
conformément à ce qui précède, on peut considérer qu'elles sont 
constantes au voisinage du seuil, indépendantes de k,. Divisant 
membre à membre le premier et le second couple d’égalités, on 
obtient un système de deux équations linéaires à deux inconnues 
(a,/x, et Sa), et dans les coefficients de ces équations ne figure 
qu'une seule quantité à dépendance «critique » de k,, en l'occurrence 
la dérivée logarithmique de l'onde divergente dans le canal b; 
nous définirons cette quantité comme suit : 


À 1 (rRÈ)' 
2x rRÈ 


Point n’est besoin en fait de résoudre ces équations. Il suffit de 
remarquer que la quantité qui nous intéresse S,, (déterminant 
l'amplitude de diffusion élastique) est une fonction homographique 
de À. Au-dessous du seuil À est réel, car est réelle la fonction 


1 La loi (147,12) joue non seulement pour la section totale, mais aussi pour 
les sections partielles avec différents moments { (cf. fin $ 143). Aussi la singu- 
larité considérée ci-dessous est-elle contenue dans toutes les sections partielles 
de diffusion. Son caractère s’explicite entièrement déjà dans le cas où { —0, 
envisagé dans ce qui suit. Pour alléger l'écriture, nous omettrons l'indice 0 des 
amplitudes partielles correspondantes. 
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d'onde R*, étant solution de l'équation de Schrüdinger réelle avec 
une condition réelle à l'infini (décroissance comme e”"”, avec x,— 
—V 2m (E,—E)/h). En même temps, on doit avoir au-dessous 
du seuil |S,.|—1. Il en résulte que la fonction homographique 
Sua (à) doit avoir la forme: 


1+Bà 
Soc Sp e (147, 13) 


n étant une constante réelle et f une constante complexe. 
Déterminons À en fonction de l’impulsion k,. Puisque les particules 
A et B subissent une attraction coulombienne, r Ré est donné par une 
fonction d'onde coulombienne qui, à l'infini, est asymptotiquement 
proportionnelle à e"v”. Dans. un champ coulombien répulsif cette 
fonction est donnée par la somme G,+iF, avec G, et F, pris dans 
(138,4) et (138,7). On passe au champ attractif en changeant simul- 
tanément les signes de k et de r'. Effectuant ce changement et 
calculant la dérivée logarithmique (cf. $ 138), on obtient: 


Mare nb +3 [0 (2) +0 (—2)]} ar10 


On suppose ici que k, est une quantité réelle, de sorte que cette 
formule concerne la région au-dessus du seuil. Lorsque k,— 0 le 
premier terme dans (147,14) se réduit à & et le second s’annule 
(cf. nota p. 657). On a ainsi au-dessus du seuil : 


A=i (E>E,). (147,15) 


On passe dans la région au-dessous du seuil en remplaçant À par ix. 
Après quoi, on déduit de (147,14) pour x —-0®: 


A=—ctg (E<E,). (147,16) 


1 Nous utilisons dans ce qui suit les unités coulombiennes. Le changement 
des signes de À et de r correspond formellement au changement du signe de 
l'unité de longueur coulombienne. 

3 Pour simplifier les formules ultérieures, nous avons omis dans les acco- 
lades la constante réelle (—In 2r9—2C) indépendante de ky, ce qui conduit 
seulement à une redéfinition inessentielle de la quantité complexe B et de la 
quantité réelle n dans (147,13). 


3 Le premier terme dans (147,14) donne — + ce Et. et l'expression 


entre accolades se réduit à + ce tr . On utilise alors la formule vÿ (x) — 


—ÿp(—x)=—nctgnx—1/x [qu'on déduit en prenant la dérivée logarithmi- 
que de la relation connue l'(x)l' (—x)=—x/xsinnx] et l'expression limite 
v(x) = Inx—1/2x lorsque x —+ c. 
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Les formules déduites résolvent la question posée. La section de 
diffusion élastique est 


ex |See—1 x 
Au-dessus du seuil : 


141 
Serie" (E>E,) (147,17) 
ainsi que la section de réaction, la section de diffusion est cons- 
tante dans ce domaine. Notons que la condition [S,,|< 1 signifie 
qu'on doit avoir Imf > 0. 

Au-dessous du seuil: 


Sas =em er a. (147,18) 
Cette expression a une infinité de résonances s’accumulant vers le 
Ce 
£ 
Lh 
Fig. 51 


point E=E,. Les énergies de résonance sont les racines de l’équa- 
tion S,,.—=—1, c'est-à-dire que 


Reen(p—tg-Æ)=0: 


elles sont décalées par rapport aux niveaux purement coulombiens 
(par rapport aux racines de l'équation tg (x/x,) 0), vu la présence 
de forces de faible portée. Quand l'énergie E s'approche du seuil, 
la section de diffusion élastique oscille entre zéro et 4x/k3, comme 
cela est schématiquement représenté sur la fig. 51. La largeur de 
toute la région au-dessous du seuil à structure résonnante est déter- 
minée par la grandeur de l'énergie du premier niveau coulombien, 
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Citons pour conclure encore un exemple intéressant de réactions 
dans le voisinage du seuil, à savoir l'ionisation d’un atome par un 
électron dont l’énergie est de peu supérieure à l'énergie de première 
ionisation de l’atome. Dans ces conditions, on peut admettre que 
le processus de collision est quasi classique, mais le problème se 
complique beaucoup par la présence de trois particules chargées 
dans l’état final. La solution générale de ce difficile problème a été 
donnée par G. H. Wannier*. La probabilité d’ionisation d’un atome 
neutre est proportionnelle à 


Œ—my, a=t(y/#—1)=18, 


E—I étant l'excès d'énergie de l'électron au-dessus du seuil 
d’ionisation. 


$ 148. Collisions inélastiques d'électrons rapides 
avec des atomes 


Les collisions inélastiques d'électrons rapides avec des atomes 
peuvent être traitées à l’aide de l’approximation de Born de la 
même façon qu’au $ 139 pour les collisions élastiques. La condi- 
tion d'application de l’approximation de Born exige, comme avant, 
que la vitesse de l’électron incident soit grande en comparaison des 
vitesses des électrons atomiques. En ce qui concerne la perte d'éner- 
gie lors de la collision, elle peut être arbitraire. Si l’électron perd 
une grande partie de son énergie, l’atome s’ionise, l’énergie étant 
récupérée par un de ses électrons. Maïs on peut toujours considérer 
que l’électron diffusé est celui des deux dont la vitesse est la plus 
grande après la collision, et si la vitesse de l’électron incident est 
grande, il en sera de même de l'électron diffusé. 

Lorsqu'un électron vient heurter un atome, on peut admettre 
que le système de coordonnées où leur centre d’inertie est au repos 
coïncide, comme on l'a déjà dit, avec le système dans lequel 
l'atome est au repos; c’est précisément ce dernier système qu'on 
aura en vue dans la suite. 

Une collision inélastique s'opère avec changement de l'état 
interne de l'atome. L'atome peut passer de son état normal dans 
un état excité de spectre discret ou continu; dans le dernier cas 
l'atome est ionisé. Déduisant les formules générales, on peut con- 
sidérer ces deux cas ensemble. 

Comme au $ 126, nous partirons de la formule générale pour 
la probabilité de transition entre états du spectre continu, en 


1 Cf. G. H. Wannier, Physical Review 90, 817, 1953 


3 La plupart des résultats exposés aux &$ 148-150 ont été déduits par 
H. À, Bethe (1930). 
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l’appliquant à un système constitué par un électron incident et un 
atome. Soient p et p’ les impulsions de l'électron incident, E, et E, 
les énergies de l'atome avant et après la collision. On a pour la 
probabilité de transition au lieu de (126,9): 


= , p'i—p? — p? 
do, = 1<n, p'iUI0, pol? (PE LE: —E) LE. (148,1) 


où l'élément matriciel est calculé par rapport à l'énergie d’interac- 
tion de l’électron incident et de l'atome: 


Ze? 
uns Ye TT 


{e est le rayon vecteur de l’électron incident, les r, ceux des élec- 
rons atomiques, l’origine des coordonnées est choisie dans le noyau 
de l'atome, m est la masse de l’électron). 

Les fonctions d’onde 1,, > de l'électron sont déterminées 
par les anciennes formules (126,10 et 11); alors dw est la section 
do de la collision. Nous désignerons par %,, ÿ, les fonctions 
d'onde de l’atome dans les états initial et final. Si l’état final 
de l'atome se rapporte au spectre discret, alors #, (ainsi 
que 1#,) est normalisée comme d'habitude à l'unité. Mais si l’atome 
passe dans un état de spectre continu, la fonction d'onde sera 
normalisée à la fonction ô des paramètres v déterminant ces états 
(ces paramètres peuvent être, par exemple, l'énergie de l’atome, 
les composantes de l’impulsion de l'électron éjecté de l’atome lors 
de l'ionisation). Les sections obtenues finalement déterminent la 
probabilité d’une collision avec transition de l’atome dans des 
états du spectre continu compris dans l'intervalle des valeurs 
des paramètres entre v et v+dv. 

L'intégration dans (148, b sur la valeur absolue de p’ donne: 


do, 7 mer <np' | U Op> | do’, 


où p’ est déterminé à partir du principe de conservation de l'énergie : 


—p'3 
PE =E,—Es. (148.2) 


Substituant dans l'élément matriciel les fonctions d'onde de l’élec- 
tron (126,10 et 11), on obtient: 


do, = on F ca [QUe-terpspde av |’ do (148,3) 


(dt =dV,dV,...dVz est l'élément de l’espace de configuration des 
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Z électrons de l'atome, nous omettons l'accent de do). Lorsque 
n—0et p—p" (148,3) se réduit à la formule de la section de 
diffusion élastique. 

En vertu de l’orthogonalité des fonctions +, et ,, le terme dans 
U contenant l'interaction Ze?/r avec le noyau disparaît quand on 
intègre sur dx, et il vient pour les collisions inélastiques : 


do, me ff 5 g 27“ abodr dV ‘do. (148,4) 


rampe 


L'intégration sur dV peut se faire comme au $ 139. L'intégrale 


{ar 
ga) = | 7 
coïncide formellement avec la composante de Fourier du potentiel 
créé au point r par des charges distribuées dans l’espace avec la 


densité 
p=ô(r—r,). 


Aussi la formule (139,1) donne-t-elle : 
palr)= ere. (148,5) 


Substituant cette expression dans (148,4), nous sommes finalement 
conduits à l'expression générale de la section des collisions 


inélastiques : 
2 , 
do, = Œ) Ft | (n | 2 ele 


où l'élément matriciel est calculé d’après les fonctions d'onde de 
l'atome, et au lieu des impulsions sont introduits les vecteurs d’onde 
k=—p/ñ, k’=p'/h. Cette formule donne la probabilité qu'au cours 
de la collision l’électron soit diffusé dans l'élément d’angle solide 
do et que l’atome passe dans le n-ième état excité. Le vecteur —Âq 
représente l'impulsion que l'électron cède à l’atome lors de la colli- 
sion. 

Lors des calculs, il est parfois commode de rapporter la section 
non pas à l'élément d'angle solide, mais à l'élément dg des va- 
leurs absolues de q. Par définition, q est le vecteur k’—k; on a 
pour sa valeur absolue : 


g=R+Rk"3—9Rk" cos ÿ. (148,7) 


0 [ do, (148,6) 


1 Telle est la formule générale de la théorie des perturbations ; elle s’appli- 
que non seulement aux collisions entre électrons et atomes, mais aussi à n'’im- 
porte quelles collisions inélastiques de deux particules et donne la section de 
diffusion dans le système de coordonnées où le centre d'inertie des particules 
est au repos (m est alors la masse réduite des deux particules). 
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D'où, pour k, k’ donnés, c'est-à-dire pour une perte d’énergie don- 
née de l’électron: 


q dg = kk' sin dd =*E do. (148,8) 


On peut recopier la formule (148,6) sous la forme: 
do, =8(S)#](r Xe. of. (148,9) 


Le facteur q joue un rôle majeur dans les calculs qui suivent. 
Considérons plus en détail son lien avec l’angle de diffusion 8 et 
l'énergie E,—Æ, communiquée pendant la collision. Nous verrons 
ci-dessous que le rôle dominant revient aux collisions suscitant une 
diffusion d’angles petits (8<£ 1) et avec une transmission d'énergie 
faible en comparaison de l'énergie E—mv/2 de l’électron inci- 
dent: E,—E,<E. La différence k—k' est alors aussi petite 
(R—Rk'<Rk), et donc: 


EE = (—k") & Rp (e—k") = ho (k— k°). 
L'angle Ô étant petit, on déduit de (148,7): 
g Re (k—kY+(k0), 


a= V (= ==) + (40. (148,10) 


La valeur minimum de g est: 
En— Es 


fu PE. (148,11) 


Lorsque les angles sont petits, on peut encore discerner diverses 
régions en fonction de la relation entre les petites quantités 8 et 
v,/u (v, est de l’ordre de la vitesse des électrons atomiques). Si l'on 
considère des transmissions d'énergie de l’ordre de l’énergie e, des 


électrons atomiques (E,—E, — e, — mi), on a pour (æ) <é$<l: 


q=k0=T 0 (148,12) 
{dans (148,10), on peut négliger sous le radical le premier terme 
en comparaison du second]; par conséquent, dans cette région des 
angles g ne dépend pas de la grandeur de l'énergie communiquée. 
Pour 8<£1 la quantité g peut être aussi bien grande que petite 
en comparaison de 1/a, (a, étant de l’ordre des dimensions atomi- 
ques). Dans cette même hypothèse sur la grandeur de l'énergie 


et finalement, 
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communiquée, on a: 
ga, — 1 pour à —#. (148, 13) 


Revenons-en à la discussion de la formule générale (148,9) et 
considérons le cas des petits qg (ga. <£ 1, c'est-à-dire que 8 << v,/v). 
Alors, les facteurs exponentiels peuvent être développés en puis- 
sances de q: 
eau l—iqr, = 1—igx, 


(nous dirigeons l’axe des x suivant q). Quand on substitue ce dé- 
veloppement dans (148,9), les termes contenant 1 donnent zéro en 
vertu de l'orthogonalité des fonctions d’onde %, et w,, et on obtient : 
_ 2 \' da 2 _{2Y\ 2 do 

do,=8x (à) dicnld. 109] ) Iénidl0FS, (148,14) 
où d,=e> x, est la composante du moment dipolaire de l'atome. 
On voit que la section (pour les qg petits) est déterminée par le 
carré du module de l’élément matriciel du moment dipolaire pour 
la transition correspondant au changement de l'état de l'atome. 

Mais il se peut que l'élément matriciel du moment dipolaire 
pour la transition donnée s’évanouisse identiquement en vertu des 
rêgles de sélection (transition interdite). Alors le développement de 
exp (iqr,) doit être poussé jusqu’au terme suivant, et on obtient : 


do, = 2x (£) | (CD a dq. (148,15) 


Considérons à présent le cas limite opposé des g grands (ga, ÿ> 1). 
Les qg grands signifient que l’atome reçoit une impulsion grande 
en comparaison de l’impulsion initiale propre des électrons atomi- 
ques. Physiquement, il est a priori évident qu’on peut alors consi- 
dérer que les électrons atomiques sont libres, et que la collision 
avec l’atome est la collision élastique de l’électron incident avec 
les électrons atomiques initialement au repos. Ceci résulte également 
de la formule générale (148,9). Lorsque les q sont grands, l’expres- 
sion sous le signe somme dans l'élément matriciel contient les 
facteurs rapidement oscillants exp (— iqr,), et l'intégrale n’est voi- 
sine de zéro que si w, contient un tel facteur. Une telle fonction 
Ÿ, correspond à un atome ionisé avec un électron qui en est éjecté 
avec l'impulsion —ñ#q—p—p", simplement déterminée par la loi 
de conservation de l'impulsion, comme cela serait lors de la col- 
lision de deux électrons libres. 


1 C'est la section do, sommée sur toutes les directions du moment de 
l’atome dans l’état final et médiée sur les directions du moment dans l'état 
initial qui présente d'habitude un intérêt physique. Après ces deux opérations, 
le carré | n|d,10>]? ne dépend plus de la direction de l'axe des x. 
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À l'issue d’une collision où l'impulsion cédée est importante 
les deux électrons (incident et atomique) peuvent acquérir des vi- 
tesses de grandeurs comparables. Ceci étant, les effets d'échange 
liés à l'identité des particules en collision, négligés dans la for- 
mule (148,9), prennent de l'importance. La section de diffusion 
des électrons rapides est donnée par la formule (137,9) lors- 
qu’on tient compte des effets d'échange; cette formule concerne un 
référentiel où l’un des électrons était immobile avant la collision. 
Pour des électrons rapides, le cosinus dans le dernier terme de 
(137,9) peut être posé égal à 1. Multipliant en outre par le nombre 
Z d'électrons dans l’atome, on obtient la section de la collision de 
l’électron avec l’atome sous la forme: 


2 1 1 1 
do — 47 CE) (stars) cos Ÿ do. (148, 16) 


Dans cette formule il est commode d'exprimer l'angle de dif- 
fusion à l’aide de l'énergie acquise par les électrons à l'issue de 
la collision. Comme on sait, lorsqu'une particule d'énergie E—mu?/2 
vient heurter une particule de même masse au repos, les énergies 
des particules sont après la collision : 


e=E sin? 6, E—e=E cos! #. 


Pour obtenir la section rapportée à l'intervalle de, nous exprime- 
rons do en fonction de de conformément à la relation cos 6 do— 
= 2ncos 6 sin Ÿ dû —(n/E)de. Substituant dans (148,16), on est 
conduit à la formule définitive 

1 I 1 de 


Si l’une des énergies £ ou E—& est petite en comparaison de l’autre, un 
seul des trois termes de cette formule est essentiel (le premier ou 
le second). Cela correspond au fait que, lorsque la différence dans 
les énergies des deux électrons est grande, l'effet d'échange perd 
son importance et nous devons revenir à la formule usuelle de 
Rutherford :. 

L'intégration de la section différentielle sur tous les angles 
(ou, ce qui revient au même, sur dg) donne la section totale 0, 
de la collision avec excitation de l’état donné de l'atome. La dé- 
pendance de ©, par rapport à la vitesse de l'électron incident est 
en corrélation étroite avec la présence ou l’absence de l'élément 
matriciel du moment dipolaire de l’atome pour la transition cor- 


1 Dans le cas de la collision d’un positron et d’un atome l'effet d'échange 
est totalement absent, et la formule de Rutherford 


a lieu pour tous les g > l'@. 


716 COLLISIONS INÉLASTIQUES (CH. XVIII 


respondante. Supposons d’abord cet élément matriciel non nul. 
Alors, pour les gq petits, do, est déterminée par la formule (148,14), 
et l'on voit que, g diminuant, l'intégrale sur dg diverge loga- 
rithmiquement. En ce qui concerne la région des grands g, la section 
(pour une transmission d'énergie donnée E,—E,) décroît exponen- 
tiellement lorsque qg croît par suite de la présence, déjà mentionnée, 
sous le signe somme de l'élément de matrice dans (148,9) d'un 
facteur rapidement oscillant. Ainsi, le rôle dominant dans l’inté- 
grale sur dg revient à la région des petits q, et il suffira d'intégrer 
de la valeur minimum q,5, (148,11) jusqu’à une certaine valeur 
—1/a,. On obtient finalement : 


2 
6,= 87 (&) |<n|d, |0>/n (8. æ) : (148,18) 
B, étant une constante sans dimension qu'on ne peut calculer sous 
la forme générale. 

Si, par contre, l'élément matriciel du moment dipolaire s'annule 
pour la transition donnée, l’intégrale sur dg converge rapidement 
aussi bien pour les petits g [comme il résulte de (148,15)] que 
pour les grands. La région importante pour l'intégrale est alors 
celle des g — 1/a,. Il est impossible de déduire ici une formule 
quantitative générale, et nous pouvons seulement conclure que ©, 
est en raison inverse du carré de la vitesse: 

const 


= . (148, 19) 


Ceci résulte directement de la formule générale (148,9), en vertu 
de laquelle do, est en raison de u-? lorsque g—1/a,. 

Déterminons la section do, de la diffusion inélastique dans 
l'élément d'angle solide donné indépendamment de l’état final de 
transition de l'atome. Il faut, à cet effet, sommer l'expression 
(148,9) sur tous les n=£0, c'est-à-dire sur tous les états de l’ato- 
me (du spectre discret comme du spectre continu), excepté l’état 
fondamental. Nous laisserons en marge la région des grands angles 
aussi bien que celle des angles très petits et nous supposerons que 
15 8 > (v,/v)°. Alors, en vertu de (148,12), q ne dépend pas de 
la grandeur de l’énergie cédée?. 


! Nous considérons que E,—£, est de l'ordre de l'énergie des électrons 
atomiques &. Lorsque l'énergie cédée est grande (E,— Es — E Se), les formu- 
les (148,14), (148,18) n’en sont pas moins inapplicables, car l’éfément matriciel 
du moment dipolaire devient très petit et l’on ne saurait s'arrêter au premier 
terme du développement suivant q. 

? La sommation dans (148,9) porte également sur les états avec E,—E 5e 
pour lesquels (148,12) n'a pas lieu. Toutefois, pour les transitions avec trans- 
mission importante d'énergie la section est relativement petite, et ces termes 
jouent un rôle mineur dans la somme. 

La condition 8 € 1 permet de négliger les effets d'échange. 
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Cette dernière circonstance permet de calculer facilement la 
section totale des collisions inélastiques, à savoir la somme 


do, = E do, =8n Œ) px [&| > ete 0)| & e 
GEL IE dm 


Remarquons, à cet effet, qu’on a, quelle que soit f, d’après la 
règle de multiplication des matrices : 


Zion = 2 fon Por) = 23 fon F+)n0 = UF Von 
La sommation met ici en jeu tous les 7, y compris 7—0. Aussi 


à For F=2 Pon P—| fo P= (FT )o0 — | oo P. (148,21) 
Appliquant cette relation à f= Se“, il vient 


le (5) u D | Es") b do , (148,22) 


Ÿ 
les parenthèses < > indiquant la moyenne relativement à l'état 
normal de l’atome (c’est-à-dire qu’on prend l'élément matriciel 
diagonal 00). La valeur moyenne <Se”"%ay est, par définition, le 
facteur atomique F(g) de l'atome dans l'état normal. On peut 
écrire dans le premier terme entre accolades 


Z 3 
> e” are =Z+ >» ef (afp) : 
azi ab 


On trouve ainsi la formule générale 


do,= S) {2—F(9+ 6x ef Carre \ ET (148,23) 


Cette formule se simplifie considérablement pour les qg petits, 
alors qu'on peut développer suivant les puissances de g[u/v<< 
< ga, € 1, ce qui correspond aux angles (v,/v) <£ 9 << v,/v]. Àu lieu 
de développer dans la formule (148,23), il est commode de refaire 
la sommation sur #7 en utilisant pour do, l'expression (148,14). 
Sommant à l’aide de la relation (148,21) avec f=d, et se rappe- 
lant que <d,>=0, on obtient: 


2e \3 do 
do, = ( …) CEE (148,24) 


Il est intéressant de comparer cette expression avec la section 
(139,5) de la diffusion élastique pour les petits angles; alors que 
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cette dernière ne dépend pas de 8, la section de la diffusion 
pee dans l’angle solide do croît lorsque 8 décroît com- 
me 1/Ù0*. 

Pour les angles 158 5 v,/v (de sorte que ga > 1) les second 
et troisième termes entre accolades dans (148,23) sont petits, et 
on a simplement 

3 
do,=2(2) 2. (148,25) 
Comme il se doit, on a obtenu la diffusion de Rutherford par les Z 
électrons atomiques (sans tenir compte de l'effet d'échange). Rappe- 
lons que la section différentielle de la diffusion élastique (139,6) 
est en raison de Z?, et non de Z. 

Enfin, intégrant sur les angles, on obtient la section totale 
o, de la diffusion inélastique sous tous les angles et avec toutes 
les excitations de l'atome. On obtient de la même manière que 
pour le calcul de ©, (148,18): 


0,=8x Ge) éd) In (8 # (148,26) 


Problèmes! 


1. Déterminer la distribution angulaire (pour 15 8 v-2?) de la diffusion 
inélastique d'électrons rapides par un atome d'hydrogène (dans l’état normal). 

Solution. Pour l’atome d'hydrogène le troisième terme entre accolades 
dans (148.23) est absent, et le facteur atomique F (g) a été calculé au problème 
du $ 139. On obtient en le substituant : 


doper H-(448)" do. 


2. Déterminer la section différentielle pour les collisions d'électrons avec 
un atome d'hydrogène dans l'état normal en pp qu’il y ait excitation 
du ñ#-ième niveau du spectre discret (n est le nombre quantique principal). 

Solution. Il est commode de calculer les éléments matriciels en coor- 
données paraboliques. Choisissons l'axe des 2 suivant q. Alors ef" — {97 — 
—eig&-m/3. La fonction d'onde de l'état normal a la forme 100 — 
= n-1/36- (®&+/2, Seuls ne sont pas nuls les éléments matriciels des transitions 
dans des états avec m—0. Les fonctions d'onde de ces états sont 


1, -Em ë n 
Ÿnin30 = V n° BaF (—" 1, à)r (—n. 1, 1) 


(A=n;+n2+1). Les éléments matriciels cherchés sont donnés par les intégrales 


ep 12 Œ- 
<nans0 |e4° | 000> = ([ Pa Dci Poor run, ET) 2x d an. 
0 


1 Dans tous les problèmes nous faisons usage des unités atomiques. 
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On intègre à l'aide des formules du $ f de l'appendice mathématique. Le cal- 
cul donne: 


Kemnao ef | 000) = 28 TER LG a) + (an). 


Tous les états avec les mêmes #,+ns—=n—1 possèdent la même énergie. Som- 
mant sur toutes les valeurs pote de ñn,—n, pour nr donné et substituant le 
résultat dans (148,9), on obtient la section cherchée : 


207 ni—1] [(n—1)2+(qn)2]" 3 dq 
an [= +(qn> | CE ECOLE 


3. Déterminer la section totale pour l'excitation du premier état excité de 
l'atome d'hydrogène !. 
Solution. Il faut intégrer 
287 dq 
du CRE 
q m+7) 


sur tous les q de {min =(£:—Æ;)/0=—3/80 à Gmax —=20, et seuls seront retenus 
les termes du plus haut degré en v. L'intégration est élémentaire et donne: 


ge 25\ 4x w: 
= (in 05) + 0,555 In ps. 


4. Déterminer la section de l’ionisation d'un atome d'hydrogène (dans 
l’état fondamental) avec éjection d’un électron secondaire dans une direction 
déterminée ; l'énergie de l’électron secondaire est ie en comparaison de 
l'énergie de l'électron primaire, aussi les effets d'échange sont inessentiels 
(H. Massey et C. Mohr, 1933). 

Solution. La fonction d'onde de l’atome dans l'état initial est 
Yo=x-t/2e-r. A l'état final l'atome est ionisé, et l’électron secondaire qu 
en est éjecté a un vecteur d'onde que nous noterons %x (et une énergie %x?/2). 
Cet état est décrit par la fonction 4{? (136,9), où la partie «sortante » est 
constituée (à l'infini) seulement par une onde plane se propageant suivant %. 
La fonction 4 est normalisée à la fonction 6 dans l'espace x/2x; c'est 
pourquoi la section calculée d'après #{-) sera rapportée à d'x/(21) ou à 


x° dx dox/(2x)%, dox étant l'élément d'angle solide pour la direction de l’électron 
secondaire. De la sorte, 


4k'x3 = 
do sp | Ce le" 10) [8 do dou du 


1 Elle peut être aussi bien calculée pour n arbitraire. Par calcul numéri- 
que, on peut aussi obtenir la section totale de la diffusion inélastique d'un 
atome d'hydrogène : 

o in Le 
7 u3 0,160 ° 


En particulier, les parts des collisions avec excitation d'états du spectre discret 
et ionisation sont respectivement : 


4x v 4x 
Jexcit 7 . 0,715 In 0,4 » OCion = . 0,285 In 


ER 
0,012 * 
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(do est l'élément d'angle solide pour l'électron diffusé), où 


a/2x i 
er (1-+ 
<uler{r 10>= ve” er tar Yo W—= * 


fort 20 


Nous intégrons en coordonnées paraboliques, l'axe des z étant dirigé suivant x 
et l'angle q étant compté à partir du plan (q, %): 


1{-3 RS TT {78m cos r+ig V'En sin y cos g — 


Enr n}r (&. l, me) dpæn}. 


(y est l'angle entre x et q). Il est facile d'intégrer sur dpdn en faisant la subs- 
titution Wncosq=u, Vnsinp=v, ce qui donne: 


1 _Jà C — gisin?y+A1+(x+ 9 cos y)? 
Lai (= Ge g cos y) — A] ë} de 


F(ire)a) 
* Tu q cos A Ja” 
Cette dernière intégrale se calcule à l’aide de la formule 
[2 
Qe-WF(a, 1, kt)dt= ei (A—k)-e 
0 


+R $ f de l’appendice mathématique). Les calculs qui suivent sont longs mais 
émentaires, et donnent finalement l'expression suivante de la section : 


FE 2k'n [g?+ 2gx cos y + (x? + 1) cos? y] x 
Reg Ter 2gn cos y 1] IQ IQ — 2 IT Q — ex) 
2 2x 
x exp ( Ex arctg #5) do dox dx. 
L'intégration sur tous les angles d'émission de l'électron secondaire est 
élémentaire et donne la distribution de la diffusion en directions pour l'énergie 
x2/2 donnée de l'électron émis: 


o10"x [a+ ( 1) | exp ( — À arctg 7) 


ia kq° {(Q+x) + 1 (g— x) + 18 (1 —e)-277% do dx. 


Lorsque q 5 1 cette expression a un maximum aigu pour x Æ q; au voisinage 
du maximum 
dx do 


do=-2"- ———me 
3nx* [1+(q—x))8 
intégrant sur 
do = 2nq dgjk? # (2nx/k?) d(g—x), 
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on obtient l'expression 8x dx/k®x3 coïncidant. comme il se doit, avec le pre- 
mier terme dans la formule (148,17). 


$ 149. Freinage efficace 


Le calcul de la perte d'énergie moyenne par la particule inci- 
dente a une grande importance dans les applications de la théorie 
des collisions. Il est commode de caractériser cette perte par la 
quantité 


dx=Z(E,—E,) do, (149,1) 


que nous appellerons freinage efficace (différentiel); bien entendu, 
la sommation porle aussi bien sur les états du spectre discret que 
sur ceux du spectre continu. dx est rapporté à la diffusion dans 
l'élément d’angle solide donné. 

La formule générale du freinage efficace d'électrons rapides 
s'écrit : 


dx =8n Œ) D E—E)| (Zee 


[do, est tiré de (148,9)]. Comme pour la déduction de (148,23), 
laissons en marge la région des angles très petits, et supposons ici 
encore que 15 85 (v,/v)", alors g ne dépend pas de la grandeur 
de l'énergie cédée, et la sommation sur nr peut se faire sous la 
forme générale. 

A cet effet, on doit se servir d'un fhéorème de sommation se 
déduisant comme suit. Les éléments de matrice d’une quantité f 
(fonction des coordonnées) et de sa dérivée par rapport au temps 
(f sont reliés par la formule 


Pan = —% (En Ee) fon: (149,3) 


o)f 4 (149,2) 


Aussi a-t-on 


2 (E,—E:) Fon P= Z(Er—E) Pon (fon) = 
=Z(E,—E) Pon Œ* }n0 = À Z (Don (F* )ro = iR(F* )oo- 


Les fonctions d'onde des états stationnaires de l’atome peuvent 
être choisies réelles. Alors, les éléments de matrice de la fonction 
des coordonnées f sont reliés par les relations f,,=f,0, et on a res- 


1 Si l'électron traverse un gaz, la diffusion par les divers atomes se fait 
indépendamment, et la quantité N dx (N étant le nombre d'atomes dans l'unité 
de volume du gaz) est l'énergie perdue par l'électron sur l'unité de chemin lors 
des collisions qui le font dévier dans l’élément d’angle solide donné. 
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pectivement pour les éléments de matrice (149,3) (fh, =—(f)uo. 

Ceci étant, la somme considérée peut encore s'écrire sous la forme 
—îh 2 (F* on Pan = {À (F+ Pos: 


Prenant la demi-somme des deux expressions, on obtient le théo- 
rème cherché : 


D En —Es) fon PE À (EE — FF Pan (149,4) 


Appliquons-le à la quantité 
f=Xe- lqra, 
En vertu de (19,2), sa dérivée par rapport au temps est représentée 
par l'opérateur * 
= —5 D [ere (ave) + (qv)e-tra). 
a 


Il est facile de calculer directement le résultat de la commutation 
de f avec f+ : 

£s 2,5 À 

Îfe— ff — oz. 
Substituant dans (149,4), on obtient la formule 


ZE ges En E0)|(n| Ze telo)|=2, (149,5) 


réalisant la sommation requise. 
De la sorte, on trouve pour le freinage efficace différentiel la 
formule 
Zet 2Ze do 
du An EU (149,6) 
Le domaine de son application est défini par l'inégalité (u,/0)"< 0 1, 
soit v/v< a,q Evu/u,. 
Déterminons ensuite le freinage efficace total x(g,) pour toutes 
les collisions avec transfert d’impulsion n’excédant pas une cer- 
taine valeur g, telle que v,/v<< a,q, <£ v/v, : 


CH 
x(g)=XZ | (E,—E;)do,: (149,7) 
é min 
1 Déduisant cette relation, nous n'avons nulle part utilisé le fait que l'état 
spécifié par l'indice O était l'état normal de l'atome. Elle est donc vraie pour 
n'importe quel état initial. 
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Gwin St donné par la formule (148,11). On ne peut intervertir le 
signe d'intégration et celui de sommation, étant donné que qi, 
dépend de n. 

Partageons le domaine d'intégration en deux parties: de qi, 
à q, et de q, à gq,, g étant une certaine valeur de g telle que 
U,/0<€ God É 1. Alors, dans tout l'intervalle d'intégration de qu 
à q, on peut se servir pour do, de l'expression (148,14): 


x(7)=8x (E) Dicnldi|0)P(E,—E.) Î #, 
n q 


n()=Bn (E) D Ienld 10 F(Es—E) In. (149,8) 


d'où 


Pour ce qui est de l'intervalle de g, à g,, on peut d’abord faire la 
sommation sur #7, donnant pour dx l'expression (149,6), qui donne 
après intégration sur dg: 


Z 
(on) (9) = 47 Erin LL. (149,9) 


Pour transformer les expressions déduites, servons-nous du théo- 
rème de sommation se déduisant de la formule (149,4) si l’on y pose 


FÉES x, =D ee 


La commutation de f* avec f donne (f* coïncidant ici avec f) 
de. nee GR 
IF 2, 
de sorte que: 
2m 
Liue Er En—Edlnlde10P=Z. (149,10) 


Nous avons introduit la notation spéciale N,, pour les quantités 
sous le signe de sommation; on les appelle forces d’oscillateurs 
pour les transitions correspondantes. 

Introduisons une certaine énergie atomique moyenne / définie 
par la formule 


À Non In (En —Eo) 


In = — = 7 D Nanin (EE) (149,11) 


1 La remarque faite au sujet de (149,5) concerne aussi bien cette relation. 
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Utilisant alors le théorème de sommation (149,10), la formule 
(149,8) peut être recopiée sous la forme: 


4nZet hu 
# (Qo) moi In Le . 


Ajoutant à (149,9), il vient finalement : 


x (9) = ZE In LÉ. (149,12) 
Cette formule contient en tout et pour tout une seule constante 
caractéristique de l’atome envisagé. 
Exprimant q, à l’aide de l'angle de diffusion ®, conformément 
à a, =mvô,/h, on obtient le freinage efficace pour tous les angles 
de diffusion 8 < 6, : 
Ze mu°ô; 


#(0,)=47 Lin M. (149,13) 


Si g& > 1 (savoir 0, >v,/v), on peut exprimer x en fonction de 
l'énergie maximum cédée par l’électron incident à l'atome. On 
a dit au paragraphe précédent qu'il y a ionisation de l’atome pour 
ga > 1, toute l'impulsion 4q et l'énergie étant pratiquement cédées 
à un électron de l'atome. C’est pourquoi Aq et e sont reliées entre 
elles, comme l'impulsion et l'énergie de l'électron, c'est-à-dire 
e=h°q"/2m. Substituant dans (149,12) g* = 2me,/ñ*, on obtient le 
freinage efficace dans des collisions avec transfert d’énergie e<e, : 


n(8,) = 2€ In 2, (149,14) 


Pour les atomes lourds on peut espérer une bonne précision si 
l’on calcule la constante 7 à l’aide de la méthode de Thomas-Fermi. 
Il est facile de voir quelles seront les expressions des 7 ainsi calcu- 
lées en fonction de Z. Dans le cas quasi classique, aux différences 
des niveaux d'énergie correspondent les fréquences propres du sys- 
tème de particules. La fréquence propre moyenne de l’atome est de 
l'ordre de v,/a, , aussi peut-on conclure que 7 — hv,/a,. Les vitesses 
des électrons atomiques dans le modèle de Thomas-Fermi dépendent 
de Z comme Z:/*, et les dimensions de l'atome comme Z-1/3. De 
la sorte, on trouve que 7 doit être proportionnelle à Z:* 


[= const-Z. 
Nous ferons pour conclure la remarque suivante. Les niveaux 


d'énergie du spectre discret d’un atome sont liés principalement 
aux excitations d’un électron (extérieur); déjà l'excitation de 


1 Pour l'hydrogène / —0,55 mesh? — 14,9 eV. 
& On peut déduire de données expérimentales que la constante —10 eV. 
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deux électrons exige habituellement une énergie suffisante pour 
l'ionisation de l'atome. C’est pourquoi vers la somme des intensi- 
tés des oscillateurs les transitions dans les états du spectre discret 
constituent seulement une fraction de l’ordre de l'unité ; les transi- 
tions avec ionisation, elles, sont de l'ordre de Z. Il en résulte que 
le rôle principal dans le freinage (par des atomes lourds) est joué 
par les collisions avec ionisation. 


Problème 


Déterminer le freinage efficace total d'un électron par un atome d'hydro- 
gène (/=0,55 unité atomique); lorsque les énergies transmises sont grandes, 
le plus rapide des deux électrons en collision est pris pour électron primaire. 


Solution. Lorsque l'électron primaire et de Ted échrns acquièrent 
à l'issue de la collision des énergies comparables, l’effe devra être 
ris en compte. En conséquence, on utilisera pour le freinage avec trans- 
ert d'énergie à partir d'une certaine valeur e (1<< e, <€ v?) jusqu'à la valeur 
maximum €max = E/2=0°/4 (d'après notre définition de l'électron primaire) la 
section (148,17) 


neo E | tes] + (in Hi). 


Ajoutant à (149,14), il vient 1: 


=4#; (£ e \ _4n vi 
#3 °\2 2) 


(dans les unités atomiques). 


& 150. Collisions inélastiques de particules lourdes 
et d’atomes 


La condition d'application de l’approximation de Born aux 
collisions de particules lourdes et d’atomes, exprimée à l’aide de 
la vitesse de la particule, reste la même que pour les électrons : 
uv. Cela résulte directement de la condition générale (126,2) 
d'application de la théorie des perturbations, Ua,/hu< 1, si l'on 
remarque que la masse de la particule n'entre pas dans cette der- 
nière, et que Ua,/h est de l'ordre de la vitesse des électrons ato- 
miques. 

Dans un référentiel où le centre d'inertie de l'atome et de la 
particule est au repos la section efficace est déterminée par la for- 
mule générale (148,3) (où m représentera à présent la masse réduite 


1 Dans le cas des collisions d'un positron avec un atome d'hydrogène l'effet 
d'échange est absent, et le freinage total s'obtient simplement en substituant 
dans (149,14) e,,, = E —=v°/2 à e,: 
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de la particule et de l’atome). Mais il est plus commode de con- 
sidérer la collision dans un référentiel où est au repos (avant la 
collision) l’atome diffusant. Nous commencerons, à cet effet, par la 
formule (148,1); dans le référentiel où l’atome était au repos avant 
la collision, l’argument de la fonction 6, exprimant la loi de con- 
servation de l'énergie, a la forme 

p'?_p? , (p'—p} 

2m 2MT 2M +E,—E,, (150,1) 
M étant la masse de la particule incidente, M, la masse de l'a- 
tome; le troisième terme est l'énergie cinétique de recul de l'atome 
(que l’on pouvait totalement négliger lors de la collision avec un 
électron). 

Lorsqu'une particule lourde rapide vient heurter un atome, la 
variation de l'impulsion de la particule est presque toujours petite 
en comparaison de son impulsion initiale. Si cette condition est 
remplie, on peut négliger dans l’argument de la fonction ô l’éner- 
gie de recul de l’atome, et nous retrouvons exactement la formule 
(148,3), où il faudra seulement remplacer m par la masse M de la 
particule incidente (non par la masse réduite de la particule et de 
l'atomel). Ayant en vue que le transfert d’impulsion est supposé 
petit en comparaison de l’impulsion initiale, on posera p& p’; de 
la sorte, on obtient pour la section dans un référentiel où l’atome 
était au repos avant la collision la formule 


do f f Ue=tar pp, dt dV 


Tenant compte que la charge de la particule peut être diffé- 
rente de celle de l’électron, nous écrirons ze? au lieu de e*, ze étant 
la charge de la particule incidente. La formule générale pour la 
diffusion inélastique écrite sous la forme (148,9): 


= ze? / — iqra 3 dq 

do,=8x (5) (e|Ze æ«|0)] FL (150,3) 
ne contient pas la masse de la particule. Il en résulte que toutes 
les formules qui s'en déduisent restent vraies pour les collisions 
de particules lourdes, pourvu qu'elles soient exprimées à l’aide 
de v et gq. 

Il st racile de voir comment doivent être modifiées les formules 
exprimées en fonction de l’angle de diffusion 8 (angle de déviation 
de la particule lourde heurtant l'atome). Notons préalablement pour 
cela que lors de la collision inélastique d’une particule lourde 
l'angle 8 est toujours petit. En effet, lorsque le transfert d’impul- 
sion est grand (en comparaison des impulsions des électrons atomi- 
ques), on peut considérer la collision inélastique avec un atome 
comme une collision élastique avec des électrons libres; or, 


do. (150,2) 


M? 
mt 
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lorsqu'une particule lourde vient heurter une particule légère (un 
électron), elle ne dévie presque pas. En d’autres termes, l’impul- 
sion cédée par la particule lourde à l’atome est petite en compa- 
raison de l'impulsion initiale de la particule (fait exception la 
diffusion élastique d’angles grands, fort improbable toutefois). 

De la sorte, on peut poser dans tout le domaine des angles: 


(ce qui, en fait, se ramène partout à 
qh = Mu, (150,5) 


excepté les angles très petits). Par ailleurs, considérant les colli- 
sions d'électrons avec un atome, nous écrivions (pour les angles 


petits): 
VE eo 


La comparaison des deux expressions permet de conclure que les 
formules déduites pour les collisions d'électrons et d’atomes, expri- 
mées en fonction de la vitesse et de l’angle de déviation, subsistent 
pour les collisions de particules lourdes en faisant partout (ainsi 
que dans l'élément d'angle solide do=2xsin® dû Æ& 2x6 dô) la 
substitution : 


M 
os, (150,6) 


pour la même vitesse v de la particule incidente. Qualitativemeni, 
cela signifie que (à la vitesse donnée) l'image de diffusion d'angles 
petits se trouve réduite dans le rapport m/M. 

Les règles déduites concemnent aussi bien la diffusion élastique 
d’angles petits. Effectuant la transformation (150,6) dans la for- 
mule (139,4) avec 8<£1, on obtient la section 


do, = en (x) [2—F CIE (150,7) 


En ce qui conceme la diffusion élastique de particules lourdes 
d’angles à — 1, elle se réduit à la diffusion de Rutherford par le 
noyau de l'atome. 

La diffusion inélastique avec ionisation de l’atome, lorsque le 
transfert d’impulsion est important, exige un examen particulier. 
Mais, bien entendu, contrairement au cas de l’ionisation par un 
électron, on n’a ici aucun effet d'échange. Pour les particules 
lourdes, un fait caractéristique est qu’un transfert important d'im- 
pulsion (ga, > 1) ne signifie nullement déviation d'un grand angle; 
Ÿ reste toujours petit. La section d'ionisation avec émission d'un 


728 COLLISIONS INÉLASTIQUES (CH. XVII 


électron d'énergie entre e et e<+de se déduit directement de la 
formule (148,25), que nous écrirons sous la forme : 
= 8n (<\ z4 
do,= 8n (Œ) 2 ; 
et nous poserons Â*g*/2m=e (toute l'impulsion Âg est communiquée 
à un électron atomique). Ceci donne: 
_ 2n2z°e' de 


do . 
Ë mu? E€° 


(150,8) 


Lors de collisions de particules lourdes avec des atomes, les 
sections et les freinages efficaces intégraux présentent un intérêt 
particulier. La section totale de diffusion inélastique est donnée 
par l’ancienne formule (148,26). Le freinage efficace total s'obtient 
en substituant dans (149,12) à g, le transfert d'impulsion maxi- 
mum ÿ,,- Ce dernier s'exprime facilement d'après la vitesse de 
la particule de la façon suivante. Comme fig... est encore petit 
par rapport à l'impulsion initiale Mu de la particule, la variation 
de son énergie est liée à celle de l'impulsion par la relation AE— 
=v hq. Par ailleurs, le transfert d'impulsion étant important, 
toute cette énergie est principalement communiquée à un électron 
atomique, et l’on peut écrire: 


h2q° 
== hvq< hvq. 
On en déduit Ag < 2mv, soit : 
max = 20, Ermax = 2NU?. (150,9) 


Notons que l’angle de déviation maximum d'une particule par 
diffusion inélastique vaut : 
max 2 
Box = À = 
Substituant (150,9) dans (149,12), on obtient le freinage efficace 
total d’une particule lourde : 
AnZr'es | 2m (150, 10) 


mui 


X= 


1 


$ 151. Diffusion de neutrons 


Dans une série de problèmes physiques de la théorie des colli- 
sions, la nécessité s'impose d'expliciter l’influence exercée sur le 
processus de diffusion par le mouvement propre des centres diffu- 
sants. Dans des conditions déterminées, il apparaît possible d'appli- 
quer à la résolution de tels problèmes une théorie spécifique de 
perturbations (développée par Fermi, 1936), bien que la théorie des 
perturbations puisse ne pas s'appliquer à la diffusion sur chaque 
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centre. De cette sphère de questions relève, notamment, le pro- 
blème de la diffusion de neutrons lents par un système d'atomes, 
par exemple par une molécule. Pour fixer les idées, nous 
envisagerons ci-dessous ce problème. 

Les électrons ne diffusent pratiquement pas les neutrons, si bien 
que la diffusion tout entière se fait virtuellement sur les noyaux:. 
Nous considérerons que l’amplitude de diffusion par un noyau est 
petite devant les distances interatomiques. Alors, l'amplitude de 
l'onde diffusée par chacun des noyaux dans la molécule est déjà 
petite aux points où se trouvent les autres noyaux. Dans ces con- 
ditions, l'amplitude de diffusion par la molécule se ramène à la 
somme des amplitudes de diffusion par les divers noyaux. 

La théorie des perturbations ne s’applique pas en général à la 
collision d'un neutron avec un noyau; le rayon d'action des forces 
nucléaires est petit il est vrai, mais dans les limites de ce rayon 
les forces sont très grandes. Or, un fait essentiel est que l’ampli- 
tude de diffusion d’un neutron lent (la longueur d'onde du neutron 
est grande en comparaison des dimensions du noyau) est une quan- 
tité constante, indépendante de la vitesse. Soit f, l’amplitude de 
diffusion sur le a-ième noyau; |f, [do est la section différentielle 
de la diffusion élastique du neutron par le noyau libre (dans le 
référentiel de leur centre d'inertie). 

L'amplitude constante peut être formellement déduite par la 
théorie des perturbations, si l’on décrit l'interaction du neutron 
et du noyau par l'énergie potentielle « ponctuelle » 


U (= 2 f6 (r), (151,1) 


M étant la masse réduite du neutron et du noyau. Lorsqu'on 
substitue cette expression dans la formule de Born (126,4), la 
fonction 6 transforme l’intégrale en une quantité constante indé- 
pendante de q. Le «champ» Ü (r) ainsi défini est dit pseudopoten- 
liel. Notons que ce champ a pu être introduit du fait que f est 
constant. Dans le cas général où l'énergie du neutron est arbitraire, 
l'amplitude de diffusion dépend des impulsions initiale et finale 
p et p’ séparément, et non seulement de leur différence q; or, 
ROM IEuSE calculée à l’approximation de Born, ne peut dépendre 
que de q.? 


1 On suppose aussi que la molécule tout entière n’a pas de moment ma- 
gnétique. Sinon, on a encore un effet de diffusion spécifique liée à l'interaction 
des moments magnétiques de la molécule et du neutron. 

? Soulignons de même qe. bien que le pseudopotentiel donne une valeur 
exacte de l'amplitude de diffusion lorsqu'on applique formellement la théorie 
des perturbations, cela ne signifie nullement que la théorie des perturbations 
s'applique effectivement à un tel champ. Au contraire, pour un puits de poten- 
tiel de profondeur U, tendant vers l'infini suivant la loi U,a*=const (a est le 


rayon du puits, qui tend vers zéro), les conditions (126, 1 et 2) ne sont pas remplies 
a priori. 
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Si le noyau diffusant effectue un mouvement donné (par exemple, 
vibrations dans une molécule), la médiation sur ce mouvement a 
pour effet d’eétaler» l'interaction (151,1) sur un domaine dont les 
dimensions sont, en général, grandes en comparaison de l'amplitude 
de diffusion f. La condition (126,1) d'application de l'approxima- 
tion de Born est observée pour une telle interaction «étalée ». 

Ainsi donc, nous décrirons l'interaction du neutron et de la 
molécule par le pseudopotentiel 


U (r)=—2nh° &(r—R,), (151,2) 


la sommation étant faite sur tous les noyaux dans la molécule ; 
les R, sont leurs rayons vecteurs, r est le rayon vecteur du neu- 
tron. Substituant cette expression dans la formule de la théorie des 
perturbations (148,3) (m étant remplacé par la masse réduite de 
la molécule et du neutron M), on obtient la formule suivante 
pour la section de diffusion du neutron par la molécule dans le 
référentiel de leur centre d’inertie : 


do,= Ma E- |S' Àe-«n|e-tare|0) l'do. (151,3) 
a 
a 


Les éléments de matrice sont pris ici d’après les fonctions d'ondes 
des états stationnaires du mouvement des noyaux d’énergies E, et 
E,, les impulsions p et p” étant liées par la loi de conservation 
de l’énergie 


pi—p'? 
Mn =E£E;,—E£;; 

La formule (151,3) décrit une collision inélastique accompagnée 
par une variation déterminée de l’état du mouvement des noyaux 
dans la molécule (transition 0—+n). Elle résout le problème posé : 
d’après les amplitudes de diffusion des neutrons par des noyaux 
libres (supposées connues), elle détermine la section de diffusion 
par la molécule, compte tenu du mouvement propre des noyaux, 
ainsi que des effets interférentiels dus à la diffusion par les divers 
noyaux. 

Si les noyaux possèdent un spin non nul, on devra encore tenir 
compte du fait que les amplitudes de diffusion f, dépendent du 
spin total du noyau diffusant et du neutron. Pour cela, on pourra 
procéder comme suit. 

Le spin total du noyau et du neutron peut prendre deux va- 
leurs: j,=i, + 1/2, i, étant le spin du noyau; les valeurs corres- 
pondantes de l’amplitude de diffusion seront notées ft et f;. For- 
mons l'opérateur de spin, ayant pour valeurs propres, pour les 
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valeurs déterminées de j,, respectivement fi et f5. Tel est 


fe=a+bsi, (151,4) 
î, et s étant les opérateurs des spins du noyau et du neutron, et 
les coefficients a, et b, sont donnés par les formules : 


da= por let +) be gr — fr). (515) 


Il est facile de s’en convaincre, si l'on remarque que, pour la valeur 
donnée de j, la valeur propre de l’opérateur is est 
PRE LE ps 3 
si=Z [16 +D—iG ++]. 
Les opérateurs (151,4) doivent précisément être substitués dans 
(151,3) à f,, et on doit en prendre les éléments de matrice cor- 
respondant à la transition considérée. Si les neutrons incidents et 


les noyaux de la cible ne sont pas polarisés, la section de diffusion 
doit être convenablement médiée. 


Problèmes 


1. Prendre la moyenne de la formule (151,3) en sHppesn la distribution 
des directions des spins des neutrons et des noyaux absolument arbitraire. Tous 
les noyaux dans la molécule sont différents. 

Solution. Les moyennes sur les directions des spins des neutrons et des 
noyaux se calculent indépendamment, et chacun d'eux s'annule lorsqu'on en prend 
la moyenne ; donc, si, —0. Si la molécule ne contient pas d'atomes identiques, 
l'interaction d'échange des spins nucléaires est absente et, leur interaction 
directe étant insignifiante, on peut considérer que les directions des spins des 
divers noyaux dans la molécule sont indépendantes ; c’est pourquoi les produits 
de la forme (si,)(sl;) s'annulent aussi lorsqu'on en prend la moyenne. On a pour 
es carrés : 


Es CHOECL D CHEN, 
On obtient finalement l'expression suivante pour la section moyenne : 


don Ma À À] D Ge caler 10) ne 


+7 XD ven le-eRe|0 > F} do. 


2. Appliquer la formule (151,3) à la diffusion de neutrons lents par le 
para et l’orthohydrogène (J. Schwinger et E. Teller, 1937). 

Solution. Avant le calcul des éléments matriciels des opérateurs de spin, 
l'expression (151,3) pour la diffusion par une molécule H, a la forme: 


do = LE la {n le” tar/2 +efar/s [0> + 
+68 Çn je ar + Re at/2 | 05 |? do, (1) 


a=+ Gt HI) b=ft fr. 


732 COLLISIONS INÉLASTIQUES (CH. XVII 


(+r/2 représente les rayons vecteurs des deux noyaux dans la molécule par 
rapport à leur centre d'inertie). 

Les états rotatoires et vibratoires de la molécule sont déterminés par les 
nombres quantiques K, Mk, v [dont l’ensemble est représenté par n dans (1)]. 
Dans l’état électronique fondamental de la molécule H;, les valeurs paires de K 
ne sont possibles que si le spin nucléaire total / —0 (parahydrogène), et les 
valeurs impaires de K si /=1 (orthohydrogène) (cf. $ 86). Aussi convient-il de 
distinguer deux cas: 1) les transitions entre les états rotatoires de valeurs de K 
de même parité ne sont possibles que sans changement de / (transitions ortho- 
ortho et para-para), 2) les transitions entre états avec des valeurs de X de dif- 
férentes parités ne sont possibles qu'avec changement de / (transitions ortho-para 
et para-ortho). 

On a dans le premier cas: 


Gnle- {310 = Çn|ef/3 10» =(a| cos 10) | 


2 convient de se sappeler que la fonction d’onde rotatoire se multiplie par 
—1)K lorsque le signe de r change.) L'opérateur de spin dans (1) devient alors 
2a+b51, où 1=f,+f,. Cet opérateur est diagonal relativement à / d'après ce 
qui précède. On prend la moyenne du carré (2a-+bsl)? comme au problème 1, 
ce qui donne : 4a?+-(b2/4)/ (1 +1). On obtient finalement : 


4p' 
mL 71] 
Dans le second cas 


Ga 10p=— Gale" 4/# 10>=i{n sin E]o). 


{afcos Elo) {sr +r-+ ru + Der). © 


et l'opérateur de spin dans (1) se réduit à s(l1—1,); il n’a que des éléments 
matriciels non diagonaux relativement à /. Le carré du module de ces éléments 
sommé sur toutes les valeurs possibles de la projection du spin total I’ dans 
l'état final se calcule comme la valeur moyenne (élément diagonal) du carré 
(s, l1—1i2)? (cf. nota p. 666) et vaut : 


Ge 4 Se gt) (87 (14 D. 


On obtient finalement 
: 4p° 
d,= DE |(r 


aq 
sin — 


0) 'U* — 1-0 @) 


où le coefficient (1) se rapporte aux transitions ortho-para, et le coefficient (3) 
aux transitions para-ortho. 

Si les neutrons sont si lents que leur longueur d’onde est grande par rapport 
aux dimensions de la molécule aussi, on pourra poser dans les éléments ma- 
triciels dans (2) et (3) cos (qr/2)—1, sin (qr/2) —0, après quoi tous s’annulent, 
sauf l'élément diagonal 00; il est naturel que, dans ces conditions, la dif- 
ae élastique soit seule possible. On a alors pour la section de la diffusion 

astique : 


do GP + FPE L HU) (F* — FI do. 


3. Déterminer la section de la diffusion de neutrons par un proton lié con- 
sidéré comme un oscillateur spatial isotrope de fréquence w (E. Fermi, 1936). 
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Solution. Considérant le proton comme vibrant autour d'un point fixe 
de l'espace, on doit poser dans la formule (151,3), d'après le sens même de sa 
déduction, Mm=—M et M,—M/2 (M est la masse du proton). Alors 


dou = B-92 7 | À e-4 pou (1) ans (47 do. 


Oo=4x|fl? étant la section de diffusion par un proton libre, et 4,71, les 
fonctions propres de l’oscillateur spatial qui correspondent aux niveaux d'éner- 
gie E,—ho(n<+3/2); la sommation met en jeu toutes les valeurs ñ;, "”, ns 
de somme donnée ni+ns+ns=n. Les fonctions Y,,rn, sont les produits des 
fonctions d'onde de trois oscillateurs linéaires (cf. prob. 4, $33). C'est pourquoi 
l'intégrale qui nous intéresse se décompose en produit de trois intégrales de la 
forme : 


(a=V Mu/h), qui se calculent en substituant à Ha, (x) son expression (a, 4) 
et en intégrant n, fois par parties. Il vient finalement : 


12 gigi 


IT 0e QT Te (0 
don = Zn rilnelnsl exp ( D). 
La sommation se fait d’après la formule du binôme, et on obtient : 
_ CA E7 a n —q 
don = an V= (à) exp ( Das )&. 
En particulier, la section de diffusion élastique (n=0, E=E") est: 


deep (Ha 0,=0ef 1er (-ÆE)]. 


Lorsque E/hw—+0: ©, —+400. 
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L’approximation d’eikonale utilisée au $ 131 pour le problème 
de la diffusion mutuelle de deux particules peut être généralisée 
de manière à embrasser les processus (voire inélastiques) de la col- 
lision d’une particule rapide et d’un système de particules-« cible » 
(R. J. Glauber, 1958). 

Dans cette généralisation, les hypothèses fondamentales sont 
les mêmes. L'énergie de la particule incidente E est supposée si 
grande que E>|U]|et ka 1, U étant l'énergie de son interaction 
avec les particules de la cible, a le rayon de cette interaction. 
On considère une diffusion avec un transfert d’impulsion relative- 
ment petit: la variation Aq de l'impulsion de la particule inci- 


dente est petite en comparaison de son impulsion initiale Âk : g9<k. 
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Or, cette condition implique à présent non seulement que l'angle 
de diffusion soit petit, mais aussi que l'énergie transférée soit rela- 
tivement petite. 

En outre, nous supposerons la vitesse de la particule incidente 
ë gene | par rapport aux vitesses vw, des particules à l’intérieur 
e la cible: 


vu. (152,1) 


Pour la diffusion de particules chargées par des atomes, cette con- 
dition équivaut à l'application de l'approximation de Born (cf. 
$ 148, 150): uv, entraîne automatiquement |U|a/hu<1; par 
conséquent, la nécessité de la théorie ici développée ne s'impose 
pas du tout dans ce cas. Toutefois, la situation est autre pour 
les cibles nucléaires, où les particules sont liées non pas par 
des forces coulombiennes, mais par des forces nucléaires. Pour 
fixer les idées, nous envisagerons dans ce qui suit la diffusion 
d’une particule rapide par un noyau. 

La condition (152,1) permet de considérer le mouvement de 
la particule incidente pour des positions données des nucléons dans 
le noyau’. En d’autres termes, la fonction d’onde du système 
particule + cible peut se mettre sous la forme 


Pr R R:, ...)=@(r; Ri, R,, ...)O;(R;, R;, ...). (152,2) 


Ici O,(R,, R,, ...) est la fonction d’onde d’un certain (i-ième) 
état interne du noyau (R,, R,, ... sont les rayons vecteurs des 
nucléons dans le noyau). Le facteur q(r; R,, R,, ...) est la fonc- 
tion d'onde de la particule incidente (r est son rayon vecteur) 
pour des valeurs données de R,, R., ..., qui jouent le rôle de pa- 
ramètres dans l'équation de Schrôdinger 


[-#4 +EU. Ro ]e= TE 0. (152,3) 


U,(r—R,) étant l'énergie d'interaction de la particule avec le 
a-ième nucléon, #k son impulsion à l'infini®. 


1 Pour des noyaux tant soit peu lourds, la condition (152,1) conduit aux 
vitesses vw, relativistes. Exposant dans ce paragraphe un appareil formel dans 
le cadre d'une théorie non relativiste, nous laissons en marge la question de 
son pps effective à tels processus de diffusion concrets. 

? Une telle approximation est voisine de celle posée à la base de la théorie 
des molécules, où l'état électronique est considéré pour une configuration don- 
née des noyaux. 

3 Il est supposé dans (152,3) que l'interaction de la particule avec le noyau 
one à la somme de ses interactions deux à deux avec les divers nu- 
cléons. 
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Si l’on cherche la solution de l'équation (152,3) ayant la forme 


asymptotique 
etkr 


p=e+F(n,nR,R,, ...)— (152,4) 
(n'=r/r, n=k;k), alors la fonction d'onde (152,2) 
p=e D, + FO, (152,5) 


décrit la diffusion par un noyau se trouvant (avant la collision) 
dans son i-ième état : l'onde incidente e‘“r figure dans (152,5) sous 
forme de produit avec ®;. Le second terme dans (152,5) est 
l'onde diffusée. Toutefois, cette expression ne convient à la déter- 
mination de l’amplitude de diffusion que si l’énergie de la parti- 
cule incidente varie peu, c'est-à-dire si l'énergie interne du noyau 
varie peu; considérant le mouvement de la particule dans le champ 
constant des nucléons «rigidement fixés» (à quoi correspond l'équa- 
tion (152,3)), nous faisons par là abstraction de la variation 
possible de l’énergie de ce mouvement. 

Pour trouver l’amplitude de diffusion pour une variation déter- 
minée de l’état interne du noyau, il faut mettre 1 sous la forme 


kr 
p=emo+ Er (n’, n)©,% (152,6) 


la sommation étant faite sur les divers états du noyau; f,,(n’, n) 
donne alors précisément l'amplitude de diffusion cherchée avec 
une transition donnée du noyau i—+f en tant que fonction de 
l’angle de diffusion (angle entre n et n°). Rapprochant (152,6) de 
(152,5), il vient 


Fat, n)= (@jF®;dr, (152,7) 


dt—d'R, d'R,... étant l'élément de l'espace de configuration du 
noyau. Soulignons de nouveau que cette formule ne s'applique 
que si la différence d'énergie des états i et f est relativement petite. 

La solution elle-même (152,4) de l'équation (152,3) se déduit 
suivant le procédé décrit au $ 1311. De même que pour la for- 
mule (131,7), on a 


F(n’,n; R;,R;,.. = [S (ep, R;, R;, ...)—1]e-{ dp, 
(152,8) 


1 I] a été indiqué au $ 131 que l'expression initiale de la fonction d'onde 
(131,4) ne s'applique qu'aux distances z< kaï. Cette circonstance était mineure 
pour la déduction ultérieure au $ 131. Mais pour la diffusion par un système 
de particules (par un noyau), elle conduit à une condition restrictive supplé- 
mentaire. Il faut que l'expression (131,4) s'applique dans tout le volume du 
système diffusant, c’est-à-dire qu’on doit avoir À € ka, Ro étant le rayon du 
noyau (et a le rayon d’action des potentiels U). 
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où l’on a introduit les notations 
S(p, Ris Ras -..)—exp [216 (p, R:, R;, -..)], 
5(p, Ras Ras ---)= D O0 (P— Rai), (152,9) 


6. (P—Reu)=— 37 | Ue(r—Re)de. 


Rappelons que p est la projection du rayon vecteur r sur le plan 
xy perpendiculaire à k (Ra; est la projection analogue du rayon 
vecteur R,); Âq=p"—p est la variation de l’impulsion de la par- 
ticule diffusée, seule figurant dans (152,8) ses composantes trans- 
versales. Les fonctions 6, déterminent les amplitudes de la diffu- 
sion élastique de la particule par les divers nucléons libres con- 
formément à: 


po E ( {exp [26,(P}—1}e-æap. (152,10) 


Pour i=f on déduit de (152,7 et 8) l’emplitude de diffusion éla- 
stique par le noyau: 


fatn”, n)= 5 | (5 (6)— 1] e-tw dep, (152,11) 
la barre désignant la médiation suivant l’état interne du noyau: 
5()=[S(., R,, Ras -.)| OCR, Ra, -..)f*dt. (152,12) 


Cette formule généralise la formule antérieure (131,7). 
Posant dans (152,11) n’=n et utilisant le théorème optique 
(142,10), on obtient la section totale 


œ=2 | (1—ReS) d'p. (152,13) 


La section intégrale de diffusion élastique o, s'obtient en în- 
tégrant |f;;|* sur les directions de n’. Aux petits angles de diffu- 
sion 6, on a gÆ&k6 et l'élément des angles solides do & d'g/kt. 


Ceci étant, 
o= (lit SE. 
Mettant fifi: Fr étant défini par (152,11), sous forme d’intêgrale 
double (sur d’pd’p'), on intègre sur d'q à l’aide de la formule 
Le-tat-p9 ag = (2) 6 (p—p°), 


après quoi la fonction 6 s’élimine en intégrant sur d'p’. On trouve 
finalement : 


o,=[15—1 Pdp. (152,14) 
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Enfin, on a la section totale des réactions: 
o=0—0,= | (1— 15 Pde. (152,15) 


Remarquons la correspondance des expressions (152,13-15) et 
des formules générales (142,3-5). Passant dans celles-ci de la som- 
mation (sur les grands /) à l'intégration sur d’p (avec p=1/k) et 
remplaçant S, par la fonction S(p), on obtient (152, 13-15). 


Problèmes 


1. Exprimer l'amplitude de la diffusion élastique d’une particule rapide 
par un deuton d’après les amplitudes de diffusion par un proton et un neutron 
(R. J. Glauber, 1955). 

Solution. Conformément à (152,11), l'amplitude de la diffusion élasti- 
que par le deuton est : 


pe ç= À | | va (RD 1 {exp [as (e —+)+ 


+28, (o+22)] 1} e71P BR dtp. a) 


Ici 4(R) est la fonction d'onde du mouvement relatif du neutron (n) et du 
proton (p) dans le deuton; R=R;—R,, et R, est la projection de R sur un 


plan perpendiculaire au vecteur d’onde k de la particule. Ecrivons la différence 
entre accolades dans (1) sous la forme 


exp (264+26,)— 1 = (621% —1)+ (62400 1) + (20m 1)(620r 1). 
Après quoi, les intégrales se transforment compte tenu de la définition des 


amplitudes de diffusion par le neutron (f{#)) et le proton (f{P/) conformément 
à (152,10), et des formules inverses : 


_2ni p d'a 
exp (A6 (pI—1= 2 | Re (a)? LE. 
On trouve finalement: 


R& (q)= A (a) F (a)+F P? (a) F(— a) — 
jan | Fear (are (Sa )ée, 


F@= ha (R) Fe {R/2 8R 


est le facteur de forme du deuton. 
Posant dans (2) q—0 (avec F(0)=1) et utilisant le théorème optique 
(142,10), on trouve la section totale de la diffusion par le deuton : 


of 0""+ 0 +5 Re | F (29) fn (a) AP (— a) di. @) 
2. Déterminer la section de la désintégration d’un deuton rapide en neu- 


tron et proton indépendants lors de la diffusion par un noyau lourd absorbant ; 
le rayon R, du noyau est grand par rapport à la longueur d'onde du deuton 
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(BR 1, hk est Dimpasien du deuton) et au rayon du deuton (E. Feinberg, 
1954; R. J. Glauber, 1955; À. Akhiezer et À. Sitenko, ). 

Solution. Vis-à-vis de l'onde plane incidente du eo: le grand noyau 
(RRo Ÿ 1) absorbant joue le rôle d'écran opaque, sur Jequel l'onde est diffrac- 
tée. La fonction d'onde des deutons incidents est e Mb (R), Va (R) étant la 
fonction d'onde interne du deuton (R—R;—R, est le rayon vecteur entre le 
neutron et le proton dans le deuton, r=(R,+R,)/2 est le rayon vecteur de 
leur centre d'inertie). La présence du noyau absorbant a pour effet de c«ronger » 
la partie de cette fonction qui correspond aux coordonnées transversales du 
neutron et du proton (a et p}), qui tombent dans le domaine d'combre» 
du noyau, c'est-à-dire à “ntérieur du cercle de rayon R,. En d’autres termes, 
la fonction d'onde devient égale à 


= S (ps pp) Va (R), 


où S=1 lorsque p,, ph Ro, et S—0 si l’un au moins des p, et p, est infé- 
rieur à Ro. Cette fonetion ‘sans le facteur y) correspond à l'expression de 
l'onde incidente sous la forme (131,5) (où est négligée la distorsion des rayons 
due à & Die ; c'est pourquoi le facteur S a lui aussi le même sens 
qu'aux 

De même que (152, 13 et 14), la section totale de la diffusion du deuton 0; 
(contenant tous les processus inélastiques) et la section de la diffusion élasti- 
que o, sont données par les formules 


o=2 (5 &p. [5-1 #0 
+p})/2 et où il a été tenu compte de la réalité de S; la médiation 
se fait suivant l'état fondamental du deuton : 


&(p) = Syi PR. 


Il suffit de prendre pour #4 la fonction 


ÿa= VE ct , 


vraie aux distances R extérieures au rayon d'action des forces nucléaires agis- 
sant entre le neutron et le proton (cf. (133: 14); x= Vmiel Tel/h, |e | étant l’éner- 
ie de liaison du deuton, m la masse du nucléon. D'après la définition de S, 
a différence 1—S est différente de zéro si l’un des nucléons ou si les deux 
one sement dans le cercle de rayon R, et sont absorbés par le noyau; 
ceci étant, 


San = (US ép= 40 (1) 


est la section de capture de l’un ou des deux nucléons. Par ailleurs, o =ocan + 
+ 0 + Odésint a Qrdtsint est la section de désintégration «de diffraction » du 
deuton cherchée. 


1 
Odésint =qu-s= (su —S) d'p. (2) 


Pour Rx 1, dans l'intégrale (2) sont essentielles les petites distances 
(— 1/*x) du bord du noyau; alors, l'intégration le long du bord donne le facteur 
2xRo, et l'intégration dans la ‘direction perpendiculaire peut se faire comme 


1 On néglige l'interaction coulombienne du deuton et du noyau. 
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si le domaine de l'ombre était délimité par une droite. Prenant celle-ci pour 
axe des y (et l’axe des x dans la direction extérieure à l'ombre), on obtient 


Odésint = 21Ro \ S(x)11—S (x)] dx, 


l'intégrale ; 
© x 

S&=(( \ VE (R)AX dY dZ, R=VXTFYIEZE, 
—-®æ —-2x 


étant prise dans le domaine X,, X,=æ0 pour la valeur donnée de 
x=(X1+X,)/2, ou, toutes choses égales, | X|=|X,—X,|<& 2x. On transforme 
l'intégrale en passant aux variables X, R et à l'angle polaire dans le plan YZ 
(alors dY dZ —+ 2xR dR) et elle se ramène à la forme 


TC + 
S(= 16% aux | -& (3) 
dux 


L'intégrale (2) avec cette fonction S(x) se calcule par intégrations par parties 
répétées et utilisation de la formule 


(e——et) Ein 2. 


On obtient en définitive 1 
a 1 
Odésint x Ro (in 2-7) . 


! Sous la même condition xR, > 1, la section de capture 
za 

(l'intégrale (1) dans le domaine des p > R, se calcule à l'aide de (3), et l'in- 
tégrale dans le domaine des p < RQ donne xR3). Cette section contient aussi 
bien la capture du deuton tout entier ee la capture d’un seul nucléon avec 
libération d'un autre (réaction de dépouillement). section de cette dernière 
réaction se calcule en tant qu'aire d'impact (médiée suivant #£) correspondant 
à l'impact d'un seul des deux nucléons dans le domaine d'ombre et elle vaut 
(pour la capture du neutron ou du proton): 


7R 
Ocapt n = Ccapt P= x 


(R. Serber, 1947). 
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APPENDICE 
COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUES 


$ a. Polynômes d’Hermite 
L’équation 
y"—2xy" + 2ny=0 (a,1) 
est du type d'équations pouvant être résolues par la méthode de 
La, 


place. 

Cette méthode: s PRISE aux équations linéaires de la forme : 
> (an +bnx) LE 
m=0 


les coefficients étant des fonctions linéaires de x. Elle consiste en 
ce qui suit. On forme les polynômes 


P(= at”, Q(= À br 


puis, avec ceux-ci, la fonction 


définie à un facteur constant près. Alors la solution de l’équation 
proposée peut être écrite sous forme d'intégrale complexe : 


y=TZ(test dt, 
C 


le chemin d'intégration C étant choisi de sorte que l'intégrale ait 
une valeur finie et non nulle, et la fonction 


V=extQZ 
1 Cf., par exemple, Goursat, Cours d'Analyse Mathématique, tome Il; 


Smi rnov, Cours de Mathématiques Supérieures, tome 111, 2e partie, Editions 
Mir, Moscou. 
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doit reprendre sa valeur initiale lorsque f a décrit la courbe C tout 
entière (le contour C peut être fermé ou ouvert). Dans le cas de 
l'équation (a, 1) on a: 


‘ 
1 
P=l+2n Q=—2, Z=—-sue ‘, V=xe %*, 
de sorte que sa solution a la forme: 
a dt 
= Er (2.2) 


Pour les applications physiques, il suffit de se borner à l'examen 
des valeurs n > —1/2. Pour ces #7 on pourra prendre pour chemin 
d'intégration les lacets C, ou C, (fig. 52) satisfaisant aux conditions 
requises, puisqu'’à leurs extrémités ({— + oo ou f—=— ©) la fonc- 
tion V s’annule!. 


£ G a 
î “ —— 
nr 1 
Fig. 52 Fig. 53 
Voyons pour quelles valeurs du paramètre n l'équation (a,1) 
a des solutions finies pour tous les x finis, et telles que, pour 
X—+ + oo, elles tendent vers l'infini pas plus vite qu’une puissance 
finie de x. Considérons d’abord les #7 non entiers. Les intégrales 
(a,2) le long de C, et de C, fournissent ici deux solutions indépendan- 
tes de l’équation (a,1). Transformons l'intégrale le long de C, en 
introduisant la variable u liée à £ par la relation {=2(x—u). On 
trouve en omettant le facteur constant : 
2 es? 
pe) pdt (2,8) 
ci 


l'intégrale étant prise le long du lacet C; dans le plan de la variable 
complexe u (fig. 53). : 

Lorsque x—+<+o, le chemin d'intégration C; tout entier 
s'éloigne à l'infini, et l'intégrale dans la formule (a,3) tend vers 
zéro comme e-*?. Mais si x—+— co, le chemin d’intégration embrasse 
tout l'axe réel et l'intégrale dans (a,3) ne s’annule pas exponentiel- 


1 Ces chemins ne conviennent pas dans le cas des n entiers négatifs, puisque, 
pour ces n, l'intégrale (a,2) sur ces chemins s'annulerait identiquement. 
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lement, de sorte que la fonction y(x) tend vers l'infini pour l’essen- 
tiel comme e*?. De la même manière, il est facile de voir que l’inté- 
grale (a,2) le long de C, diverge exponentiellement lorsque x —+ + oo. 
Lorsque les 7 sont des entiers positifs (ou zéro), les intégrales 
le long des chemins rectilignes se détruisent, et les deux intégrales 
(a,3) (le long de C; et de C;) se réduisent à une intégrale sur un che- 
min fermé autour du point u—x. On obtient ainsi la solution 


et 
ya=e du, 


satisfaisant aux conditions posées. En vertu de la formule de Cauchy 
pour les dérivées d’une fonction analytique : 


l t 
MO= Sr dt, 


c'est, à un facteur constant près, le polynôme d’Hermite 
H,@=(—iye Les, (2,4) 
7 Ee pote H, développé suivant les puissances décroissantes 
H,, 6) = (2x — 0 (27e EDG DOS) (one, 


(2,5) 


Toutes les puissances de x contenues ont la même parité que n. 
Ecrivons quelques-uns des premiers polynômes d'Hermite : 


H,=1, H,=2x, H,=4x—2, H,—=8x—12x, 
H,= 16x*—48x? + 12. (2,6) 
Pour calculer l'intégrale normalisante, nous remplacerons e-*H, 


par son expression tirée de (a,4) et nous intégrerons n fois par 
parties, ce qui donne: 


+o +o œ 
\ e-% Ha (x)dx = \ (—1)" 4,0) Les dx = es" LA de. 
Or Se est une constante égale à 2"n!; on obtient en définitive: 


\ e-"Hi(x)dx=2nl Va. (a,7) 
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$ b. Fonction d’Airy 
J'—xy =0 (b, 1) 


est aussi du type de l’équation de Laplace. Suivant la méthode 
générale, nous formerons les fonctions 
L 


L'équation 


(] 
xt— # 


P=t, Q=—1, Z=—e 5, V=e 5, 
de sorte que la solution peut être représentée par: 


4 
y (x) = const: \ es dt, (b,2) 
€ 


le chemin d'intégration C devant être choisi de manière qu’à ses 
extrémités la fonction V s’annule. A cet effet, ces extrémités doivent 
s'éloigner à l'infini dans les régions du plan de la variable complexe 
£ où Re ({*) > 0 (sur la fig. 54 ces régions sont hachurées). 


On obtient une solution finie pour tous les x en choisissant le 
chemin d'intégration C comme sur la figure. Il peut être arbitrai- 
rement déplacé sous la seule condition que ses extrémités s’éloignent 
à l'infini dans les deux secteurs hachurés (/ et 7/7] sur la fig. 54). 
Notons que, choisissant un chemin passant, par exemple, dans les 
secteurs Z/1 et II, nous obtiendrions une solution devenant infinie 
lorsque x—+ co. 

Déformant le chemin € de sorte qu’il vienne coïncider avec 
l'axe imaginaire, on obtient la fonction (b,2) sous la forme (on fait 
la substitution {=iu): 


© (x) Aie (ux+$) du. (b,3) 
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Nous avons posé la const dans (b,2) égale à —i/2V/x et désigné 
la fonction ainsi définie par @(x); on l'appelle fonction d’Airy!. 

On peut obtenir l'expression asymptotique de ®(x) pour les 
grandes valeurs de x en calculant l'intégrale (b,2) par la méthode 
du col. Lorsque x > 0, l’exposant de l’exponentielle a un extremum 
pour {=+Vx et la direction de sa «chute la plus rapide» est 
parallèle à l’axe imaginaire. En conséquence, pour déduire l’expres- 
sion asymptotique pour les grandes valeurs positives de x, on déve- 
loppera l'exposant suivant les puissances de £+Wx et on intégrera 
le long de la parallèle C, à l'axe imaginaire à la distance OA=V x 
(fig. 54). Faisant la substitution {——Wx+iu, on obtient : 


DH e Re (b,4) 


Ainsi, pour les x grands positifs la fonction © (x) s’amortit expo- 
nentiellement. 

Pour déduire l'expression asymptotique pour les grandes valeurs 
négatives de x, nous remarquerons que, lorsque x < 0, l’exposant 
a un extremum pour 


t=iVTx] et t—=—iVix], 
et la direction de la chute la plus rapide en ces points fait respec- 
tivement les angles de —:x/4 et x/4 avec l’axe réel. Choisissant 
pour chemin d'intégration la ligne brisée C, (avec OB=V|x}|), 
on obtient après des transformations simples : 
1 & 2 . 
DAS sin (Sel + +). (b,5) 

De la sorte, dans la région des x grands négatifs la fonction © (x) 
a un caractère oscillant. Indiquons que le premier maximum (le plus 
grand) de ®(x) est ®(—1,02) = 0,95. 

La fonction d'Airy peut être exprimée à l’aide des fonctions 
de Bessel d'ordre 1/3. Comme on peut s'en assurer aisément, l'équa- 
tion (b,1) a pour solution 


V'xz, (34) , 


1 Nous suivons la définition proposée par V. Fok (cf. G. Yakovléva. 
Tables de fonctions d'Airy, Ed. « Naouka », 1969 (en russe); ®(x) est l’une des 
deux fonctions introduites par Fok, qu'il a notée V(x). On trouve aussi 
dans les ouvrages une définition de la fonction d'Airy qui diffère de (b,3) par 
un facteur constant: Ai x=@(x)/ Va. 
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Z1,,(x) étant une solution arbitraire de l'équation de Bessel d'ordre 
1/3. La solution coïncidant avec (b,3) est : 


®(x) ae ( a), (+ xh)|= 
eku(+ x) pour x> 0, (b.6) 


de Ci) pour x < 0, 
o 
LO=i T0, Ke 1, 
A l’aide des relations de récurrence 


Ko (Ko =— TK (0, 2K5 (9 =— Ko (9) —Kvui (0, 
D& 


ol hp °)PA@r 2 


INTRDUE 
HER 
LATE 


on trouve facilement pour la dérivée de la fonction d’Airy l’expres- 
sion : 


Q = kn (5 x) (x>0). (b,7) 
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Pour x=0: , 
= 3'/r Pt 
D(O=—V%. 0,62; © os 
3"ar (3) 2V x 
3 
La fig. 55 représente le graphique de la fonction d’Airy. 


$ c. Polynômes de Legendre! 
Les polynômes de Legendre P,(cos6) sont définis par la formule 
P, (cos 8) = L 2 (cos'6—1)!. (c,1) 


Ut (à cos 6)! 
Ils vérifient l'équation différentielle 


moe (enem)+IU +1) P.= (c,2) 


Les polynômes de Legendre associés sont définis par la formule 


dmP,(cos 6) _ 1 : x dt+s 


PF(Cos6)=sin TS = 2 (d cos 8)+= 


(cos'6— 1)", 
(c,3) 
ou par la formule équivalente 


l l 2 Cot 
m (cos 6) = em ET sin-"@ a EE (cos 8— 1}, (c,4) 


avec m—0, 1, ..., [. Les polynômes de Legendre associés véri- 
fient l'équation 


2 
ré (snod)+fi+ np =0 (5) 


l 
L'intégrale normalisante des polynômes de Legendre | [P;(u)]° du 
3 -1 


(u =cos6) se calcule en y substituant l'expression (c,1) et en 
intégrant { fois par parties; on obtient : 


1 1 

—1)t d?! 21 

qu QD) (Bt Did TE À (1) du. 
-! 1 


Qu (11ÿ 


1 On trouve dans la littérature mathématique un grand nombre d'excellents 
exposés de la théorie des fonctions sphériques. Nous nous bornons à indiquer 
ici, à titre de référence, quelques relations fondamentales, sans nous occuper 
de l'exposé systématique de la théorie de ces fonctions. 


$ c] POLYNOMES DE LEGENDRE 747 


La substitution u=(1—u)/2 ramène cette intégrale à l’inté- 
grale B d'Euler et donne: 


1 
(Po. (c.6) 
21 


De façon analogue, il est facile de s'assurer que les fonctions P,(u) 
avec des / différents sont orthogonales : 


l 
PL) Pr (h)dp=0 (ir (7) 


Le calcul de l'intégrale normalisante pour les polynômes asso- 
ciés se fait facilement de façon analogue, en écrivant [P7(u)]* 
sous forme du produit de (c,3) et (c,4) et en intégrant {—m fois 
par parties, il vient finalement : 


1 
: 2 (I+m) 
| 1er de q (c.8) 


Il est également facile de voir que les fonctions P7 avec des ! 
différents (et les mêmes m) sont orthogonales : 


1 
Î PF) PE (h)du=0 (Æl). (c,9) 


Le calcul d’intégrales du produit de trois polynômes de Le- 
gendre a été envisagé au $ 107. 

On a pour les polynômes de Legendre le {héorème d'addition 
suivant. Soit y l’angle entre deux directions déterminées par les 
angles sphériques 6, q et 8”, gp’: 

cos y = cos 6 cos 8” + sin 6 sin 0” cos (p—œp”). 
Alors : 


P, (cos y) = P, (cos 8) P, (cos 8°) + 
I 
+2? De PF (cos 8) PF (cos 6')cosm(p—p'). (c,10) 


Ce théorème peut s'écrire aussi bien en terminologie des fonctions 
sphériques (déterminées d’après (28,7)) sous la forme : 


l 
(A 4x e , 
Pin n)= 3 À Vin (n°) Y im (Nn). (c,11) 
m=-l 
Ici n, n’ sont deux vecteurs unités, et Ÿ,, (n) désigne une fonction 
sphérique de l’angle polaire et de l’azimut de la direction n par 
rapport à un système de coordonnées fixes. 
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Muiltiplions l'égalité (c,10) par Pr (cos8) et intégrons-la sur 
do=sin6d6 de. L'intégration sur dp annule tous les termes du 
second membre de l'égalité qui contiennent les facteurs cos m(@—"); 
compte tenu de (c,6-7), on obtient : 


P, (cos y) Pr (cos 8) do = Bu 5 P, (cos 8’). 


TT 
Ce résultat peut s'écrire sous la forme symétrique : 


(P, (n,, n:) Pr (n, ns) do, = ôrr TP (n,, n,), (c,12) 


n,, n,, ñ, étant trois vecteurs unités, et l’intégration se faisant 
suivant les directions de l’un d'eux: n.. 

Enfin, écrivons les expressions de quelques unes des premières 
fonctions sphériques normalisées Y,, : 


Yo= 7" 
Yo=i cos, Yiu=+i Ta sine. este, 
SV (1— 3cos° 6), Yo, 1 = +  cosôsin6- ete, 
Yo, L2=— ga sin 0. e+2ie, 


Yw=—i) TL cos 0 (5 cos’ 6—3), 


Ys,#1=+i V a Sin 0 (5 cos'0—1)ettv, 


: 105 ; ; : 
Vs.z2=—i V 3x COS 0sin"0-e#2®, Vs, 43 —+i = sin 6-e+36. 


$ d. Fonction hypergéométrique dégénérée 
La fonction de dégénérée est définie par la série 
a(æ+1)z? 


convergeant quel que soit z fini ; le paramètre & est arbitraire et le 
paramètre y ne doit pas prendre la valeur zéro ou une valeur entière 
négative. Si & est un entier négatif (ou zéro), F(œ, y, z) se réduit 
à un polynôme de degré ||. 

La fonction F(œ, y, z) vérifie l’équation différentielle 


2u"+(y—z2)u'—au=0, (d,2) 
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ce dont on s’assure aisément par une vérification directe ?. La subs- 
titution u—z'-Yu, conserve la forme de cette équation: 


zu +(2—y—2)u—(a—y+l)u,=0. (d,3) 


Ceci montre que, pour y non entier, l'équation (d,2) admet éga- 
lement l'intégrale particulière z!-TF(œ—y—+1, 2—, 2), linéaire- 
ment indépendante de (d,1), de sorte que la solution générale de 
l'équation (d,2) a la forme: 


u=c,F (œ, Y; z)+c,21VF (a—y+1, 2—, 2). (d,4) 


Contrairement au premier terme, le second terme a pour z=0 
un point singulier. 

L'équation (d,2) est du type de Laplace, et ses solutions peu- 
vent être représentées par des intégrales de contour. Suivant la 
méthode générale, nous formerons les fonctions 


P(l)=vt-a, Q(h=t(—1), ZO)=E TD, 
de sorte que 
u= | etris-t (t— 1)7-21 dt. (d,5) 


Le chemin d'intégration doit être choisi de telle sorte qu'après 
son parcours la fonction V(é)—e#{*(t— 1)" reprenne sa valeur 
initiale. Appliquant la même méthode à l'équation (d,3), on peut 
obtenir pour w une autre représentation intégrale : 


um zit | etspet (t—1) dt. 


Dans cette intégrale, il est commode de faire la substitution fz—t 
qui la ramène à la forme: 


u (= (et ((—2)-a®- dt, (4,6) 
avec 
V (= ete" (t— 1). 


La fonction sous le signe somme dans (d,6) a, en général, deux 
points singuliers: pour é=2 et pour £—=0. Prenons pour contour 
d'intégration une courbe C venant de l'infini (Re f£——), con- 
tournant les deux points singuliers dans le sens positif et retour- 
nant à l'infini (fig. 56). Ce contour répond aux conditions requises, 
puisqu’à ses extrémités la fonction V (f) s’annule. L'intégrale (d,6) 
calculée sur C n'a pas de point singulier pour z2=0; aussi doit- 
elle coïncider, à un facteur constant près, avec la fonction F (œ, y, z) 
sans singularités. Lorsque z—0 les deux points singuliers de l'ex- 


1 L'équation (d,2) avec y entier négatif n'exige pas un examen particu- 
lier, car elle peut être ramenée [par transformation en (d,3)] au cas des y 
entiers positifs. 
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pression sous le signe somme sont confondus ; en vertu de la formule 
bien connue de la théorie de la fonction F, 


1 = 1 
mn jt 'dt=p (d,7) 
Comme F(œ, y, 0)=—1, il est évident que 
F(a, y, 2 =50 | a (—2)-%S-Vdt. (d,8) 


Dans (d,5) l'expression sous le signe d’intégration a les points 
singuliers {—0 et {=1. Si Re (y—a) > 0 et si y n’est pas entier 


Fig. 56 


positif, on pourra prendre pour chemin d'intégration un contour 
C' issu du point {—1, contournant dans le sens positif le point 
t—0 et revenant au point {=1 (fig. 57); lorsque Re (y —@) > 0, 


quand on décrit un tel contour la fonction V(f) reprend sa valeur 


ee 
Nu" 


Fig. 57 


initiale nulle’. L'intégrale ainsi définie n’a pas non plus de sin- 
gularité pour z=—0 et est reliée à F(œ, y, z) par 
21 TO TD Got (_ pet —#p-e- 

Fev = ES ÿ er (— 11 (1— HS dé. (d,9) 

La remarque suivante est à faire au sujet des intégrales (d,8 
et 9). Pour & et y non entiers les expressions sous les signes d’in- 
tégration sont des fonctions multiformes. Leurs valeurs en chaque 
point sont supposées choisies par la condition que l’argument de 
Es quantité complexe élevée à la puissance est minimum en valeur 
absolue. 


1 Ci., par exemple, Whittaker et Watson, Course of Modern Ana- 
lysis, Cambridge, 1944, $$ 12, 22. 

? Si y est entier positif, C’ pourra être un contour arbitraire contournant 
les deux points {=0 et f=1. 
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Notons la relation utile 
Fa, y, z)=eF(y—«, y, — 2), (d,10) 


qui s'obtient directement en faisant dans l'intégrale (d,8) la subs- 
titution {— {+ 2. 

Nous avons déjà dit que si a=—n, n entier positif, F (œ, y, 2) 
se réduit à un polynôme. Une formule courte peut être déduite 
pour ces polynômes. Faisant dans l'intégrale (d,9) la substitution 
{— 1—({/z) et appliquant à l'intégrale déduite la formule de Cau- 
chy, on trouve la formule suivante : 

1 
FORTIS TG ET GT 


Si, de plus, y—m, m entier positif, on a “oleen la formule 


(—1)=-1 dm+n SA 
en Sarre #z*), (d,12) 
qui s'obtient par application de la formule de Cauchy à l'intégrale 
déduite de (d,8) par la substitution {—+z—6. 

Les polynômes F(—n, m, z), 0<m<n coïncident, à un facteur 
constant près, avec les polynômes de Laguerre généralisés de défi- 
nition : 

LR (=) EF (— (nm), m+ 1, 2)= 
" En ml (n—m)l , Qi fES 
! dn 1 dn-"# 
= ane eee es e ne #2". (d,13) 
Les polynômes L? pour m=0 se notent L,(z) et s'appellent sim- 
plement polynômes de Laguerre; on a en vertu de (d, 


L,(2)=e _. (ez2"). 


La représentation intégrale (d,8) est utile pour déduire le déve- 
loppement asymptotique de la fonction hypergéométrique dégénérée 
pour les grands z. Déformons le contour de manière qu'il se scinde 
en deux courbes C, et C, (fig. 56) contournant respectivement les 
points {—0 et {—z2; on se représentera que la branche inférieure 
de C, et la branche supérieure de C, se rejoignent à l'infini. Vou- 
lant obtenir un développement en puissances inverses de z, dans 
l'expression sous le signe d'intégration nous sortons (—z)-% en 
facteur. Dans l'intégrale le long de C, on fait la substitution 
t—t+32; par là même nous aurons transformé le contour C, en 
C,. En définitive, la formule (d,8) se met sous la forme: 


F(e, Y 2) = (276 (a, a—Yy+ 1, —2) + 


r 
+ er "G(y—a, 1—a, 2), (d,14) 


2er (e-t2V-1).  (d,11) 


F(—n, m, z)= 
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où nous avons introduit la notation 
Go, B, 2) —] (142) "4-erdr. (d,15) 


2ni 


Elevant à la puissance dans la formule (d,14), —z et z seront pris 
avec la plus petite valeur absolue de l’argument. Enfin, dévelop- 
pant dans l'expression sous le signe somme (1 + f/z)* en puissances 
de {/z et appliquant la formule (d,7), on obtient finalement pour 
G(a, B, z) la série asymptotique 

G(a, B,2)=1+ 42H, (d,16) 
Les formules (d,14) et (d,16) définissent le développement 
asymptotique de la fonction F («œ, y, z). 

Lorsque y est entier positif, le second terme dans la solution 
générale (d,4) de l'équation (d,2) coïncide avec le premier (si 
y=1), ou bien perd tout sens (si y > 1). On peut alors prendre en 
tant que système de deux solutions linéairement indépendantes les 
deux termes de (d,14), savoir les intégrales (d,8) prises sur les 
contours C, et C, [ainsi que C, ces contours satisfont aux conditions 
requises, de sorte que les intégrales le long de ceux-ci sont également 
solutions de (d,2)]. La forme asymptotique de ces solutions est 
déterminée par les formules déjà déduites; reste à trouver leur 
développement en puissances croissantes de z. Nous partirons, à cet 
effet, de l'égalité (d,14) et de l’égalité analogue pour la fonction 
2"-ŸF (œ—y+1, 2—y. 2). À partir de ces deux égalités on exprime 
G(a&, a—y+1, —z2) d'après F(a,y,z2) et F(a—y+1, 2—7%, 2), 
après quoi on pose y=p+e (p étant un entier positif) et on 
passe à la limite e—+0, levant les indéterminations à l’aide de 
la règle de l'Hôpital. Après un calcul assez long on obtient le 
développement suivant : 


i L(o— 
G(«, a—p+l, = ee fine-F (a, P, 2)+ 
Tp)T(a+s)(b(a+s)—(p+s)—v(s+1)] 
+2 T'o)T (SP) T (si) à 
p=i1 
_pys#1 LGS)T (æ—s)T (p) +} 
+2 TS rer LAN L (4,17) 


+ désignant la dérivée logarithmique de la fonction T': (x) — 
= l’(aœ)/T (a). 


$ e. Fonction hypergéométrique 


La fonction hypergéométrique est définie dans le cercle |z| <1 
par la série 


1 1) 2 
Fa 8, v, = 14% +SGHUREEU RE. (e,1) 
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et pour |z|>1 elle s'obtient par prolongement analytique de 
cette série. La fonction hypergéométrique est une intégrale parti- 
culière de l'équation différentielle 


2(1—2) 2" + [y—(@ + B+ 1) 2] 2° —afu =0. (e,2) 


Les paramètres & et B sont arbitraires, et yÿ=£0, —1, —2, . 
La fonction F(x, B, y, z) est évidemment symétrique par rapport 
aux paramètres & et f.1 

La seconde solution indépendante de l'équation (e,2) est: 


2YF(B—y+1,a—v+1,2—7,2); 


elle a un point singulier pour z=0. 

A titre de référence, nous donnerons plusieurs relations vérifiées 
par la fonction hypergéométrique. 

La fonction F(«, fi, y, z) peut être représentée pour tous les z, 
si Re(y—a«) > 0?, par l'intégrale 


FC Be DE mn Se Ÿ CHINE —H2) dd, 


(e,3) 


prise le long du contour C’ représenté sur la fig. 57. On vérifie 
aussitôt par une substitution directe que cette intégrale satisfait 
effectivement à l'équation (e,2); le facteur constant est choisi de 
manière qu'on obtienne l’unité pour z=0. 
La substitution 
u=(1—z2)-2"Pu, 


dans l'équation (e,2) conduit à une équation du même type de 
paramètres y—a, y—$, y au lieu de, respectivement, &, f, y. 11 
en résulte l'égalité 


Fa, B,y, 2)=(1—2)%8F(y—a, y—$, y, 2) (e,4) 


(les deux membres de l'égalité vérifient une seule et même équa- 
tion et leurs valeurs coïncident pour z=0). 


1 La fonction hypergéométrique dégénérée se déduit de F(œ, B, y, z) par 
passage à la limite: 


F(a, y, = lim F (a, B, $): 


On rencontre aussi dans les ouvrages la notation ;F1(œ, B, y, z) pour la 
fonction hypergéométrique, et ,F,(&, y, z) pour la fonction hypergéométrique 
dégénérée. Les indices placés à droite et à gauche de la lettre F indiquent le 
nombre de paramètres figurant respectivement aux numérateurs et aux dénomi- 
nateurs des termes de la série. 

3 Cette inégalité est observée dans les applications physiques. 
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La substitution 
t 


Ês +21 


dans l’intégrale (e,3) conduit à la relation suivante entre les fonc- 
tions hypergéométriques des variables z et z/(2—1): 


Fa Bv2=(—2)7"F(av—pv 25). (5) 


La valeur de l’expression multiforme (1—z)-* dans cette formule 
(et des expressions analogues dans toutes les formules suivantes) est 
déterminée par la condition que la quantité complexe élevée à la 
puissance est celle dont l'argument est de valeur absolue mini- 
mum. 

Donnons ensuite sans déduction une importante formule reliant 
les fonctions hypergéométriques des variables z et 1/2: 


r — 
Fe, B, 7,2 = RO D (2) (a, a +1, a+1—8, +)+ 


r'(Y)T(œ—B) = 1 
+Far Gp) 2) PF(B, B+1—Y, B+1—a, +). (e,6) 


Cette formule exprime F (x, B, y, z) sous forme de série convergeant 
pour |z|> 1, c’est-à-dire représente le prolongement analytique 
de la série initiale (e,1). 
La formule 
T(T(y-a— 
F8, 7, 2 = ROECEEÈF (a, 8, a+B+1—, 1—2)+ 


TOP ÉED (ap --8F (yo, 8, +108, . 
€, 


relie entre elles les fonctions hypergéométriques de z et de 1—z 
[elle se déduit comme la formule (e,6)]. Combinant (e,7) et (e,5) 
avec (e,6), on obtient les relations : 


Fa, 8,9, 9 = LOTS (1 2er (o, Bat 18, ) + 


TMT(a—B),,_,)-6 _ us 
+R DU PF (Bye, B+l—a, =), (0,8) 
_FMT(r-a—p) 
F(c, B, Ÿ, D = Ty) (ya) X 


x 7 F(a, a+l—7Y, a+B+1—7, 1) + OP ÉD " 


x (2 e-B (16, y, v+l—a—p, 2). (0,9) 
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Chacun des termes des sommes dans les seconds membres des éga- 
lités (e,6 à 9) est solution de l'équation hypergéométrique. 

Si & (ou B) est un entier négatif (ou zéro), «=—n, la fonction 
hypergéométrique se réduit à un polynôme de dergé n et peut se 
mettre sous la forme: 


ati 8 
FER BND TT TETE 
Ces polynômes coïncident, à un facteur constant près, avec les 
polynômes de Jacobi, de définition : 
_(a+1)(a+2)...(a+n) k,_ 1—2\ _ 
pied (= EIERLLCED F (a, a+b+n+l, a+, LE) = 
=GFa-a-a+a [aa a+]. ein 


Pour a=b=0 les polynômes de Jacobi coïncident avec les poly- 
nômes de Legendre. Pour ñ—0, on a P#®—]. 


[24471 (1— 2)8-7]. (e,10) 


& f. Calcul d’intégrales contenant des fonctions 
hypergéométriques dégénérées 


Considérons une intégrale de la forme: 


Ty= \ e-M2VF (a, y, kz) dz. (f,1) 


On suppose qu'elle converge. On doit avoir à cet effet Rev > —1 
et ReA>]|Rek]; si & est un entier cut il suffira d'exiger, 
au lieu de la seconde condition, que Re > 

Il est facile de calculer (f, 1) utilisant pour Fa, y, kz) la re- 
présentation intégrale (d,9) et intégrant sur dz sous le signe d'in- 
tégration sur le contour : 


v ____1 FA—a)r() Geraana (pq pra a 
C’ 


1rTG—a)r( 
7 Zu F(r-a) 


x fn (1e ( 1—+ Die dt. 
J 


AT (v+1)x 


Eu égard à (e,3), on trouve en définitive: 
JT + DATE (a, v+1, 7, +). (4,2) 
Dans les cas où la fonction F (œ, v +1, y, k/À) se réduit à des poly- 
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nômes, l'intégrale J£, s'exprime elle aussi à l’aide des fonctions 
élémentaires : 

JR = (INT (D gr LAS ANT], (1,3) 
DVI) (A — 8) TV qn 


Lee GED orne POTO AI, (4) 
ES (—1)e-n 
nes TC. mi * 


À — (mi DIE AE Q AT] + 


+Hnl(m—n—1)... (m1) (À k)-tm-n—e x 
x ares (a G—#e-]} (£,5) 


(m, n sont des entiers, 0<n<m—2). 
Calculons ensuite l'intégrale 


Jet [F(—n, y, k)]* de (£,6) 
0 


(n est un entier positif, Re v > 0). Nous partirons pour le calcul 
su intégrale plus générale avec sous le signe somme e—* au lieu 
e e7kz. 
Nous représenterons l’une des fonctions F(—n, y, kz) par une 
intégrale sur un contour, puis nous intégrerons sur dz à l’aide de 
la formule (f,3): 


frretren naar RER 


XP —nprmie- ane p(_ nr, y, k2)dt dz = 


C’ 


oc 8 


1 rO+n) MT) 
ON RGrn  * 
x P (A — RER} (— ya (1 — pr x 

ae 
dAr 
On peut évidemment exprimer la dérivée n-ième par rapport à À 
au moyen de la dérivée du même ordre par rapport à f; ceci fait, 
on pose À=k, revenant ainsi à l’intégrale J, : 

J,=—21r@+ITr (Tr) 
V2 Tt(y+n)4" 


XP D Gap À [0] dt. 
Z 


X [A — AE) (A — Ré —k)-Y] dé. 
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Intégrant n fois par parties, on reporte l'opération (d/dt)" sur l'ex- 
pression (— {)Ÿ-Y-1(1—#)Y#1-1 et on développe la dérivée par appli- 
cation de la formule de Leibniz. On obtient ainsi une somme d’inté- 
grales se ramenant chacune à une intégrale eulérienne connue. On 
obtient finalement l'expression suivante pour l'intégrale cherchée : 
_ r(v)al {1 n(v—v—1) (=) 

Froen Gen LE ü 
RUES D PEN 2) EN DAS GENE) 

12-227 (v+ 1) pa 
n(n—1)...1(Y—Vv—-n)...(y—v+nr—1) 

EG TE mn À (,7) 
Il est facile de voir qu'on a entre les intégrales J, la relation sui- 
vante : 


J, 


— np -1)(Y—p)... —1 
Le (pr )(Y mA) {v+r ss (1,8) 


(p est un entier). 
On calcule de même l'intégrale 


J=Te-RariF (a, y, k2) F(a', y, k'2) de. (f,9) 
0 


Nous représenterons F(œ', y, k’z) par une intégrale sur un contour 
et intégrerons sur dz à l’aide de (f,3) (avec za —0): 


=—1r7(=@)r(r) 
= Qni T(y—a') X 


x ÿ 0-0 -2r me 0-0 (a, y, kz) dz dt = 
"0 


= 1 DO À pe (1 — He AR HT x 
C’ 


X(A—k't—R)-S dt. 


La substitution tr ramène cette intégrale à la forme 


(e,3) et donne 
5 a+a'— mn 2h mt? LA kk' 
JPA TO QAT SE (a, à, pp): 
(f,10) 
Si & (ou a’) est un entier négatif, «a——n, à l’aide de la relation 
(e,7) cette expression peut être recopiée sous la forme: 
MOT (Y+nR— a"); nt : 0 
ACT C7 NS om à 
xXF(—n, a’, —n+a’ +1 nt) - 


TV GDF) (f,11) 
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Considérons enfin les intégrales de la forme : 


e k+k' 


——: 


JP (a, a)=(e 2 2V-5F (a, y, kz)F(œ’, y—p, k'z)dz. (f,12) 
(] 


Les valeurs des paramètres sont supposées telles que l'intégrale 
converge absolument ; s, p sont des entiers positifs. La plus simple 
de ces intégrales, J%(œ, a’), est, en vertu de (f,10): 


JS (a, a) = 27 (y)(R +R) -V (RE) (RER) x 
’ 4kk' 
xF (a, œ, Ÿ #5) , (f,13) 


et si &« (ou &’) est un entier négatif, «—=—n, on peut alors écrire 
en vertu de (f,11): 
(np, a')=27 Ma )(r—e" +1)... (pa tnt) 
RER e HD. Win ” 
X (—1)" (k + 1 ess in (R—Rk"y—<" x 


XF [—n, a’, a'+l—n—7, Cr)"] (f,14) 


On peut établir la formule générale pour J(x, &’), mais elle est 
très compliquée et d’un usage difficile. Il est plus commode d'’uti- 
liser les formules de récurrence permettant de réduire les intégrales 
JiP(æ, a’) à l'intégrale avec s—p—0. Nous les donnons sans 
déduction. La formule 


JP (a, a)=YT {JE Ra, œ')—JÿR "(a —1, œ')} (1,15) 


permet de réduire J#(œ, a’) à l'intégrale avec p—0. Après quoi, 
la formule 


LA 4 (4 , Là , € LA 
JE (a, œ )= pr | [He )— ka + k'a' —k s] JE (a, a')+ 
Ls(y—14+s— 20") JE (0, a) + 2u's/5 0 (a, œ'+ 1 )} (f,16) 
permet d'opérer définitivement la réduction à l'intégrale s—p=—0. 


1 On trouvera la déduction dans l’article: W. Gordon, Annalen der Phy- 
sik, 2, 1031, 1929. 
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